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Liverpool  4889. 

Proceedings  of  tbe  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  4  2,  P.  2  (No.  82). 
London  4889. 

Royal  Institution  of  Great  Britain.  List  of  the  members  4888.  London,  July 
4  888. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XLV,  No.  273—279.  Vol. 
XLVI,  No.  280—283.  London  4888.  89. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4888. 

Vol.  479,  A.  B.  London  4  889.  —  The  R.  Society  (List  of  the  members) 

30th  Nov.  4887.  80«>  Nov.  4  888. 
Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  49,  No.  328 — 342. 

Vol.  20,  No.  643—858.  London  4  888.  89. 
Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 

Proceedings.  Ser.  II.  4888,  P.  6».  4889,  P.  4—6.  London  4889. 

Report  on  the  scientific  results  of  the  exploring  voyage  of  II.  M.  S.  Chal- 
lenger,  4873— 76.  Vol. 29,  Text  P.  1.  II.  Vol.  29,  Plates.  Vol.  30,  P.  I. 

II.  34.  32.  London  1889. 

Memoire  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  t)f  Manchester.  IV.  Ser, 
Vol.  4.  2.  Manchester  4888.  89. 

Frankreich. 

Memoire-  de  la  Societe  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

III.  Serie.  T.  8,  Cahier  2,  et  Append.  {Rayet,  Observalions  pluvio- 
metriques,  Juin  4  886— Mai  4887).  Paris  4  887. 

Meraoires  de  l'Acadgmie  des  sciences,  belles-lettres  et  arls  de  Lyon.  Classc 
des  lettres.  T.  24—26.  Paris  etc.  4887—89.  —  Classe  des  sciences. 
T.  28.  29.  Paris  etc.  4  886.  88. 

Annales  de  la  Societe  Linneenne  de  Lyon.  Nouv.  Serie.  T.  32  (Annee  4885) 
—  34  (Annee  4887).  Lyon  4  886—88. 

Academie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Mömoires  de  la  section 
des  lettres.  T.  8,  Fase.  2  (Annee  4  888).  3  (Annee  4  888/89).  Mont- 
pellier 4888.  89. 

Bulletin  de  la  Societe  des  sciences  de  N  a  n  c  y  (ancienne  Societö  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg) .  Ser.  II.  T.  9,  Fase.  22.  Annee  24  (4888). 
Paris  4  889. 
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Bulletin  des  s£ances  de  la  Soci£t£  des  sciences  de  Nancy.  Ann6e  4  (4  889), 
No.  4 — 5. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Procfes-verbaux  des  seances  de 
1888.  Paris  4889. 

Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruction  de 
cet  Etablissement.  Cah.  58.  Paris  4  889. 

3ulletin  de  la  Sociale  mathematique  de  France.  T.  4  6,  No.  5.  6.  T.  4  7, 
No.  4—5.  Paris  4888.  89. 

Holland  und  Luxemburg. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevcstigd  tc  Amsterdam, 
voor  4  888. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XVIII.  Amsterdam  4  889. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Reeks,  Deel  5.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  III.  Reeks,  Deel 5. 
Amsterdam  4888.  89. 

Adam  et  Christus.  Servi  Eliezer  ad  Abraham  epistola.  Carmina  probata  in 
certamine  Hoeufftiano  ab  Acad.  R.  disciplinarum  Neerlandica.  Am- 
stelod.  4889. 

Programma  certaminis  poetici  ab  Acad.  R.  disciplinarum  Nederlandica  ex 
legato  Hoeufftiano  indicti.  Amstelod.  4  889. 

Annales  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Delft.  T.  4,  Livr.  3.  4.  T.  5,  Livr.  4.  2. 
Leide  4  888.  89. 

Archives  nöerlandaises  des  sciences  cxactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Socii  Hollandaise  des  sciences  ä  Hartem.  T.  28,  Livr.  2 — 5. 
Harlem  4889. 

Huygens,  Chr.,  Oeuvres  completes,  p.  p.  la  Soci£t6  Hollandaise  des  sciences. 

T.  II.  La  Haye  4  889. 
Archives  du  Musee  Teyler.  S6r.  II.  Vol.  3,  P.  2.  3.  Harlem  4  888.  89. 

Fondation  Teyler.  Catalogue  de  la  bibliotheque,  dressä  p.  C.  Ekama.  Livr. 

7.  8.  Harlem  4887.  88. 
Handelingen  en  Mededeelingen  van.  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 

Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  4887.  4888.  Leiden  4887.  88. 
Levensberigtcn  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Nederl. 

Letterkunde  te  Leiden.  Dijlage  tot  de  Handelingen  van  4  887.  4  888. 

Leiden  4887.  88. 

Tijdschrift  voor  Nederlandsche  taal- en  lelterkundc,  uitgeg.  vanwege  de 
Maatsch.  der  Nederl.  Lettcrkundc.  Jaarg.  4 — 8.  Leiden  4884 — 88. 

Nederlandsch  kraidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  II.  Deel  5,  St.  3.  Nij- 
megen  4  889. 

Programme  de  la  Soci^te  Balave  de  philosophie  experimcntale  de  Rotter- 
dam. 4888. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  sectiö-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  d.  28.  Juni  4  887  ;  den 
26.  Juni  4888.  Utrecht  4887.  88. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Sociötö  des  arts  et  des  sciences 
etablie  ä  Utrecht,  4  889. 
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Verslag  van  het  verhandeldo  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch  Genootschap  van  kunstcn  en  wetensch.,  gehouden  d.  28. 
Juni  4887;  d.  26.  Juni  4  888.  Utrecht  4887.  88. 

Kooperberg,  Ph. ,  Geneeskundige  Plaatsbeschrijving  van  Leeuwarden.  Uit- 
geg.  d.  het  Prov.  Utrechtsch  Genootsch.  v.  kunsten  en  wetensch. 
's  Gravenhage  4  888. 

Seücher,  P.  M.,  Geschiedenis  van  de  koloniön  Essequebo ,  Demerary  en 
Berbice.  Uitgeg.  d.  het  Prov.  Utrechtsch  Genootsch.  v.  kunsten  en 
wetensch.  —  Laatste  levensjareo  en  liquidajie  der  Societeit  van  Ber- 
bice. Nadere  bijlage  tot  de  Geschiedenis  van  de  kolonien  Essequebo, 
Demerary  en  Berbice.  's  Gravenhage  4  888. 

Riemsdijk,  Th.  H.  van,  Bijdragen  tot  de  geschiedenis  van  de  kerspelkerk  van 
St.  Jacob  te  Utrecht.  Uitgeg.  met  ondersteuning  van  het  Prov.  Ut- 
rechtsch Genootsch.  v.  kunsten  en  wetensch.  Leiden  4  888. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  ^Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  4  4.  Utrecht  4888. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.Ser.  54—53. 
Utrecht  4889. 

Ooderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hooge- 
school.  III.  Reeks,  XI.  Utrecht  4889. 

Itakien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  72 
(4888)  e  Indici.  No.  73  (4889)  —  95.  Firenze  4888.  89. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche governative  del  regno  d'Italia.  Vol.  3,  No.  5.  6  e  Indice. 
Vol.  4,  No.  4—3.  Roma  4  888.  89. 

Per  la  edizione  nazionale  delle  opere  di  Galileo  Galilei  sotto  gli  auspicii  di 
S.  M .  il  Re  d'Italia.  Indice  alfabetico  e  topografico  del  commercio 
epistolare.  Firenze  4889. 

Bollettino  della  Societä  italiana  dei  Microscopisti.  Anno  I.  Vol.  4 ,  Fase.  4.2. 
Acireale  4889. 

Memorie  dell'  Accademia  delle  scienze  dell'  Istituto  di  Bologna.  Ser.  IV. 
T.  8.  9.  Bologna  4887.  88. 

Concorso  libero  al  premio  Aldini  sui  mezzi  di  salvezza  e  difesa  contro 
gl'incendi.  Bologna  4888. 

R.  Academie  des  sciences  de  l'Institut  de  Bolognc.  Note  sur  les  derniers 
progres  de  la  question  de  l'uniflcalion  du  calendrier  dans  ses  rapports 
avec  ITieure  universelle.  Bologne  4888. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  Mode  na.  Ser.  II. 

Vol.  6.  Modena  4  888. 
Rendiconto  dell'  Accademia  delle  scienze  fisiche  c  matematiche  (Sezionc 

della  Societä  Reale  di  Napoli).  Ser.  II.  Vol.  II  (Anno  27),  Fase. 

6—4  0.  Napoli  4  888. 

Atti  della  R.  Accademia  di  scienze  mora-li  e  politiche  di  Napoli.  Vol.  23. 
Napoli  4889. 

Societä  Reale  di  Napoli.  Rendiconto  delle  tornate  e  dei  lavori  dell'  Accademia 
di  scienze  morali  o  politiche.  Anno  27  (4888).  Napoli  4888. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.  S.  Vol.  5.  Padova  4889. 
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Rcndiconti  del  Circolo'matematico  di  Palermo.  T.  8  (4889).  F8sc.  4—5. 
Palermo  4889. 

Giornale  di  scienze  natu ra  1 1  ed  economiche ,  pubbl.  p.  cura  della  Societa  di 
scienze  na t uralt  ed  economiche  di  Palermo.  Vol.  49  (Anno  4  888). 
Palermo  4  888. 

Atti  e  Rendiconti  della  Accademia  medico-chirurgica  di  Perugia.  Vol.  4, 
Fase.  1.1.4.  Perugia  4  889. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Della  Serie  Vol. 40  (Scienze 
fis.  c  mat,,  Vol.  5).  4  4  (Filosofia  e  filologia,  Vol.  6).  Pisa  4  888.  89. 

Processi  verbali  della  Societa  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  6,adunanzadel4  4.Nov.  4  888,  43.  Genn.,  47.Febbr.  e  24.Marzo, 
42.  Maggio  4889. 

Commcmorazione  di  Giuseppe  Meneghini  fatta  nell'  Aula  Magna  dclP  Uni- 
versitä  Pisana.  Pisa  4  889. 

Atti  della  R.  Accademia  de'  Lincei.  Serie  IV.  Memorie  della  Classe  di  scienze 
fisiche,  matem.  e  naturali.  Vol.  3.  4.  Ro m a  4886.  87.  —  Rendiconti. 
Vol.  4,  II.  Sera.,  Fase.  6—  42.  Vol.  5,  I.  Sem.,  Fase.  4—42.  II.  Sem., 
Fase.  4—5.  Roma  4  888.  89. 

Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologischen  Instituts.  Rtfmische 
Abtheilung  (Bullettino  dell'  Imp.  Istituto  Archeologico  Germanico. 
Sezione  Romana).  Bd.  3,  H.  4.  Bd.  4,  H.  4—3.  Rom  4  888.  89. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Sie  na.  Ser.  IV.  Vol.  4,  Fase. 
4—7.  Siena  4  889. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  24,  Disp.  4—45. 
Torino  4  889. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Serie  II.  T.  39.  Torino 
4  889. 

Bollettino  dell'  Osservatorio  della  R.  Universita  di  Torino.  Anno  22  (4  887), 
Parte  meteorologica.  Torino  4  889. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettcre  ed  arti.  T.  5,  Disp.  4  0.  T.  6, 
Disp.  4—4  0.  T.  7,  Disp.  4.  2.  Venezia  4  887—89. 

Temi  di  premio  proclamati  dal  R.  Istituto  Venelo  di  scienze,  lettere  ed  arti 
nella  solenne  adunanza  del  4  9.  maggio  4  889. 


Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat.  Bd.  5,  S.  424  —  452 
(Dorpat  4  888.  89). 

Bericht  über  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  RegenstationeD  der 
Kaiserlichen  livland.  gemeinnützigen  u.  Ökonom.  Societät  f.  d.  J.  4  887. 
Dorpat  4889. 

Acta  Sociotatis  scientiarum  Fennicae.  T.  46.  Helsingforsiae  4888. 
Öfversigt  af  Finska  Vetenskabs-Societetens  Förhandlingar.  30  (4887—88). 
Helsingfors  4  888. 

Finlands  geologiska  Undersokning.  Kartbladet  4  2— 45.  Bcskrifning  tili  kart- 
bladet  42— 45.  Helsingfors  4  887. 

Fennia.  Bulletins  de  la  Socictc  de  geographie  finlandaise.  I.  Helsingfors 
4889. 

Journal  de  la  Societe  fiDDo-ougrieDDe.  Suomalais-ugrilaiseD  Seuran  Aika- 
kauskirja.  T.  5—7.  Helsingissö  4889. 
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laiversitetskijt  Izvestija.  God  18  (4888),  No.  40—42.  fiod  «9  (4889),  No. 
4—40.  Kie  v  4888.  89. 

Bulletin  de  la  Societe  lmpe>.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annee  4888, 
No.  4.  4889,  No.  4.  2.  Moscou  4889. 

Meteorologische  Beobachtungen,  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landwirtschaftlichen  Akademie  zu  Moskau.  4  888,  2.  Hälfte  (Bei- 
lage z.  Bulletin  de  la  Soc.  Imp.  des  Natural,  de  Moscou,  II.  Se>ie, 
T.  2).  Moskau  4  889. 

Nouveaux  Memoires  de  la  Societe  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou.  T.  4  5 
(T.  20  de  la  collection),  Livr.  6.  Moscou  4  889. 

Bulletin  de  l'Acad£mie  Imperiale  des  sciences  de  S t.- P6 1 e rsbo  u  rg. 
Nouv.  Serie.  T.  4,  No.  4.  2.  St.-Petersbourg  4889. 

Memoires  de  l'Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.- Pötersbourg. 
VII.  Serie.  T.  36,  No.  41—4  7.  T.  37,  No.  4.  St.-Pelersbourg  4  888.  89. 

Aonalen  d.  ph\sikalischen  Centraiobservatoriums,  herausg.  von  H.Wild. 
Jahrg.  4*887,  Th.  2.  St.-Pelersburg  4888. 

Uateriah  po  arcbeologii  Rossii ,  izdavaemye  Imp.  archeol.  Komissieju.  III 
Radiär,  F.,  Sibirskija  drevnosti.  T.  4.  Vyp.  4).  S.-Peterhurg  4  888. 

Acta  Horti  Petropolitani.  T.  4  0,  Pasc.  2.  Petropoli  4  889. 

Trudy  S.-Peterbur«skago  Obscestva  estestvoispylatelej.  T.  4  7,  2.  T.  48.  49, 
Otdelenie  gcologii  i  mineral.  S. -Peterburg  4  886—88.  —  Prilozenie. 
Trudy  Aralo-Kasp.  Ekspedicii.  Vypusk  6.  St.-Pelerburg  4  889. 

«iodicnyj  Akt  Imp.  S.-Peterburgskago  Universiteta  8.  Febr.  4  887.  S.-Peler- 
burg  4  887. 

übozrenie  prepodavanija  nauk  v  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universitele  na 
vesennee  i  osennee  polugodie  4  888  goda.  S. -Peterburg  4  888. 

Otret  o  sostojanii  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta  za  4  887  god.  S. -Peter- 
burg 4  888. 

Protokoly  zasedanij  soveta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universitele.  No.  36 ,  i 
pnloienie:  Inventar  biblioteki  Universiteta,  No.  VI.  S.-Peterburg 
1887.  No.  37,  i  prilozenie:  Catalogus  alphabeticus  librorum,  qui  in 
bibliotheca  speculae  Imp.  literarum  univcrsilatis  Petropolitanae 
asservantur.  Petropoli  4  888.  —  Nebst  4  6  Dissertationen. 

Zapi<ki  istoriko-philologiceskago  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universi- 
teta. Gast  41.  4  6.  S.-Peterburg  4  882.  87. 

Sezelenov,  A.  J.,  Ree  o  Puskine.  S.-Peterburg  4  887. 

Salfmann  ,  C,  et  !'.  Roten,  Indices  alphabetici  codicum  mss.  persicorum 
turcicorum  arabicorum,  qui  in  bibliolheca  Imp.  Universitatis  Petro- 
pol.  adservantur.  Petropoli  4  888. 

Shams  i  Fachrii  Lexicon  persicum.  Ed.  C.  Salemann.  Fase.  4.  Casani  4  887. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Higa.  Jahrg.  31.  Riga 
4888. 

Schweden  und  Norwegen. 

Sveriges  oflentliga  Bibliotek  Stockholm,  Upsala  ,  Lund.  Aecessions-Catalog 

III  '4888).  Stockholm  4889. 
torhandlinger  i  Videnskabs-Solskabet  i  Christiania.  Aar  4  888.  Christi- 

ania  4  889. 

Jahrbuch  des  Norwegischen  meteorologischen  Instituts  für  4  885. 4  886. 4  887. 
Christiania  4886—89. 

1889.  2 
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Fearnhy,  C,  u.  H.  Geelmuyden,  Zonenbeobachtungen  d.  Sterne  zwischen 
64°50'  u.  70° 10'  nordl.  Declination.  Christiania  I88S. 

lieusch,  //.,  Bemmeleen  og  Karmeen  med  omgivelser  geologisk  beskrevne. 
Udg.  af  d.  Geologiske  Undersegelse.  Kristiania  1888. 

Daae ,  L.,  Om  humanisten  og  satirikeren  Joh.  Lauremberg  (Univ.-Progr.) . 
Christiania  4  884.  —  Daae,  L.,  Symbolae  ad  historiam  ecclesiasl. 
provinciarum  septentrionalium  magni  dissidii  synodique  Constan- 
tiensis  temporibus  (Progr.  acad.i.  ib.  1888.  —  Dietrichson,  L.,  Anti- 
noos.  Eine  kunstarchäol.  Untersuchung  (Univ. -Progr.  f.  1.  Sem.  1884). 
ib.  1884.  —  Heiland,  A.t  Lakis  kratere  og  lavastrumme  (Univ. -Progr. 
f.  2.  Sem.  1885).  ib.  1886.  —  Leselh,  E.,  Tristanromanens  gammel- 
franske  prosahaandskrifter  i  Parisernationalbibliotheket.  ib.  1888. — 
Schübeier,  F.  C,  Viridarium  Norvegicum.  Norges  vaBxtrige.  Bd.  1 
(Univ.-Progr.  f.  4.  Sem.  1885).  Bd.  2 ,  H.  2  (Univ.-Progr.  f.  2.  Sem. 
1887).  ib.  1885.  88. 

Friis ,  J.  A.,  Ethnografisk  Kart  over  Finmarkens  Amt.  No.  3  (Kart  1—6). 
Christiania  1888. 

ActaUniversitatisLundensis.  La  nds  UniversitelsÄrs-Skrifl.  T.  24  (1887/885, 

I.  II.  Lund  1887.  88. 
ßihang  tili  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.  Bd.  9,  1.  2. 

10,1.2.  11,1.2.  12,1—4.  13,1—4.  Stockholm  1884— 88.  — 

Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademie.  Maj  1885.  1886.  1887.  1888. 

1889  (Mitglieder-Verz.).  Stockholm  d.  J. 
Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.   Nv  Följd.  Bd.  20 

(1882.  83),  H.  1.  2.  Bd.  2t  (1884  85,  .  H.  1.2.  Nebst  Atlas  zu  Bd.  21 , 

No.  8.  Stockholm  1881—87. 
Moteorologiska  Jakltagelser  i  Sverige,  ulg.  af  Kong.  Svenska  Velenskaps- 

Aksdemien.  Bd.  21—26  (II.  Ser.  Bd.  8-12),  Är1880— 84  Stockholm 

1885—89. 

Lefnadsteckningar  öfver  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  efler  hr 
1854  aflidna  Ledamöter.  Bd.  2,  H.  3.  Stockholm  1885. 

Ofvcrsigt  af  Kongl.  Vetenskaps  Akademiens  Forhandlingar.  Ärgangen  41 
(1884)  —45  (1888).  Stockholm  1885—89. 

Dahlgren,  E.  IV*.,  Fbrleckning  ofver  inneh&llet  i  Kongl.  Svenska  Vet. -Aka- 
demiens Skrifter  1826— 83.  Stockholm  1884. 

Kongl.  Vilterhets  Historie  och  Antiquitcts  Akademiens  M&nadsblad.  Arg.  16 
(1887).  Stockholm  1889. 

Aslronomiska  Jakltagelser  och  Undersokningar  anstölda  pä  Stockholms  Ob- 
servatorium. Utg.  af  H.  Gylden.  Bd.  2,  H.  2.  4.  Bd.  3,  H.  1—5. 
Stockholm  1885—88. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltende  af  Entomologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  ar  Jac.  Spängberg.  Ärg.  9  (1888),  H.  1— 4.  Stock- 
holm 1888. 

Tromso  Museums  Aarshefter.  t2.  Tromsa  1889.  —  Troms»  Museums 
Aarsberetning  for  1888.  Troms»  1889. 

Bulletin  mensuel  de  l'Observaloire  möteorologique  de  l'Universitö  d'Upsal. 
Vol.  20  (1888).  Upsal  1888—89. 

Schweiz. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Nalurforschenden  Gesellschaft  in 
Solothurn  6.-8.  Aug.  1888.  71.  Jahresversammlung.  Jahresbericht 
1887/88.  Solothurn  1888. 
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Comple-rendu  des  travaux  präsentes  a  la  71.  session  de  la  Soctelö  Helv.  des 
sciences  naturelles  reunie  ä  Soleure  6.-8.  aoül  1888.  Genfcve  4  888. 
Bfitraee  zur  vaterländischen  Geschichte.   Hrsg.  v.  der  Historischen  und 
Antiquarischen  Gesellschaft  in  Basel.  N.F.  Bd. 3  (der  ganzen  Reihe 
Bd.  u  ,  H.  4.  z.  Basel  1889. 
13.  Jahresbericht  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  zu  Basel 
über  d.  Vereinsjahr  1887/88.   14.  Jahresbericht  über  d.  Verein«]. 
4  888/89.  Basel  1888.  89. 
Mitteilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  1888 
(So.  1 195 —  1Ä14J.  Bern  1889. 

Jahresbericht  der  naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 

3i  (Vereinsjahr  1887/88).  C hur  1889. 
M^moires  de  la  Societe  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Geneve. 

T.  30,  P.  4.  Geneve  4  888. 

Vierteljahrsschrift  d.  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  33, 
H.  z—*.  Jahrg.  34,  H.  4.  8.  Zürich  4888.  89. 


Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas  43.  15—17.  U  Beograd  1889. 

Spanien. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Ano  de  1 889.  Madrid  1 889. 
Memorias  de  la  Real  Academia  de  ciencias  morales  v  politicas.   T.  6. 
Madrid  1889. 


Nordamerika. 

Transactions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  18  1887).  Boston 
1888. 

Journal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  13.  New  Häven  1889. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society,  at  Philadelphia, Oct.  1888; 
at  Boston,  May  1889. 

Johns  Hopkins  liniversily  Circulars.  Vol.  7,  No.  66.67.  Vol.  8.  No.  69 
—74.  Vol.  9,  No.  76.  Baltimore  1888.  89. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Puhl,  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  X  ,  No.  4.  Vol.  XI, 
No.  1—4.  Baltimore  1888.  89. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  political  science. 
Vol.  VI.  VII,  1  —  9. "Baltimore  1888.  89. 

Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences  [Boston].  Vol .  1 1 
(Centennial  Volume),  P.  6,  N.  6.  7.  Cambridge  1888. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  Sei*.  Vol.  4!». 
(Wbole  Ser.  Vol.  z3),  P.  I.  (4  887/88).  Selected  from  the  Records. 
Boston  4  888. 

Proceedings  of  Ihe  Boston  Society  of  natural  sciences.  Vol.  23,  P.III  (Febr. 
4  886-Dec.  4  887).  IV  (Dec.  4  887— May  4  888).  Boston  4  888. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  16  (Geological  Series,  Vol.  S),  No.  3— .'S.  Vol.  17, 
\o.  3— 5.  Vol.  18.  Cambridge,  Mass.  1888.  89. 

z* 


Digitized  by  Google 


  XX   

Memoire  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  XIV,  No.  4,  P.  II,  I.  Cambridge,  Mass.  1889. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.  ,  for  4  887/88.  Cambridge,  Mass. 
4888. 

Annual  Report  of  the  Geological  Survey  of  Pennsylvania  for  1886.  P.  4  with 
Atlas.  Harris  bu  rg  < 887. 

Seeond  Geological  Survev  of  Pennsylvania.  AA.  Alias  Easlern  middle  An- 
thraeite  Field,  P.  11.  Alias  Northern  Anthracite  Fielil,  P.  II — IV.  — 
Atlas  to  Reports  II-  and  II3.  —  Catalogue  of  the  Geological  Museum 
(O3),  P.  III.  Harrisburg  4  888.  89. 

Anales  del  Minislerio  de  fomento  de  la  Republica  Mexicana.  T.  8.  Mexico 
1887. 

Memorias  de  la  Sociedad  cientifica  »» Antonio  Alzalc«.  T.  2,  Cuad.  5—41. 
Mexico  1888.  S9. 

Observalorio  meteorologiro-magnetico  central  de  Mexico.  Boletin  mensual. 
T.  4  (1888),  No.  8—12  u.  Supl.  al  No.  12;  Resuincn  del  ano  de  1888. 
T.  2  (4889;,  No.  1.  Mexico  1888.  89. 

The  geological  and  natural  history  Survey  of  Minnesota.  The  1G.  annual 
Report,  for  the  year  1887.  Minneapolis  (St.  Paul)  1888. 

Proceedings  and  Transaclions  of  the  R.  Society  of  Canada  for  the  year  1888. 
Vol.  6.  Montreal  1889. 

Geological  and  Natural  History  Survey  of  Canada.  Contrihulions  to  Cana- 
dian  Pa!aeontolog\ ,  by  J.  F.  Whiteaves.  Vol.  I,  P.  2.  Montreal  4889. 

Report  for  the  year  4  888  89.  presented  by  the  Board  of  Managers  of  the 
Observator\  of  Vale  l  niversity  to  the  President  and  Fellows.  (New 
Häven)  o.  J. 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lvecum  of  natural 
history).  Vol.  IV,  No.  5—14.  New  York  4  888.  89.  ' 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  VII ,  No.  3—8. 
Vol.  VIII,  No.  4—4.  New  York  4887—89. 

Bulletin  of  the  American  Geographical  Society.  Vol.  20  (I88S'i,  No.  4  and 
Supplement.  Vol.  21  (4  889),  No.  4—3.  New  York  1888.  89. 

Proreedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  1888, 
P.  3  (Oct.— Dec).  1889,  P.  1  (Jan.— Apr.).  Philadelphia  1888.  89. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XXV,  No.  128.  Vol.  XXVI, 
No.  129.  Philadelphia  1888.  89. 

Transactions  of  the  American  Philosophical  Society  held  at  Philadelphia 
for  promoting  useful  knowledge.  N.  Ser.  Vol.  46,  P.  II,  Article  2—6. 
Philadelphia  4  888. 

Report  of  the  Commitlee  appointed  by  the  American  Philosophical  Society 
to  assist  the  Commission  on  amended  orthografy.  —  Supplementary 
Report  of  the  Committee  appointed  to  consider  an  international  lan- 
guage.  —  Rules  and  regulations  of  the  Magellanic  Prcmium.  —  Rules 
and  regulations  of  the  Henry  M.  Phillips'  Prize  Kssay  Fund.  —  List 
of  deficiencies  in  the  library  of  the  American  Philos'.  Society.  P.  I. 
Philadelphia  4888.  89. 

Phillips ,  //. ,  Supplementary  Register  of  written  Communications  published 
in  the  Transactions  and  Proceedings  of  the  American  Philos.  Societs 
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1884 — 89.  Philadelphia  1889.  —  Subject  Register  of  papers  published 
in  the  Transact.  and  Proceed.  of  Ihe  Amcr.  Philos.  Society.  Phila- 
delphia 1889. 

nb>ervatorio  meleorologico  del  Colegio  (del  Eslado  de  Puebla.  Observa- 
ciones,  1889,  Enero — Oct.  Puebla  d.  J. 

Gomales,  B.  B.,  Resumen  de  14  afios  de  observaciones  meteorologicas  en  el 
Colegio  del  Estado  de  Puebla.  Puebla  1889. 

The  Transactions  of  the  Academv  of  science  of  St.  Lou  Is.  Vol.  5,  No.  1.2. 
St.  Louis  1888. 

Proeeedings  of  the  Californian  Academy  of  sciences.  II.  Ser.  Vol.  1,  P.  1.  2 
(1888).  San  Francisco  1889. 

Trtnsactions  of  the  18th.  and  J9th.  annual  meetingsof  the  Kansas  Academy 
of  science  (1885 — 86),  with  the  reports  of  the  Secretary.  Vol.  10. 
Topeka,  Kansas,  1887. 

Proeeedings  of  the  Canadian  Institute,  Toronto,  being  a  continuation  of 
the  Canadian  Journal  of  science,  literature  and  history.  III.  Ser. 
VoL  6,  Fase.  2.  Toronto  1889. 

Annual  Report  of  the  Canadian  Institute,  Session  1887 — 88,  being  part  of 
appendixL  to  the  Report  of  the  Minister  of  education,  Ontario,  1888. 
Toronto  1889. 

Memoire  of  the  National  Academy  of  sciences.  Vol.  4,  P.  1.  Washington 
1888. 

Bureau  of  education.  Circular  of  information,  1888,  No.  4.  7.  1889,  No.  1. 
Washington  1889. 

Bureau  of  education.  Report  of  the  Commissioner  of  education  for  the  year 
1886/87.  Washington  1888. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution  for 
the  year  1886,  P.  II.  Washington  1889.  « 

Report  upon  international  exchanges  under  the  direction  of  the  Smithsonian 
Institution  for  the  year  ending  June  30,  1888.  Bv  J.  H.  Kidder. 
Washington  1889. 

Annual  Report  of  the  Secretary  of  war  for  the  year  1887.  Vol.  4,  P.  II. 
Washington  1887. 

Aonual  Report  of  Ihe  Chief  Signa I-Officer  to  the  Secretary  of  war  for  the 
year  1888.  Washington  1889. 

Inited  States  Coast  and  Geodetic  Survey.  Bulletin  No.  5—8.  8,  2<*-  ed.; 
9 — 13  (Washington  1889). 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey, 
showing  the  progress  of  the  work  during  the  fiscal  year  ending  with 
June  1887.  P.  1  (Text).  P.  II  (Sketches).  Washington  1889. 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey  (Department  of  the  Interior).  No.  4  0 
—47.  Washington  1887.  88. 

I.  S.  Geological  Survey.  Mineral  Resources  of  the  United  Stales.  Calendar 
year  1887.  Washington  1888. 


Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  cientifica  Argentina.  T.  26,  Entrega  1  —  6.  T.  27, 
Eatr.  1—6.  T.  28,  Entr.  1.  2.  Buenos  Aires  1888.  89. 
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Bolelin  de  la  Academia  nacional  de  ciencias  de  la  Repüblica  Argentina 
[Cördoba].  T.  XI,  Entrega  3.  Buenos  Aires  1888. 

Rcvista  do  Observalorio.  Publicacüo  mensal  do  Imp.  Observalorio  do  Rio 
de  Janeiro.  Anno  4  (1889),  No.  4 — 9.  Rio  de  Janeiro  1889. 

Verhandlungen  des  deutschen  wissenschaftlichen  Vereins  zu  Santiago. 
Bd.  2,  H.  1.  Santiago  1889. 


Asien. 

Notulen  van  de  algemoene  en  besluurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  26  (1888),  No.  I. 
4.  Deel  27  (1889),  No.  4.  Batavia  1888.  89. 

Algemeen  Reglement  en  Reglement  van  orde  vor  het  Bataviaasch  Genootschap 
van  kunsten  en  wetenschappen.  ^Batavia  1889. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenkunde ,  uitgeg.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  82, 
Afl.  5.  C.  Deel  33,  All.  1.  Batavia/s  Hage  1889. 

Nederlandsch-Indisch  Plakaatboek  1602 — 181  1,  door  J.  A.  van  der  Chijs. 
Deel  V.  1743 — 50.  Uitgeg.  door  het  Batav.  Genoolsch.  v.  kunsten  en 
wetenschappen.  Batavia/s  Hage  4  888. 

Dagh -Register,  gehouden  int  Casteel  Batavia  vant  passerende  daer  ter 
plaetse  als  over  geheel  Nederlandts-India  anno  4  659.  Uitgeg.  door 
het  Batav.  Genootsch.  van  kunsten  en  wetensch.,  met  medewerk- 
ing  van  de  Nederlandsch-Indische  Regeering  en  onder  toezicht  van 
J.  A.  van  der  Chijs.  Batavia,  's  Hage  4  889. 

Observations  made  at  the  Magnetical  and  Meleorological  Observatory  at  Ba- 
tavia. Publ.  by  order  of  the  Government  of  Netherlands  India.  Vol.  8 
18S3— 85).  40  (4887).  Batavia  1888. 

Regenwaarnemingen  in  Nederlandsch-lndie.  Jaarg.  9  (1887).  Batavia  1888. 

Natuurkundige  Tijdschrift  voor  Nederlandsch-lndie,  uitgeg.  d.  de  Kon. 
NatuurkundigeVereeniging  in  Nederlandsch-lndie^  Deel  48  (VIII.  Ser., 
D.  9).  Batavia  4  889. 

India  Museum  Notes,  issued  by  the  Trustees.  Vol.  4,  No.  4 .  Ca I  c ut  la  4  889. 

Cotes,  E.  C.  and  C.  Swinhoe,  A  Catalogue  of  the  Moths  of  India.  P.  IV— VII. 
Calculta  4888.  89. 

Theobald,  W.,  Index  of  the  genera  and  species  of  Mollusca  in  the  hand  list 
of  the  India  Museum.  P.  [,  II.  Calculta  4889. 

Wood-.\f(ison,J.,  Catalogue  of  the  Mantodea,  with  descriptions  of  new  genera 
and  species,  and  an  enumeration  of  the  speeimens  in  the  collection 
of  the  India  Museum.  No.  1.  Calculta  1889. 

Journal  of  the  China  Branch  of  the  R.  Asialic  Society.  N.  Ser.  Vol.  22 
(1887),  No.  6.  Vol.  23  (4888),  No.  1—3.  Shanghai  1888.  89. 

Imperial  University  of  Japan  (Teikoku  Daigaku).  The  Calcndar  for  the  vear 
1888  89.  Tokyo  1888. 

Journal  of  the  College  of  science,  Imperial  University,  Japan.  Vol.  2,  P. 
4.  5.  Vol.  3,  P.  1.  2.  Tokyo  1888.  89. 

Mittheilungen  aus  der  Medicinischen  Facullöt  der  Kais.  Japanischen  Uni- 
versität. Bd.  1,  No.  3.  Tokio  4  889. 
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Australien. 

Prt'ceedings  of  the  R.  Society  of  Victoria.  NewiSer.,  Vol.  1.  Melbourne 
1*89. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Victoria.  Vol.  1,  P.  1.  Melbourne  1 888. 

Journal  and  Procecdings  of  the  R.  Society  of  New  South  Wales.  Vol.  ii 
H888;,  P.  i.  Sydney  1889. 

New  South  Wales.  Australien  Museum.  Report  of  Trustees  for  the  vear 
1888  (Sydney  1889). 


2.  Einzelne  Schriften. 

Aptry,  P.,  Contribution  ä  letude  de  la  fifcvre  Dengue.  Constantinople  1889. 

Atböth,  Joh.  v.,  Bosnien  und  die  Herzegowina.  Wien  1888. 

CayUy,  Arth.,  The  coliecled  mathematical  papers.  Vol.  1.2.  Cambridge 
1889. 

Dickerson,  E.  S..  Joseph  Henry  and  the  magnetic  telegraph.  New  York  1885. 

Doedes,  J.  /..  Collectie  van  Rariora,  inzonderheid  Godsdienst  cn  Theologie. 
Utrecht  (1887). 

Ctmito ,  H.  B. ,  Uber  die  rothen  und  bunten  Mergel  der  oberen  Dyas  hei 
Manchester  (S.  A  ).  (Dresden  1889). 

Graf,  J.  H. ,  Der  Mathematiker  Joh.  Snm.  König  und  das  Princip  der  klein- 
sten Aktion.  Bern  1889. 

Ltncenberg,  Akustische  Untersuchungen  über  die  Nasenvokale  [S.  A.).  Ber- 
lin 1889. 

L'jomts,  Elias,  Contributions  to  meteorologv.  Chapter  III.  Revised  edition. 
New  Häven  1889. 

Prrttrh,  W.,  Verzeichnis  der  türkischen  Handschriften  der  Königl.  Biblio- 
thek zu  Berlin  (Die  Handschriften-Verzeichnisse  der  Königl.  Biblio- 
thek zu  Berlin,  Bd.  6).  Berlin  1889. 

Saint-Lager,  Le  proces  de  la  nomenclature  botanique  et  zoologique.  Paris 
1886. 

 Recherches  sur  les  anciens  Herbaria.  Paris  1886. 

Schmidt,  Karl,  Geschichte  der  Pädagogik.  4.  Aufl.  Bd.  I.  Geschichte  der 
Pädagogik  in  der  vorchristlichen  Zeit.  Von  E.  Hannak.  Göthen  1890 

$*hretber,  P.,  Neuerungen  und  Erfahrungen  an  Apparaten  zur  Prüfung  von 
Thermometern  und  Aneroidbammetern,  Windfahne  und  Windslarke- 
messer  u.s.w.  (S.  A.).  o.  0.  1889. 

Die  Theilnahme  Sachsens  an  den  meteorologischen  Forschungen 
(&  A  ).  {Dresden  1889). 

Über  das  Lamont'sche  Verfahren  zur  Ableitung  der  täglichen  Periode 
aus  stündlichen  Beobachtungen  (S.  A.).  o.  O.  (1889). 

—  Uber  einen  registrirenden  Regenmesser  (S.  A.).  o.  0.  1889. 

Amanten,  D.,  Sculptures  et  inscriptions  de  Palmyre  ä  la  Glyptotheque  dp 

Ny  Carlsberg.  Copenhague  1889. 
VogH,  J.t  Reformations- Festspiel.    Die  Einführung  der  Reformation  in 

Plauen  i/Vogtl.  Gotha  1888. 
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SITZUNG  VOM  7.  JANUAR  1889. 

Schenk.  Bemerkungen  über  einige  Pflanzenreste  aus  den  tri" 
asischen  und  liasischen  Bildungen  der  Umgebung  des  Comersees. 
Mit  einer  Tafel. 

Die  im  Folgenden  zu  besprechenden  Pflanzenreste ,  die  mir 
von  Herrn  Stoppam  zu  Mailand  zur  Untersuchung  anvertraut 
wurden,  stammen  von  verschiedenen  Fundorten  der  Umgebung 
des  Comersees  und  Bergamos,  zum  Theile  von  Fundorten 
an  welchen  schon  früher  Escher  von  der  Linth  Pflanzenreste 
sammelte,  deren  Besprechung  Heer  als  Anhang  zur  Abhand- 
lung Escherts  veröffentlichte.  Vergl.  Escher  von  der  Linth, 
geologische  Bemerkungen  über  das  nördliche  Vorarlberg  und 
einige  angrenzende  Gegenden.  Anhang.  —  Heer  ,  Beschrei- 
bung der  Pflanzenreste  in :  Neue  Denkschr.  der  allgem.  Schweiz. 
Gesellschaft  für  die  ges.  Naturwissensch.  Decas  II.  Bd.  III. 
Zürich,  1853  ,  an  welchem  Orte  diese  Reste  auf  Taf.  6 — 8  abge- 
bildet sind. 

Die  von  Heer  untersuchten  Pflanzenreste  würden  nach 
dessen  Bestimmungen  zum  Theile  dem  bunten  Sandsteine,  zum 
Theile  dem  Keuper  angehören.  Im  Ganzen  sind  von  Heer,  da 
&juiselites  columnaris  und  Calamites  arenaceus  als  Equisetum  are- 
naceum  vereinigt  werden  müssen,  dreizehn  Arten  unl erschieden, 
von  welchen  zwei,  Vollzia  heterophylla  und  Aethophyllum  specio- 
sum,  beide  von  Regoledo  ober  Varena  am  Comersee,  dem  bunten 
Sandsteine  angehören.  Von  der  ersteren  Art  lagen  Heer  (a.  a. 
0.  tab.  8.  fig.  I.  2  b,  der  obere  Theil  eines  bebliitterten  Zweiges 
mit  noch  nicht  ganz  entfalteter  Endknospe  und  zwei  unvoll- 
ständige Zapfenschuppen  vor,  von  letzterer  einzelne  schmale 
lineare  Blattfragmente,  ein  mit  ein  paar  Blättern  besetztes  Sten- 
gel/ragnient  und  ein  als  Fruchtähre  erklärter  Rest,  an  welchem 
ausser  einigen   Bracteen  ähnlichen,  appendiculären  Organen 
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nicbts  erkannt  werden  kann.  Die  beiden  Reste  mögen  richtig 
bestimmt  sein,  indess  ihre  Erhaltung  ist  nicht  von  der  Art,  dass 
die  Bestimmung  zweifellos  wäre.  Die  beiden  Schuppen  (a.  a- 
0.  tab.  8.  fig.  2  a)  dürften  allerdings,  nach  ihrer  verschmälerten 
Basis  zu  urtheilen,  Schuppen  einer  Voltzia  sein,  da  jedoch  der 
obere  Theil  fehlt,  neben  der  genannten  Art  aber  noch  andere  exi- 
stiren,  ferner  der  beblätterte  Zweig  durch  seine  kurzen  Blätter 
von  jener  der  V.  heterophylla  Brongniart's  abweicht,  welcher 
auch  in  der  von  Heer  citirten  Tafel  f>.  fig.  \.  Schimper's  schlan- 
kere Blätter  trägt,  so  bleibt  die  Bestimmung  unsicher.  Ob  die 
dichte  Anhäufung  von  appendiculären  Organen  an  der  Spitze 
des  abgebildeten  Exemplares  ein  junger  Zapfen  ist,  wie  Heer 
annimmt,  oder  eine  Blattknospe,  lässt  sich  nicht  sagen.  Heer 
bildet  allerdings  dreitheilige  Organe  ab,  allein  bei  der  dichten 
Lage  derselben  ist  eine  Täuschung  leicht  möglich.  Die  mit 
Aethophyllum  vereinigten  Stengel-  und  Blattfragmente  sehen 
allerdings  jenen  der  Pflanze  des  bunten  Sandsteines  sehr  ähn- 
lich und  liegt  kein  Grund  vor.  sie  von  ihnen  zu  trennen, 
ebensowenig  lässt  sich  aber  auch  behaupten,  dass  sie  unbedingt 
zu  ihr  gehören,  da  wir  z.  B.  bei  Schizoneura  Meriani  Schimper 
denselben  Blättern  begegnen,  die  Fruchtähre  aber  einen  Er- 
haltungszustand besitzt,  welcher  wohl,  wenn  die  übrigen  Theile 
besser  erhalten  wären ,  eine  Vermuthung  rechtfertigte,  so  aber 
gar  keinen  Aufschluss  giebt.  Was  können  wir  Uberhaupt  über 
den  Bau  der  Fruchtähre  von  Aethophyllum  sagen,  was  über  jene, 
welche  in  der  Lettenkohle  von  Würzburg  vorkommen  und  von 
mir  (Beitr.  zur  Flora  des  Keupers  und  Bonebed)  mit  Schizoneura 
Meriani  Schimper  vermuthungsweise  in  Verbindung  gebracht 
worden  sind?  Dass  die  als  Aethophyllum  bezeichneten  Reste  den 
Monocotylen  angehören,  dürfte  endlieh  auch  einmal  aufgegeben 
werden.  Ueber  den  von  Schimper  als  tige  de  Yuccites  bezeichne- 
ten Stamm  Vermuthungen  anzustellen,  halte  ich  für  zwecklos; 
sicher  ist  nur,  dass  er  zu  keiner  mit  Yucca  verwandten  Form  ge- 
hört. Die  Zweig-  und  Stammfragmente,  welche  Heer  im  Zu- 
sammenhange mit  Blättern  a.  a.  0.  tab.  8.  fig.  3.  mit  Astnarben 
(a.  a.O.  tab.  8.  fig.  4)  abbildet,  sind  nichts  weniger  als  beweisend, 
bei  der  ersteren  Figur  spricht  die  Zeichnung  eher  für  ein  da- 
neben liegendes  Blatt,  bei  der  letzteren  sind  die  angeblichen 
Astnarben  kaum  etwas  anderes  als  verletzte  Stellen,  und  wären 
sie  es  wirklich,  so  ist  ihr  Vorhandensein  noch  kein  Beweis  für 
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Aethophyllum,  sie  können  bei  einer  anderen  Pflanze  ebenso  vor- 
kommen, etwas  Chararakleristisches  haben  sie  nicht.  Die  von 
Heer  bestimmten  Reste  können  den  von  ihm  vermutheten  Pflan- 
zenresten angehören,  ihr  Erhaltungszusland  gestattet  aber  nicht, 
sich  über  sie  mit  Ausnahme  von  Voltzia  mit  Bestimmtheit  aus- 
zusprechen. Die  übrigen  von  Heir  bestimmten  Pflanzenreste  ge- 
hören, so  weit  sie  ein  Urtheil  gestatten,  dem  unteren  Keuper  an. 
Solche  sind  Equisetum  arenaceum  Bronn  mit  Culamites  arenaceus, 
das  von  Heer  abgebildete  Fragment  einer  Taeniopteris  genau  den 
Fiederspitzen  der  Danaeopsis  marantucea  Heer,  wie  sie  häufig  in 
dem  Lettenkohlensandstein  Frankens  vorkommen,  entsprechend, 
Pterophyllum  Jaegeri  Brongn.,  Pecopteris  Steinmülleri  Heer  und 
Bactryllien ,  ausserdem  die  Sporangienähre  und  ein  Stengel- 
fragment eines  Equisetum,  Equisetites  Trompianus  Heer,  erstere 
durch  die  länglich  ovale  Form  von  jener  des  E.  arenaceum  Bronn 
und  E.  Münster ianum  Schimp.  verschieden,  unzweifelhaft  einer 
anderen  Art  angehörig  aus  Val  Trompia.  Das  Stengelfragment  wird 
von  Heer  mit  Equisetites  llüftianus  Presl  aus  dem  Rhät  von  Bamberg 
(Höfen)  verglichen,  dieser  ist  jedoch  identisch  mit  E.  Münster i 
Schimp.,  wie  ich  dies  auf  Grund  der  Originale  Presl's  in  meiner 
Flora  der  Grenzschichten  Frankens  langst  nachgewiesen  habe. 
Meines  Erachtens  ist  es  nicht  möglich,  Equisetenfragmente  in 
diesem  Erhaltungszustande  sicher  zu  bestimmen,  richtig  ist  da- 
gegen, dass  das  Fragment  einem  Stengelknoten  angehört. 

Der  Erhaltungszustand  der  mir  vorliegenden  Exemplare 
ist  zum  bei  Weitem  grössten  Theile  ein  solcher,  dass  er  eine 
sichere  Bestimmung  nicht  zulässt.  Ein  grosser  Theil  der  Exem- 
plare besteht  aus  Stammstticken,  entweder  in  rissige  Kohle  um- 
gewandelt oder  den  Abdrücken  solcher,  deren  Oberfläche  keine 
für  irgend  eine  Pflanzenform  charakteristische  Merkmale  zeigt. 
Dass  sie  Stammgebilden  angehört  haben,  lässt  ihre  zuweilen 
nicht  unbedeutende  Breite  und  Länge  vermuthen,  dass  Coniferen 
dabei  in  Frage  kommen,  ist  wahrscheinlich  ,  es  ist  aber  aus  dem 
oben  erwähnten  Grunde  nicht  möglich,  ihren  Zusammenhang  mit 
anderen  Pflanzenresten  nachzuweisen.  Reste  dieser  Art  kommen 
bei  Garabuso  in  der  Nähe  von  Lecco  am  Coinersee,  am  Monte  Pora 
presso  il  Giogio  dt  Pressolano  vor  zum  Theile  in  Sandstein,  zum 
Theile  in  grauem  Schieferthon.  An  diese  Reste  reihen  sich  ver- 
einzelt vorkommende  Kriechspuren,  jene  Form,  welche  Heer  als 
eine  Algengattung.  Taenidium,  beschrieb,  wie  ja  dergleichen  Bil- 

t  • 


Digitized  by  Google 


4  Schenk,  Bemerkungen  über  einige  Pflanzenreste  als  den  trias- 

dungen  ungeachtet  der  Nachweise  Römers,  Nathorst's,  Zeiller's 
und  mir  noch  immer  als  Algen  functioniren.  Die  Sammlung  ent- 
halt solche  von  Perledo  in  durch  organische  Reste 'schwarz  ge- 
färbtem Schiefer  neben  wirklichen  Pflanzenresten.  An  diese  Beste 
schliessensich  an  kleine  unbestimmbare  Pflanzenfragmente  meist 
von  Costa  Uber  Lecco  am  Comersee,  dann  von  Garabuso  in  Sand- 
steinschiefer. Zuweilen  finden  sich  zwischen  ihnen  Fragmente 
eines  feinstreifigen  Calamiten  von  geringem  Durchmesser,  welche 
ohne  Zweifel  mit  besser  erhaltenen  Exemplaren  derselben  Lo- 
calitaten  identisch  sind,  ebenso  stengelähnliche  Fragmente,  Uber 
deren  Zusammenhang  sich  nichts  aussagen  lässt.  Unter  diesen 
letzteren  mögen  sich,  wie  unter  den  Blattfragmenten  auch  solche 
finden,  welche  von  Heer  mit  Aethophyllum  vereinigt  sind,  ich  bin 
jedoch  nicht  im  Stande,  an  ihnen  etwas  zu  finden,  was  für 
diese  Gattung  spräche.  Bekannt  ist,  dass  sehr  verschiedene 
Dinge  als  Aethophyllum  bezeichnet  worden  sind.  Diese  bis  jetzt 
sprochenen  Reste  bilden  den  grösseren  Theil  der  mir  vorliegen- 
den Sammlung  und  mögen  im  Anschlüsse  an  sie  die  besser 
erhaltenen  Reste  folgen. 

Bactryllinm  Heer. 

Diese  von  Heer  zuerst  in  der  oben  citirten  Abhandlung 
unterschiedenen  kleinen  stabförmigen,  an  beiden  Enden  abge- 
rundeten Körper  sind  hinsichtlich  ihrer  Stellung  keineswegs 
aufgeklärt  und  werden  sie  noch  heute,  wie  dies  Heer  zuerst  aus- 
sprach, für  Pflanzen,  den  Bacillariaceen  entsprechend  gehalten. 
Die  Körperchen  liegen  flach  auf  den  Schichtflächen,  dann  lässt 
sich  die  Structur  der  Ober-  und  Unterfläche  selbst  erkennen, 
oder  sie  sind  im  Abdrucke  erhalten,  in  welchem  Falle  das  Ab- 
drucksbild  der  Flächen  gesehen  wird  oder  sie  sind  quer  durch- 
brochen, man  erkennt  dann,  dass  sie  hohl,  die  Höhlung  mit  Ge- 
steinsmasse ausgefüllt  ist,  welche  sich  häufig  durch  die  hellere 
Färbung  von  der  dunklen  Aussenfläehe  der  Körperchen  abhebt, 
durch  welche  sie  auch  auf  den  helleren  Gesteinsflächen  sichtbar 
werden.  In  der  Regel  kommen  sie  sehr  zahlreich  und  nach 
allen  Richtungen  gelagert  vor,  man  erhält  daher  an  den  einzelnen 
Stücken  die  verschiedenen  Ansichten.  Eine  oder  zwei  Längs- 
furchen durchziehen  sie,  begrenzt  sind  diese  Furchen  von  einer 
Erhöhung,  bei  einigen  Arten  kommen  feine  Querstreifen  vor, 
welche  bei  anderen  fehlen.    Nach  Heers  Angabe  besteht  die 
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das  ausfüllende  Gestein  umschliessende  Hülle  aus  einer  in  Sal- 
petersäure unlöslichen  Verbindung,  von  welcher  er  glaubt,  dass 
sie  Kieselsaure  sei,  beim  Glühen  ändert  sich  die  dunkle  Färbung 
der  Objecte  nicht,  sie  rührt  also  nicht  von  Kohle  her.  Diese  An- 
gaben von  Heer  habe  ich  bei  den  mir  vorliegenden  Exemplaren, 
sowie  bei  Exemplaren  aus  Vorarlberg  und  von  Staudacb  in  den 
Nordalpen  Bayerns  bestätigt  gefunden.  In  meiner  Flora  der 
Grenzschichten  Frankens,  Wiesbaden,  Kreidel,  1866—1868, 
pag.  i  habe  ich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  es  Reste  ähn- 
lichen Aussehens  giebt,  welche,  anderen  Ursprungs,  durch  Sal- 
petersäure gelöst  werden.  Nach  dem  oben  erwähnten  Verhalten 
und  weil  die  Sculptur  der  Hülle  nur  den  Kieselmembranen  der 
Bacillariaceen  eigen  ist,  vermuthet  Heer  in  ihnen  Glieder  dieser 
Familie.  So  lange  uns  über  diese  Körperchen  keine  anderen  Auf- 
schlüsse als  die  erwähnten  vorliegen,  wird  man  Heers  An- 
sicht gelten  lassen,  zugleich  aber  auch  die  Frage  nach  ihrem  Zu- 
sammenhang mit  anderen  Organismen  als  nicht  gelöst  betrachten 
müssen.  Von  den  durch  Heer  a.  a.  0.  unterschiedenen  Arten 
liegen  mir  zwei  Arten  vor:  B.  canalicxtlatum  Heer  von  Val  Gorno 
in  grosser  Anzahl,  sodann  seltner  von  dem  nämlichen  Fundorte 
B.  Schmidii  Heer  (Taf.  I,  Fig.  \.  2.),  beide  ohne  Streifung,  crstere 
in  der  Mittellinie  mit  einer  Furche,  zu  deren  Seite  je  eine  Er- 
höhung, letztere  mit  einer  Furche  in  der  Mitte.  Die  erstere  auch 
von  Escher  von  der  Linth  in  Val  Gorno  gefunden,  beide  mit  den 
Darstellungen  Heer  s  a.  a.  O.  Taf.  6.  E.  F.  übereinstimmend. 

Equisetaceen. 

Fragmente  von  Steinkernen  eines  Equisetum,  welche  ich  von 
Calamites  arenuceus  nicht  trennen  kann,  liegen  mir  in  ziemlicher 
Anzahl  und  von  verschiedenem  Durchmesser,  dem  Stamme  und 
den  Aesten  angehörend ,  vor.  Die  Erhaltung  lässt  nicht  selten  zu 
wünschen  übrig.  Da  ausnahmslos  die  Calamitenzuslände  vor- 
liegen, berindete,  mit  den  gezähnten  Scheiden  versehene  Exem- 
plare fehlen,  so  ist  nicht  mit  unbedingter  Sicherheit  zu  sagen, 
ob  diese  Reste  wirklich  und  alle  zu  E.  urenaceum  oder  einer  an- 
deren Art  oder  einer  Gattung  mit  gleichen  Steinkernen  ange- 
hören, um  so  mehr,  als  andere  später  zu  erwähnende  Reste  auf 
das  Vorhandensein  einer  solchen  hinweisen,  überdies  Heer  aus 
dem  Val  Trompia  einen  Sporangienstand  und  ein  Zweigfrag- 
ment eines  Equisetum,  E.  Trompianum,  beschrieben  hat.  Da 
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diese  Steinkerne  die  Struetur  der  Innenröhre  ausdrücken,  so 
können  sie  nur  dann  etwas  Charakteristisches  zeigen,  wenn 
dies  durch  deren  Bau  bedingt  ist.  Dies  ist  bei  den  mit  Equi- 
setum  bezeichneten  Resten,  da  sie  nur  Abgüsse  sind,  nicht  der 
Fall,  die  unterscheidenden  Merkmale  finden  sich  an  jenen  Thei- 
len,  welche  bei  den  Steinkernen  nicht  erhallen  sind.  Sie  sind 
sümmllich  fein  und  dicht  gestreift,  die  Streifen  alternirend.  ent- 
weder Stücke  von  Internodien  oder  Internodien  mit  Knoten,  von 
3 — 16  Centim.  Länge  und  0,5 — 6,0  Centim.  Durchmesser,  bei- 
nahe stets  ohne  Aeste,  selten  mit  einem  Ansätze  eines  Astes, 
dieser  dann  mit  kegelförmiger  Basis  an  dem  Stamme  (Taf.  1, 
Fig.  5  ansitzend.  Einzelne  Exemplare  sind  stark  macerirt  und 
ragen  dann  aus  dem  weniger  macerirten  Theile  des  Stengels  die 
Fibrovasalbündel  isolirt  hervor.  Ein  leider  sehr  schlecht  er- 
haltenes Fragment  mit  zwei  oder  drei  etwas  besser  erhaltenen 
Sporoph\llen  liegt  mir  von  Garabuso  bei  Lecco  vor.  Die  meisten 
dieser  Reste  stammen  von  diesem  Fundorte ,  andere  von  Costa 
über  Lecco,  von  Dossena ,  Vallee  de  l'Aupa,  Thal  südlich  von 
Dordola,  am  Fusse  des  Gran  Colle  (Taf.  I.  Fig.  5,  6). 

Neben  diesen  Axenresten  grösseren  oder  kleineren  Durch- 
messers finden  sich  Fragmente  anderer,  welche  von  ihnen 
durch  stärkere  und  mehr  entfernt  stehende  Rippen  verschieden 
sind.  Jene  geringeren  Durchmesser  ähneln  den  von  Heer  a.  a.  O. 
auf  Tab.  8.  Fig.  2.  3  abgebildeten,  mit  Aethophyllum  speciosum 
Schimp.  vereinigten  Stengelfragmenten.  Im  Eingänge  habe  ich 
schon  erwähnt,  dass  der  Nachweis  des  Vorkommens  von  Aetho- 
phyllum  auf  ziemlich  schwachen  Füssen  steht,  hier  sei  weiter 
bemerkt,  dass  die  c\  lindrischon  oder  plattgedrückten  Axenreste 
von  */j  Centim.  bis  l'/j  Centim.  Durchmesser  den  Steinkernen 
der  Schizoneura  Meriuni  Heer  wie  sie  in  der  Lettenkohle  Fran- 
kens vorkommen,  sehr  ähnlich,  und  in  den  von  mir  herausge- 
gebenen Abbildungen  Schönlei.Vs  von  fossilen  Pflanzen  aus  dem 
KeuperFrankens (Wiesbaden, Kreidel,  1 865)  Taf.  2,  Fig.  2. 3.  Taf.  ö, 
Fig.  3.  Taf.  6,  Fig.  2.  Taf.  <2,  Fig.  2.  vorzüglich  abgebildet 
sind.  Astansätze  und  Blätter  im  Zusammenhanse  habe  ich  an 
den  Axentheilen  zweifellos  nicht  beobachtet,  wobl  aber  kommen 
mit  ihnen  Fragmente  schmaler  linearer  Blätter  (Taf.  I.  Fig.  7.  8. 10) 
mit  parallelen  Leitbündeln  vor,  welche  ich  nicht  von  jenen  der 
Schizoneura  Mcriani  Schimper  vergl.  Schönlein-Sciienk.  a.  a.  O. 
lab.  6.  fig.  2,  tab.  12.  fig.  I   unterscheiden  kann,  bei  einzelnen 
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Kxeniplaren  noch  mit  der  Axe  in  Verbindung  zu  stehen  scheinen. 
Die  Exemplare  stammen  von  Acquate,  Dossena,  Gorno,  Valleede 
l'Aupa.  Die  Bestimmung  dieser  Reste  wird  so  lange  zweifelhaft 
bleiben,  bis  besser  erhaltene  Exemplare  ihre  sichere  Bestimmung 
möglich  machen.  Eines  der  grössten  Stocke  von  Schizoneura 
iieriam  Schimp.  ist  durch  Druck  im  Querschnitt  elliptisch,  18  cm 
lang.  2,6  bis  2,8  cm  breit  mit  vier  schwach  gewölbten,  durch 
scharfe  Furchen  getrennten  Rippen  von  6 — 7  mm  Breite.  Auf  der- 
selben Platte  liegen  ober  dem  oberen  Ende  des  Stammstückes 
M*er  lineare  schmale  Blatter  von  10 — 14  Centim.  Länge,  welche 
den  Eindruck  machen,  als  seien  sie  Theile  eines  Blattwirteis.  Das 
Exemplar  stammt  von  Maggio  am  Comersee. 

Farne. 

Von  den  drei  verschiedenen  Farnen,  welche  alle  leider  nur 
in  einzelnen  kleinen  Fiederfragmenten  erhalten  sind ,  erwähne 
ich  zuerst  eines  kleinen  Fiederfragmentes,  bei  welchem  ich 
längere  Zeit  schwankte ,  ob  es  nicht  den  thierischen  Resten  und 
iwar  Schuppen  der  Placoiden  angehöre.   Aber  einmal  die  ge- 
ringe Dicke  der  einzelnen  Fiedern,  sodann  die  Gleichartigkeit 
der  Ober-  und  Unterseite  des  Restes,  sowie  ihr  aus  Kohle  be- 
stehender Belag  waren  der  Grund ,  weshalb  ich  mich  für  die 
Ansicht,  es  sei  ein  Pflanzenrest,  entscheiden  musste.  Ich  kenne 
ausser  Andriania  keinen  Farnen,  mit  welchem  sich  dieses  Frag- 
ment vergleichen  Hesse  und  auch  bei  dieser  würde  nur  der  ver- 
wandte Leitbtlndelverlauf  hervorzuheben  sein.  Wären  es  Schuppen 
oder  gehörten  sie  zum  Kauapparat  der  Fische,  so  würde  die  Ober- 
und  Unterseite,  welche  beide  an  dem  Fragmente  sichtbar  sind, 
rine  verschiedene  Sculptur  besitzen,  ferner  würde  der  ganze 
Rest  in  seinen  einzelnen  Theilen  dicker,  diese  aber  eine  rhombi- 
sche Form  haben.  Das  auch  im  Gegendruck  erhaltene  Fragment 
ist  eine  der  Länge  nach  gespaltene  Fieder ,  ohne  Zweifel  einer 
Fieder  höherer  Ordnung  angehörend,  etwas  über  der  Mitte  um- 
geschlagen, somit  der  eine  Theil  die  Oberseite,  der  andere  Theil 
die  Unterseite  zeigend.   Der  Kohlenbelag  ist  theilweise  abge- 
sprungen ,  in  diesem  Falle  auf  den  schwarzen  Platten  der  Ab- 
druck der  Ober-  oder  Unterseite  sichtbar.    Das  Gestein,  in 
welchem  der  Rest  liegt,  ist  tief  schwarz,  in  Platten  spaltend, 
«m  Aussehen  den  pflanzen  führenden  schwarzen  Schiefern  von 
Kaibl  ahnlich,  der  Fundort  Perledo  bei  Varenna. 
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Wie  bemerkt,  hat  der  Verlauf  der  Leitbündel  mit  jenen  von 
Andriania  Fr.  Braun  Aehnlichkeit.  Aus  der  Spindel  der  Fieder, 
von  welcher  ein  schmaler  Saum  erhalten  ist,  treten  horizontal 
verlaufende  Leitbündel  aus,  etwas  entfernter  stehend  im  unteren 
Theile  der  Fieder,  gegen  die  Spitze  genähert.  Dadurch  zerfällt 
die  5,3  Centimeter  lange  Fieder  in  eine  Anzahl  allmählich  an 
Grösse  abnehmender  quadratischer  und  länglich  quadratischer 
Abtheilungen,  in  welche  die  einfachen  oder  meist  gabeltheiligen 
Secundürleitbündel  eintreten ,  zu  welchen  dann  noch  solche  aus 
der  Spindel  entspringende  kommen.  (Taf.  I.  Fig.  4.)  Vergleicht 
man  damit  die  gleichen  Verhaltnisse,  wie  ich  sie  in  meiner  fos- 
silen Flora  der  Grenzschichten  Frankens  Taf.  21  und  Taf.  24, 
Fig.  1  von  Andriania  dargestellt  habe,  so  ergiebt  sich  zwischen 
dieser  und  dem  Famen  von  Perledo  nur  der  Unterschied,  dass 
bei  letzterem  die  Fieder  länger,  die  Leitbündel  zahlreicher  sind. 
Da  uns  die  Form  des  ganzen  Blattes  wie  die  FructiHcation  un- 
bekannt ist,  so  würde  die  Aufstellung  einer  neuen  Gattung  nicht 
gerechtfertigt  sein  ,  es  wird  am  geeignetsten  die  Verwendung 
des  Namens  Andriania  sein,  wobei  jedoch  hervorzuheben  ist, 
dass  weder  hinsichtlich  der  Gattung  noch  der  Art,  da  die  allein 
entscheidenden  Fructificationen  fehlen,  etwas  Sicheres  gesagt 
werden  und  diese  Bezeichnung  nur  eine  provisorische  sein 
kann.  Ich  schlage  für  diesen  Rest  die  Bezeichnung  Andriania 
Stoppanii  vor.  Diese  Reste  sind  von  Friederk:h  Braln  nach  Ex- 
emplaren von  der  Theta  als  eigene  Galtung  beschrieben  und 
später  allgemein  und  auch  von  mir  in  meiner  Flora  der  Grenz- 
schichten anerkannt  worden.   Ich  bin  aber  im  Laufe  der  Zeit 
zur  Ueberzeugung  gekommen ,  dass  es  sich  um  bereits  länger 
bekannte  Reste,  um  die  durch  Presl  beschriebene  Gutbiera  han- 
delt, welche  von  Bamberg  und  Veitlahm  in  Fragmenten  von 
schlechter  Erhaltung  bekannt  ist  und  verkannt  wurde.  Der 
von  Presl  gegebene  Name  wird  deshalb  an  die  Stelle  des  bisher 
üblichen  treten  müssen. 

Ein  zweiter  Farn  von  t'rio  am  Westufer  des  Comersees  ist 
nicht  weniger  unvollständig  erhalten.  Mehrere  Bruchstücke  von 
Fiedern  höherer,  wahrscheinlich  dritter  Ordnung  auf  einer  grau- 
schwarzen  Schieferthonplatte  verkohlt  erhalten,  die  meisten 
entweder  einzelne  Fiederabschnitte  oder  die  Hälfte  einer  Fieder, 
ein  einziges  Exemplar  Fragment  eines  fiedertheiligen  Blattes, 
einen  Centimeter  lang.  Nach  den  hinterlassenen  Abdrücken  und 
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der  Beschaffenheit  des  Blattes  selbst  ist  derselbe  ziemlich  derb 
gewesen,  bis  beinahe  zur  Mitte  eingeschnitten ,  die  Fieder- 
abschnitte alternirend,  an  der  Basis  herablaufend,  länglich,  ganz- 
randig,  an  der  Spitze  stumpf  abgerundet,  die  Tertiärleitbündel 
gefiedert ,  gabelnd,  den  Rand  des  Fiederabschnittes  nicht  errei- 
chend, der  Saum  glatt.  Ob  dieser  Saum  umgeschlagen,  war  nicht 
zu  ermitteln  (Taf.I.  Fig.  3).  Die  Fiederfragmente  sind  sämmtlich, 
wie  man  sich  an  den  Abdrücken  der  Unterseite  Uberzeugt,  steril. 
Ich  zweifle  nicht,  dass  die  Fragmente  zu  jenen  Farnblättern  ge- 
hören, welche  von  Scuisper  als  Lomatopteris  ,  von  Saporta  und 
Zigno  als  Cycadopteris  unterschieden  worden  sind.  Bei  der  Un- 
vollständigkeit  der  Exemplare  wäre  es  nicht  gerechtfertigt,  eine 
besondere  Art  zu  unterscheiden  oder  sie  mit  einer  der  bekannten 
Arten  zu  identificiren,  ich  muss  mich  begnügen  darauf  hinzu- 
weisen, dass  die  besprochenen  Farnreste  zu  den  liasisch-jurasi- 
schen  Formen  dieser  Gruppe  gehören. 

Die  Fragmente  eines  dritten  Farnen  kommen  bei  Dossena 
iTaf.  II.  Fig.  4  7}  in  einem  weichen,  feinkörnigen,  dem  Keuper- 
sandsteine  Württembergs  und  Frankens  ähnlichen  Sandstein  vor, 
welcher  auch  Equisetumreste  enthält.  Die  Erhaltung  dieses 
Farnen  ist  keine  gute.  In  Kohle  umgewandelt  ist  das  Kohlen- 
pulver verloren  gegangen  und  nur  der  durch  Eisen  gefärbte 
Abdruck  zurückgeblieben.  Die  Fragmente  besitzen  einen  ziem- 
lich dicken  Blattstiel  von  4  Millimeter  Dicke ,  an  ihm  sitzen  die 
nicht  gestielten,  linearen,  ohne  Zweifel  ziemlich  langen,  alter- 
nirenden.  stumpf  gekerbten,  horizontal  abstehenden,  sich  beinahe 
berührenden  Fiedern  an.  Auf  der  Unterfläche  sind  kleine  stumpf 
elliptische  Erhöhungen  sichtbar,  wie  ich  glaube,  die  sehr  schlecht 
erhaltenen  Sporenfruchthaufen,  im  Gegendrucke  allein  erhalten. 
Vom  Leitbündelverlauf  ist  nur  der  ziemlich  starke  Mittelleit- 
bündel erhalten.  Ich  halte  die  Fragmente  für  die  durch  Heer 
zuerst  in  der  Urwelt  der  Schweiz  beschriebene  Pecopteris  au- 
yusüt  von  der  neuen  Welt  und  von  Hemmikon  bei  Basel 
Hber,  fossile  Flora  der  Schweiz,  pag.  69.  87.  Tab.  24  und 
Tab.  37.  38).  Unter  den  an  dem  letzteren  Orte  abgebildeten 
Exemplaren  sind  solche,  welche  wie  Fig.  8— auf  Tab.  24  ge- 
kerbte Fiedern  besitzen  und  den  Fragmenten  von  Dossena,  so 
weit  dies  ihr  Erhaltungszustand  zu  sagen  erlaubt ,  ähnlich  sind. 
Fragmente  fructificirender  Blätter  werden  von  Heer  ziemlich  un- 
vollkommen abgebildet,  man  erkennt  nur  die  rundliche  Form 
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an  einzelnen  der  jüngeren  von  Saporta  abgebildeten  jüngeren 
Zweige  sichtbar,  dem  Alter  der  Zweige  entsprechend  weniger 
in  die  Breite  gezogen. 

Ausserdem  liegen  mir  noch  einige,  den  eben  besprochenen 
sehr  nahe  stehende  jüngere  Coniferenzweige  vor,  welche  von 
Gorno  stammen.  Sie  sind  in  dunkelgrauem  Schiefer  enthalten, 
ferner  ein  Exemplar  von  Carate  am  Comersee,  endlich  eines  von 
Toline  am  Lagod'Isco,  ebenfalls  jüngereZweige  (Taf.I  Fig.1 1  —  1 3  . 
Ich  bin  nicht  im  Stande  dieselben  durch  irgend  ein  Merkmal  von 
den  gleichen  Altersstufen  der  Exemplare  von  Perledo  zu  unter- 
scheiden. Wie  schon  bemerkt,  liesse  sich  bei  diesen  Zweigen  an 
Voltzia  und  zwar  an  die  kurzblättrigen  Formen,  welche  wir  von 
Raibl  kennen,  denken.  Es  scheint  mir  jedoch  dagegen  die  Form  des 
Blattes  zusprechen,  welche  bei  den  letzteren  schmäler  ist.  Die  Un- 
sicherheit, welche  allen  diesen  unter  sich  sehr  ähnlichen  Coniferen- 
resten  anhaftet,  welche,  wenn  sie  uns  bei  recenten  Formen  ohne 
Zapfen  vorlägen,  nicht  minder  gross  wäre,  erschwert  die  Be- 
stimmung der  einzelnen  Arten  ebenso  sehr,  als  die  Beantwortung 
der  Frage,  welcher  Gattung  und  Gruppe  sie  angehören  und  ihre 
Beziehung  zu  den  recenten  Formen  dieser  Familie.  Wenn  Sa- 
porta einzelne  Zapfen  mit  Zweigen  in  Verbindung  bringt ,  so  ist 
dies  eine  willkürliche  Annahme,  welche  durch  keine  Thatsache 
unterstützt  wird.  Ebenso  kann  man  diese  Zweige  nicht  bei  der 
zweifelhaften  Gattung  Widdringlonites  unterbringen,  dieser 
widerspricht  die  Art  der  Beblätterung,  welche  wenigan  Widdrmg- 
tnniu  erinnert.  Von  Moltrasio  am  Comersee  liegt  mir  ein  in  mu- 
schelig brechende  Pechkohle  umgewandeltes  stark  zusammen- 
gedrücktes Stammstück  von  24  cm  Länge,  10 — 11  cm  Breite 
vor,  dessen  Aussenlläche  nichts  zeigt,  was  auf  die  Abstammung 
schliessen  liesse.  Die  Kohle  erwies  sich  als  structurlos.  Da  der- 
selbe aus  dem  Lias  stammt,  so  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass 
er  zu  den  oben  besprochenen  Coniferen  in  Beziehung  steht. 

Cvcadeen. 

Unter  den  Besten  von  Urio  am  Comersee  findet  sich  ein 
Blattfragment  von  3,3  Centimeter  Länge,  2,2  Centimeter  Breite, 
dem  Gestein  als  zarte  Haut  von  Eisenoxyd  aufliegend,  aus  einem 
Blattstielfragment  mit  zwei  Fiedern  bestehend  (Taf.  I.  Fig.  9;. 
Dass  es  den  Cycadeen  angehört,  ist  kaum  zu  bezweifeln,  unent- 
schieden muss  jedoch  bleiben,  welcher  der  auf  Blätter  gegrün- 
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deten  Gattungen  es  anzureihen  ist ,  da  das  Fragment  zu  unvoll- 
ständig ist  und  auch  der  kaum  erkennhare  Leitbtindelverlauf 
keine  Aufschiasse  giebt.  Er  scheint  parallel  gewesen  zu  sein. 

Für  die  Entwicklung  einzelner  Pflanzen  formen  bieten  die 
untersuchten  Reste  keine  Anknüpfungspunkte,  denn  meist  alle 
PÜanzenreste  kennen  wir  von  anderen  Fundorten  besser  und 
vollständiger.  Hinsichtlich  der  geognostischen  Verhaltnisse  geben 
sie  insofern  einen  Aufschluss,  als  ein  Theil  derselben  der  Letten- 
kohle angehört,  wie  Bactryllium  Schmidii  Heer,  Equiselum  are- 
naceum  Bronn,  Schizoneura  Meriam Schimp.  und  Aslherol/iea  Meri- 
tmi  Stur.  Für  das  Vorhandensein  jüngerer  mesozoischer  Bildun- 
gen als  der  Trias  sprechen  die  allerdings  sehr  ungenügend  erhal- 
tenen Reste  von  Andriania  und  Cycadopleris, sodann  Pagiophyllum 
prregrinum  Heer.  Diese  Reste  lassen  auf  das  Vorhandensein  liasi- 
scher  Bildungen  schliessen,  und  zwar  Andriania  auf  (Infralias)  Rhät, 
ebenso  Cycadopleris,  Pagiophyllum  auf  den  unteren  Lias.  Wenn 
auch  Cycadopleris  noch  im  weissen  Jura  vorkommt,  so  fehlen  doch 
die  übrigen  dieser  Abtheilung  des  Jura  eigenthümlichen  Pflanzen- 
reste. Von  Interesse  ist  das  Vorkommen  von  Andriania,  welche 
bis  jetzt  nur  im  Hhät  (Infralias)  von  Bamberg,  Veitlahm  bei  Kulra- 
bach  und  an  der  Theta  bei  Bayreuth  gefunden  ist ,  an  den  übri- 
gen Fundorten  der  Pflanzenreste  dieser  Bildungen  bis  jetzt  noch 
nicht  beobachtet  wurde ,  wenn  sie  nicht  wie  bei  Bamberg  und 
Veitlahm  verkannt  ist.  Aus  dem  alpinen  Rhät  ist  sie  bis  jetzt 
so  wenig,  wie  viele  andere  Reste  dieser  Formation  bekannt 
gewesen  und  deshalb  der  Fund  dieses  Fragmentes  von  Interesse. 

Erklärung  der  Abbildungen. 
Fig.  I.  Bactryllium  Schmidii  Heer.  Gorno. 

Fig.  2.  Bactryllium  canaliculatum  Heer.  2.  a.  Querschnitt.  Gorno. 

Fig.  3.  Cycadopteris  sp.  Fiederchenfragment.  3.  a.  Etwas  vergrosserler  Ab- 
schnitt eines  Fiederchens.  Urio. 

Fig.  4.  Andriania  Stoppanii  Schenk.  4.  a.  Fragment  eines  Fiederchens,  et- 
was vergrössert.  Perledo. 

Fig.  5.  Equiselum  arenaceumSchimp.  a.  Fragment  eines  Seitenastes.  Garabuso. 

Fig.  6.  Equiselum  arenaceum  Schimp.  Aupathal. 

Fig.  7.  Schisoneura  Meriani  Heer.  Stammfragment.  Fig.  8.  Blätter.  Dossena. 
Fig.  9.  Blattfragment  eines  Pterophyllum.  Urio. 
Fia  4  0.  Schisoneura  Meriani  Schimp.  Acquate. 

Fig.  11 — 13.  Pagiophyllum  per egrinum  Heer.  M.  12.  Gorno.  13.  Acquate. 
Fi*.  <4— <6.  Pagiophyllum  peregrinum  Heer.  Perledo. 
Fig.  17.  Asterotheca  Meriani  Stur.  Dossena. 

Die  untersuchten  Exemplare  befinden  in  den  Sammlungen  des  Museo 
rfgtOria  naturale  zu  Mailand  und  des  Polytechnikums  zu  Bergamo.] 
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Die  mathematisch-physische  Classe  der  K.  Sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  hatte  beschlossen,  im  Zusammen- 
hange mit  der  von  ihr  veranstalteten  Gesammtausgabe  der  Werk«« 
von  Möbii  s  das  gesammte  hierzu  ihr  zur  Verfügung  gestellte  hand- 
schriftliche Material,  über  dessen  Umfang  und  Zusammensetzung 
Herr  Dr.  C.  Reinhardt  in  Band  IV  Seite  699  ff.  der  Möbii  s'schen 
Werke  Näheres  mitgetheilt  hat,  zu  einem  selbstständigen  Möbius- 
Archiv  vereinigt,  in  einem  besonderen  und  künstlerisch  ausge- 
statteten Schranke  der  Universitäts- Sternwarte  zu  Leipzig  zur 
Aufbewahrung  zu  Ubergeben.  Dieser  Beschluss  ist  jetzt  in  allen 
Theilen  zur  Ausführung  gelangt,  nachdem  Herr  Dr.  C.  Reinhardt 
mit  dankenswerther  Bereitwilligkeit  sich  noch  der  keineswegs 
unbedeutenden  Mühe  unterzogen  hatte,  die  den  einzelnen  zur 
Aufbewahrung  dienenden  Küsten  und  Mappen  beigefügten  Spe- 
cialverzeichnisse, sowie  einen  Uebersichts-Catalog  anzufertigen. 
Der  letztere  ist  nachstehend  zum  Abdruck  gebracht ;  die  Ver- 
öffentlichung bedarf  wohl  kaum  einer  Rechtfertigung,  da  es  sich 
um  ein  höchst  werth volles  Material  zur  Geschichte  einer  wich- 
tigen Epoche  der  Mathematik  handelt. 

Die  jedem  Titel  vorgedruekten  Marken  (Buchstabe  und 
Nummer  bezeichnen  die  Mappe,  die  in  Klammern  angehängte 
römische  Zahl  den  Carton. 

A. 

Möbius'  wissenschaftliche  Tagebücher. 

A.  1.  Diarium  Dt,  begonnen  im  Herbst  1818.  Vorarbeiten  zum 
barycentrischen  Calcul.  Inhaltsverzeichniss  von  Möbius 
auf'Seite  23  J.  [I]. 

A.  2.  Diarium  Dj,  aus  den  Jahren  1822 — 1824.  Der  barycen- 
trische  Calcul.  [I]. 
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A.  «3.  Diarium  D3,  begonnen  November  1827,  geschlossen  den 
30.  August  1828.  Vorarbeiten  zum  Lehrbuch  der  Statik. 
Inhaltsverzeichniss  von  Möbius  auf  Seile  169.  [I]. 

A.  4.  Diarium  D( ,  begonnenam  1 5.  September  1 828, geschlossen 
im  Frühjahr  1 830.  Arbeiten  zum  Lehrbuch  der  Statik.  In- 
haltsverzeichniss von  Möbius  auf  eingelegten  Blattern.  [II. 

A.  5.  Diarium  D5 ,  begonnen  im  Januar  1 838,  beendigt  im  Som- 
mer 1813.  Vorarbeiten  zur  Mechanik  des  Himmels.  Stö- 
rungstheorie.' [I]. 

A.  6*.  Diarium  Dfi,  aus  den  Jahren  1 844, 1 845, 1 846.  Sphärische 
Curven  dritter  Ordnung.  [I], 

A.  7.  Diarium  D. ,  begonnen  den  22.  Marz  1847,  beendet  wahr- 
scheinlich Anfans  des  Jahres  1851.  Curven  dritter  Ord- 
nung.  Studien  zu  Miller  s  Crystallographie.  Theorie  der 
symmetrischen  Figuren.  [I]. 

A.  8.  Diarium  J)„.  begonnen  den  12.  Mai  185!,  geschlossen 
wahrscheinlich  im  Jahre  1855.  Theorie  der  symmetrischen 
Figuren.  Uebertragungsprincip.  Kreisverwandtschaft.  In- 
volution von  Punkten  in  der  Ebene  und  im  Räume.  [1. 

A.  9,  Diarium  Da,  begonnen  den  19.  September  1855,  ge- 
schlossen im  Sommer  1 859.  Studien  zu  Chasles'  Geometrie 
superieure.  Ueber  imaginüre  und  conjugirte  Kreise.  Theorie 
der  Polyeder.  Studien  zu  Hamilton's  Quaternionen.  [Ij. 

A.  10.  Diarium  D,0.  begonnen  1.  October  1859,  beendet  wahr- 
scheinlich im  Jahre  1865.  Grundformeln  der  Trigono- 
metrie.  Theorie  der  Polyeder.  Eleraentarverwandtschaft. 
Ueber  unendlich  dünne  Strahlenbündel.  Geometrische 
Addition  und  Multiplikation.  Ueber  Polyeder.  [I]. 

A.  //.  Diarium  DH,  begonnen  den  1.  Januar  1860,  nicht  aus- 

geschrieben, die  letzten  Bliitter  wohl  aus  den  letzten 
Lebenstagen  von  Möbius.  Pariser  Preisarbeit  (deutsch 
geschrieben  .  Studien  zu  H  esse's  analytischer  Geometrie, 
Delaunay's  Mecanique  rationelle,  Hamilton's  Quater- 
nionen. PQ. 

B. 

Mann*cripte  zn  Band  I— IV  von  Möbins'  gesammelten  Werken. 

(Bezüglich  der  Manuseripte  zu  den  hier  nicht  aufgeführlen  Abhandlungen 

vergleiche  man  die  Diarien  D, — D,,.) 

B.  /.  Die  noch  erhaltenen  Manuscripte  zum  barycentrischen 

Calcul.  [II]. 
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B.  2.    Zwei  geometrische  Aufgaben.  [III. 
B.  5.    Brief  an  Schumacher.  [II]. 

B.  4.  lieber  die  Gleichungen,  mittelst  welcher  aus  den  Seiten 
eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  der 
Halbmesser  des  Kreises  und  der  Flacheninhalt  des  Viel- 
ecks gefunden  werden  kann.  [III. 

B.  .5.    Barycentrische  Lösung  der  Aufgabe  des  Hrn.  Clausen.  II]. 

/?,  6.  Ueber  eine  allgemeine  Art  der  Aflinit.it  geometrischer 
Figuren.  [II]. 

B.  7.  Verallgemeinerung  des  Pascal'schen  Theorems,  das  in 
einen  Kegelschnitt  beschriebene  Sechseck  betreffend.  [II]. 

B.  S.  Die  Grassmann'sche  Lehre  von  Punktgrössen  und  den  da- 
von abhangigen  Grössenformen.  [II]. 

B.  9.  Ueber  eine  neue  Behandlungsweise  der  analytischen 
Sphärik.  III]. 

B.  10.  Entwicklung  der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie in  größtmöglicher  Allgemeinheit.  [III]. 

B.  II.  Ueber  die  Grundformen  der  Curven  dritter  Ordnung.  [III]. 

B.  12.  Ueber  eine  neue  Methode,  um  von  Relationen,  welche 
der  Longimetrie  angehören,  zu  entsprechenden  Sätzen 
der  Planimetrie  zu  gelangen.  [III]. 

B.  15.  Ueber  die  Involution  von  Punkten  in  einer  Ebene.  [III]. 

B.  14.  Die  Theorie  der  Kreisverwandtschaft  in  rein  geometri- 
scher Darstellung.  [III]. 

B.  15.  Ueber  imaginäre  Kreise.  [III]. 

B.  16.  Ueber  conjugirte  Kreise.  [III], 

B.  17.  Ueber  das  Gesetz  der  Symmetrie  der  Krystalle  und  die 
Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  die  Eintheilung  der 
Krystalle  in  Systeme.  [III], 

B.  18.  Ueber  symmetrische  Figuren.  [III]. 

B.  19.  Ueber  Involutionen  höherer  Ordnung.  Theorie  der  colli- 
nearen  Involution  von  Punktepaaren.  [HL. 

B.  20.  a]  Theorie  der  elementaren  Verwandtschaft,  b)  Ueber 
die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders,  c  Naeh- 
lass:  Zur  Theorie  des  Polyeders  und  der  Elementarver- 
wandtschaft (deutsches  Original  der  Preisschrift).  [III], 
d)  Abschrift  der  Pariser  Preisarbeit,  [XIII1. 

B.  21.  Nachlass:  Zur  Theorie  der  symmetrischen  Figuren.  .III  . 

B.  22.  Manuscripte  zum  Lehrbuch  der  Statik.    II  . 
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B.  25.  Einfacher  Beweis  des  von  Herrn  Geh.  Hofrath  Schweins 
mitgetheilten  statischen  Satzes.  Beweis  eines  neuen 
von  Herrn  Chasles  in  der  Statik  entdeckten  Satzes.  [II]. 

B.  24.  Heber  einen  Beweis  des  SaUes  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte.  [IL. 

B.  25.  Manuscripte  zur  Mechanik  des  Himmels.  [IV]. 

B.  26.  De  computandis  occultationibus  fixarum  per  planelas.  [IV]. 

B.  27.  De  peculiaribus  quibusdam  aequationum  trigonometri- 

carum  affectionibus  disquisitio  analytica.  [IV] . 
B.  2H.  Beobachtungen  auf  der  Königlichen  Universitäts-Stern- 

warte.  [IV]. 

B.  29.  Kurze  Darstellung  der  Haupteigenschaften  eines  Systems 

von  Linsengläsern.  [IV]. 
B.  50.  Beiträge  zu  der  Lehre  von  den  Kettenbrtichen  nebst 

einem  Anhange  dioptrischen  Inhalts.  [IV]. 
B.  51.  Entwicklung  der  Lehre  von  den  dioptrischen  Bildern 

mit  Hülfe  der  Collineationsverwandtschaft.  [IV I. 
B.  32.  Uebereine  besondere  Art  der  Umkehrung  der  Reihen. [IV|. 
B.  55.  Geometrische  Eigenschaften  einer  Factorentafel.  |IV]. 
B.  54.  Ueber  die  phoronomische  Deutung  des  Taylorschen 

Theorems.  [IV].. 
B.  55.  Ueber  eine  akustische  Aufgabe.  [IV]. 
B.  5ti.  Die  wahre  und  die  scheinbare  Bahn  des  Hallev'schen 

■ 

Kometen.  [XIII]. 
B.  57.  Nachlass:  Ueber  die  Berechnung  des  Reservefonds  einer 
Lebensversicherungs- Gesellschaft.  [XIII]. 

B.  5S.  Ueber  geometrische  Addition  und  Multiplication.  IV]. 

C. 

Hefte  zu  den  Vorlesungen  über  Mathematik,  Mechanik  nnd 

Astronomie. 

C.  0.  Verzeichniss  der  Vorlesungen,  die  Möbius  von  1816 — 1868 

an  der  Universität  Leipzig  gehalten  bat.   (Aufgestellt  von 

C.  Reinhardt.)  [V  . 
C  /.  Theorie  der  Gleichungen.  V|. 
C.  2.  Zahlentheorie.  LV\ 
C.5.  Differentialrechnung.  [V]. 
('.  4.  Integralrechnung.  [V]. 

C  5a  und  5b.    Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes.  [V]. 
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C.  6.    Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  [VJ. 

C.7.    Analytische  Geometrie  der  Flachen  zweiter  Ordnung.  [V\ 

C.  S.    Analytische  Sphärik.  [V|, 

C.  .9.    Barycentrischer  Calcul.  [V]. 

<\  10.  Perspective.  [V]. 

T.  //.  Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  [V]. 

C.  12.  Geometrische  Uehungen;  ausgewählte  Capitel  ;ms  clor 

Geometrie.  [V]. 
f.  /.).  Theorie  der  Netze;  Krvslallonomie.  [Vi. 
C.  14.  Statik.  [V]. 
C.  I>.  Hydrostatik.  [V]. 
C.  Iii.  Phoronomie.  [V]. 

f.  17.  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  [VI]. 
('.  IS.  Mathematische  Geographie.  [VI]. 
T.  Ii).  Sphärische  Astronomie.  [VI]. 

f.  20.  Berechnung  der  Finsternisse  und  Bedeckungen.  [VII 

C.  21.  Chronologie.  [Vlj. 

T.  22.  Praktische  Astronomie.  VI]. 

C.  23.  Dioptrik  und  Katoptrik;  Theorie  der  Fernröhre.  [VI]. 
C.  24.  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  [VI]. 
('.  2").  Phjsische  Astronomie.  [VI  . 
C.  26.  Theorische  Astronomie.  [VI]. 
C.  27.  Stürungstheorie.  [VI]. 

('.  i.V.  Populäre  Vorlesungen  Uber  Astronomie.  [VI].' 

• 

D. 

Aufzeichnungen  Uber  astronomische  Beobachtungen. 
Kalendermnnnscripte. 

I).  /.  Ein  Convolut  von  Blattern  mit  Notizen  Ober  astronomische 
Beobachtungen,  Hechnungen  und  Tabellen.  Vergleiche 
auch  F.  i.)  [VII  i. 

I).  2.  Kalendermanuscripte  erstes  Convolut).  [VII]. 

/>.  .1.  Kalendermanuscripte  (zweites  Convolut1.  |  XIII]. 

E. 

Colleetaneen  and  Cominentare  zu  «»thematischen  Werken. 

E,  I .  Erläuterungen  zu  Euler"s  Analysis  inlinilorum,  zur  eombi- 

nntorischen  Analysis,  Dioptrik  etc.  [VUI|. 
E.  2.  Quodlibet  mathematicum.  Gottingae  1813.  !  VIII]. 
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£  5.  Heft  zu  Gauss'  Vorlesung  über  praktische  Astronomie  im 
Winterhalbjahre  4813—14.  [VIII]. 

E.  4.    Bemerkungen  zu  Gauss'  Disquisitiones  arithmeticae.  [VIII  . 

E.  J.  Mathematische  Manuscripte  aus  der  Zeit  von  Möbius'  Auf- 
enthalt in  Halle.  [VIII]. 

E.  6.    Mathematisches  CoIIectaneum  a.  d.  Jahren  vor  1 81 8.  VIII j. 

E.  7.  Erläuterungen  und  Zusätze  zum  Appendice  au  traite  ele- 
mentaire  du  calcul  differentiel  et  integral  par  Lacroix.  [  VIII]. 

E.  8.    Bemerkungen  zur  Geschichte  der  Mathematik.  [VIII]. 

E.  .9.    Bemerkungen  zu  Santini's  Astronomie.  [VIII] . 

/:'.  10.  Bemerkungen  zu  Littrow's  populärer  Astronomie.  [VIII]. 

E.  11.  Bemerkungen  zu  Littrow  s  praktischer  Astronomie.  [VIIIJ. 

E.  12.  Bemerkungen  zu  Delambres  Abrege  d  astronomie.  [VIII]. 

El  15.  Commentar  zu  Lagrange's  Mecanique  analytique.  [VHIj. 

E.  14.  Commentare  zu  Pontecoulants  Theorie  analytique  du 
Systeme  du  monde.  [IX]. 

E.  13.  Theorie  der  Wärme  nach  Fourier.  [IX]. 

E.  Iß.  Ueber  Priicession  und  Nutation  nach  Laplace  und  Littrow. 
[IX]. 

E.  17.  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nach  Poisson.  [IX]. 

E.  18.  Ueber  confocale  Ellipsen  und  Ellipsoide;  über  Anziehung 

der  Ellipsoide  nach  Legendre's  Traite  des  fonctions  ellip- 

tiques).  [IX]. 

E.  19.  Erläuterungen  zu  einem  französischen  Werke  über  Dy- 
namik. [IXV 

E.  20.  Auszüge  aus  Bravais'  Abhandlungen  über  symmetrische 

Polyeder  und  Aehnliches.  [IX]. 
E.  21.  Kürzere  Auszüge  und  Erläuterungen  zu  Abhandlungen 

verschiedener  Autoren.  [IX]. 

E.  22.  Entwürfe  zur  Lösung  mathematischer  Aufgaben  und 

Aehnliches.  [IX]. 

F. 

Amtliches  und  Biographisches. 

F.  1.  Circulare  und  Briefe  von  Sternwarten  und  optischen  In- 

stituten an  die  Direction  der  Sternwarte  Leipzig.  [X]. 
F.  2.  Themata  für  die  schriftlichen  und  mündlichen  Candidaten- 
prüfungen.  [X]. 

F.  .>.  Amtliche  Gutachten   über  Preisarbeiten ,  Habilitations- 
schriften etc.  [X]. 
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F.  4.  Entwürfe  für  die  Mittheilungen  über  astronomische  Be- 
obachtungen auf  der  Sternwarte  (veröffentlicht  in  der  Leip- 
ziger Zeitung ).  [XI 

F.  S.  Biographisches.  [\\ 

<*• 

Briefe  an  nnd  von  Möbius. 

G.  1a.  39  Briefe  an  Apelt.  [XI]. 
G.  Ib.  42  Briefe  an  Apelt.  [Xl], 
G.  2.  7  Briefe  von  d'Arrest.  [XI], 
G.  .><?.  16  Briefe  von  Baltzer.  [XI], 

G.  5  b.  14  Briefe  an  Baltzer  (Abschriften).  [XI]. 

G.4.  31  Briefe  von  Bellavitis,  Boguslawski,  Brandes,  Bruhns, 
Flourens,  Gilliss,  Hankel,  Hansen,  Heis,  Hesse,  Hessel, 
Hoppe,  Janj,  Listing,  Littrow,  Lohrmann,  Loyd  and 
Sabine,  Manners.  Mollweidc,  Naumann,  Poggendorff, 
Rosenberger,  Schweigger,  Soldner,  Stilhelin,  Struve, 
Weisbach,  Zech.  [XI]. 

G.  5.    48  Briefe  von  Creile.  [XI]. 

G.  (i.    9  Briefe  von  Drobisch.  [XI]. 

G.  7.    9  Briefe  von  Encke.  XI]. 

G.  8.    7  Briefe  von  Engelhardt.  [XI]. 

G.  9.    1  1  Briefe  an  Gauss  (Abschriften).  Xll 

G.  10a.  12  Briefe  von  Gerling.  [XI]. 

G.  10b.  II  Briefe  an  Gerling  Abschriften).  [XI]. 

G.  IIa.  7  Briefe  von  Grassmann.  [Xll 

G.  IIb.  6  Briefe  an  Grassmann  Abschriften).  [XI]. 

G.  12.  3  Briefe  von  Grunert.  [XI]. 

G.  15.  1 0  Briefe  von  Jahn.  [XI]. 

G.  14.  4  Briefe  von  Joachimslhal.  [XL. 

G.  15.  4  Briefe  von  Lamont.  [XI  . 

G.  16.  22  Briefe  von  Freiherrn  von  Lindenau.  [XI  . 

G.  17.  3  Briefe  von  Magnus.  [Xll. 

G.  IS.  9  Briefe  von  Nürnberger.'  [XI  . 

G.  19.  12  Briefe  von  Professor  .1.  G  PfalT,  Caroline  Pfafl*  und 

C.  .1.  Pfaff.  [XI]. 
G.  20.  4  Briefe  von  Reich.  [XI]. 
G.  21.  3  Briefe  von  Scheibner.  [XI]. 
G.  22.  26  Briefe  von  Schlömilch.  [XL. 
G.  W.  10  Briefe  von  C.  F.  von  Schönbera.  XHI1. 
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G.  *4.  5  Briefe  von  Schumacher.  [XI]. 

G.  *3.  10  Briefe  von  Seeber.  XI]. 

(/.  itia.  20  Briefe  von  W.  Weber.  [XI]. 

G.  Mb.  6  Briefe  an  W.  Weber.  [Xlj. 

G.  i7.  24  Briefe  an  Möbius  von  seinen  Schülern.  XI]. 

G.  2S.  Briefe  an  Möbius  von  Verschiedenen  (ohne  wissenschaft- 
liches Interesse  .  [XI]. 

(..29.  Concepte  zu  9  Briefen  von  Möbius  an  X.,  Siebeck  (2), 
Baltzer,  Wunder,  Weiske,  A.  von  Humboldt,  W.  Weber, 
Witzschel  (?).  [XI  . 

Anm.  Genauere  Verzeichnisse  der  Briefe  sind  den  ein- 
zelnen Mappen  beigelegt. 

H. 

« 

»rachiedenes. 

//.  /.  Hefte  aus  Möbius'  Schulzeit  in  Pforta.  [XII1. 
//.  2.  Hechmingen  über  die  Pallas  und  Juno.  Göltingen  1813. 
[XIII]. 

//.  .>.  Anzeigen  und  Recensionen.  [XI1IJ. 

//.  4.  Lose  Blütler  mit  mathematischen  Notizen.  [XU]. 

//.  -V.  Lose  Blatt  er  nichlmalhcmatischen  Inhalts.    Xlll  . 

//.  6*.  Handschriftliche  Bemerkungen  des  Professor  Weiske  über 

seine  mathemalischen  Unterhaltungen  mit  Möbius.  [Xlll  . 
//.  7.  Schriftstücke  von  d'Arrest,  Drobisch,  Jacobi,  Scheibner 

u.  A.  [XIII1. 

//.  U.  Reste  der  Manuscripte  zu  dem  Buch  über  Job.  Fr.  Pfaft's 
Briefwechsel,  herausgegeben  von  seinem  Sohne  Dr.  C.  Pfaff. 
(Möbius  hatte  die  Publication  des  Briefwechsels  in  Leipzig 
besorgt).  [XIII]. 

//.  9.  Figuren  zur  Demonstration  bei  astronomischen  und  mathe- 
matischen Vorlesungen.  [XIII]. 
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C.  Neumann,  lieber  das  Mulfatti'sche  ftublem. 

Ist  irgend  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  er,  /J,  y  gegeben,  so 
kann  man  zunüchst  dieses  Dreieck  durch  die  Halbirungslinien 
cen  (i{ ,  yK  seiner  Innenwinkel  in  drei  kleinere  Dreiecke  zer- 
legen, und  sodann  für  jedes  dieser  drei  kleineren  Dreiecke  den 
«•inbeschriebenen  Kreis  construiren.  Bezeichnet  man  diese  Kreise 
mit  IC,  53,  (S,  so  werden  die  beiden  Kreise  und  (5,  ausser  er,, 
noch  eine  zweite  gemeinschaftliche  innere  Tangente  besitzen, 
welche  «s  heissen  mag.  In  analoger  Weise  mögen  ftt  und  yi 
dcfinirl  sein.  Ist  also  das  ursprüngliche  Dreieck  ctßy  gegeben, 
so  werden  die  Linien  und  Kreise  at ,  (it ,  y{ ,  %,  33,  C,  «4 ,  ßt ,  yt 
ebenfalls  als  gegeben  zu  betrachten  sein. 

Das  Mulfattrsche  holdem  besteht  nun  darin,  in  das  gege- 
bene Dreieck  u[iy  drei  Kreise  i;,  /; ,  l  hineinzulegen,  der  Art, 
dass  £  die  beiden  Kreise  ir  £  und  zugleich  auch  die  beiden 
Dreiecksseiten  ti,  y  berührt,  und  dass  ferner  t;  und  '£  den  analogen 
Anforderungen  entsprechen.  Bezeichnet  man  die  gegenseitigen 
Berührungspunkte  dieser  noch  unbekannten  Kreise  £,  rj,  £  mit 
.r,  y,  z,  ferner  die  Tangenten  der  Kreise  £,  17,  f  in  den  Punkten 
x,  yy  z  mit  a,,  ß$i  ys,  so  wird  man  offenbar  die  Kreise  |,  rp  K 
ohne  Weiteres  construiren  können,  falls  man  nur  die  Linien 
«3 ,  ß3 ,  y3  zu  construiren  im  Stande  ist. 

Eine  Construction  der  Linien  «3,  fii}  y3  und  zwar  eine  Con- 
struetion  von  überraschender  Einfachheit  ist  aber  bekanntlich 
von  Steiner  gegeben  worden  im  Jahre  1826.  Steiner  gelangte 
nämlich  in  dieser  Beziehung  zu  dem  höchst  merkwürdigen  Satz, 
dass  «j,  /?3,  y3  identisch  sind  mit  (Jt1  yv  Um  diesen 
Stein Eit'schen  Satz  zu  beweisen,  wird  darzuthun  sein,  dass  z.  B. 
er,  die  beiden  Kreise  53  und  (5  berührt.  Kurz  es  wird  darzuthun 
sein,  dass  die  Linien  «, ,  ß9 ,  ys  folgende  Eigenschaften  besitzen : 
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fcr3  tangential  zu  Sö,  (S, 
£  Jft  tangential  zu  (5,  2t, 

\y9  tangential  zu  3t,  iÖ. 

Stkinkr  luit  bekanntlich  im  Jahre  1856  den  in  Rede  stellen- 
den Salz  d.  i.  die  Eigenschaften  {!:.)  ohne  Beweis  publicirt. 
Unter  den  seit  jener  Zeit  gefundenen  Beweisen  sind  mir  genauer 
bekannt  die  von  Schröter1),  Bischof?1)  und  Pktkrskn3).  Und 
unter  diesen  drei  Beweisen  ist  nach  meinem  Dafürhalten  der 
ScimoTKR'sche  als  der  einfachste  zu  bezeichnen.  Doch  dürfte 
derselbe  wohl  einer  noch  weiteren  Vereinfachung  fähig  sein. 

Die  Betrachtungen  nitmlich,  deren  Sciirötkr  bei  Führung 
seines  Beweises  sich  bedient,  entspringen  aus  zwei  verschie- 
denen Quellen,  einerseits  aus  der  Theorie  der  reeiproken  Radien, 
und  andererseits  aus  der  Theorie  der  Aehnlichkeilspunkte.  Von 
diesen  beiden  Quellen  aber  kann  die  letztere  \  oll  kommen  aus- 
geschaltet werden.  Und  hierdurch  erlangt  alsdann,  wie  ich  im 
gegenwärtigen  Aufsatz  zu  zeigen  beabsichtige,  der  Sc.HRÖTKR'sche 
Beweis  nicht  allein  eine  sehr  bedeutende  Abkürzung,  sondern 
vor  allen  Dingen  auch  eine  viel  grössere  Einfachheil  und  Ueber- 
sichtlichkeit,  indem  derselbe  alsdann  nur  noch  auf  der  Theorie 
der  reeiproken  Madien  beruht.  Um  näher  hierauf  einzugehen, 
mag  es  mir  zuvörderst  gestattet  sein,  zwei  ganz  elementare 
Hülfssätzo  voranzuschicken. 

Erster  Hülfssatz.  —  Es  seien  P,  Q,  a ,  t  vier  Kreise.  Der 
Kreis  ö  mag  die  beiden  Kreise  P,  Q  gleichartig  berühren.  Und 
ebenso  mag  auch  t  jene  beiden  Kreise  V,  Q  gleichartig  berühren. 
Alsdann  bilden  die.  vier  Berührungspunkte  stets  ein  Kreisviereck. 
—  Der  Beweis  dieses  Salzes  kann  in  sehr  einfacher  Weise  da- 
durch erhalteu  werden,  dass  man  die  beiden  Kreise  P,  Q  durch 


1)  Scuaoter  :  Die  Steiner'sche  Auflösung  der  Malfatli'schen  Aufgabe. 
1874.  Crelle's  Journal.  Bd.  77.  Seite  230.  Diese  ScuRöTERschen  Unter- 
suchungen haben  eine  weitere  Vervollständigung  erhallen  durch  den  kurzen 
aber  inhaltsreichen  Aufsatz  von  Goüt  .  lieber  die  Stein KR'sche  Veral^e- 
meinerung  des  M.\LFArn'schen  Problems.  Crelle's  Journ.  Bd.  84.  S.  259. 

2)  Der  von  Prof.  Bischoff  in  München  gegebene  Beweis  ist  mir  nur 
durch  ein  Manuscript  bekannt  geworden. 

3)  Petersen.  Methoden  und  Theorien  zur  Auflosung  geometrischer 
Conslructionsaufgaben,  ins  Deutsche  übertragen  von  Dr.  von  Fischf.r-Benzon. 
Kopenhagen.   1879.  Daselbst  auf  Seile  1 02— 104 . 
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die  Methode  der  reeiproken  Radien  in  zwei  gleich  grosse  Kreise 
verwandelt. 

Zweiter  Hülfssata.  —  Denkt  man  sich  beliebig  viele  gerade 
Linien,  die  alle  isogonal  sind  zu  einem  gegebenen  Kreise,  so  wird 
stets  ein  mit  diesem  Kreise  concentrischer  Kreis  existiren,  welcher 
all'  jene  geraden  Linien  berührt.  —  Der  Beweis  dieses  Satzes 
ergiebt  sich  sofort,  und  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Um  nun  den  Beweis  der  Eigenschaften  (£.)  wirklich  zu 
führen,  bezeichnen  wir  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Drei- 
ecksseiten er,  fr  y  von  den  M  ALFATTi'schen  Kreisen  berührt  wer- 
den mit  Ay  A,  B,  By  C,  C,  unter  Beifügung  passender  Indices. 
Es  mögen  nämlich  Afj  und  A^  diejenigen  Punkte  heissen,  in 
denen  die  Dreiecksseite  er  von  den  beiden  MALFArrrschen  Kreisen 
i?  und  L  berührt  wird.  Und  in  analoger  Art  mögen  Ä>,  B$  und 
C't,  Ct]  deßnirt  sein.  Alsdann  werden  die  beiden  Kreise  rj  und 
t  einerseits  von  er  berührt,  in  den  Punkten  Atj  und  anderer- 
seits aber  auch  vom  Kreise  £  berührt,  in  den  Punkten  z  und  //. 
Die  vier  genannten  Punkte  AtJ,  Ar,  //,  z  müssen  daher,  zufolge 
des  ersten  Hülfssatzes,  ein  Kreisviereck  bilden.  Bezeichnen  wir 
also  den  betreffenden  Kreis  selber  mit  U,  und  deh'niren  wir  in 
analoger  Weise  die  Kreise  V  und  W,  so  werden  U,  V,  W  re- 
spective  durch  folgende  Punkte  hindurchgehen: 

U  *  >  //,  z,  A^  A{  , 

1.)  V  -  >  z,x,BClB£, 

W  »  >   X,  y,  Ct,  Cv  . 

Der  Kreis  U  schneidet  den  Kreis  ^  in  den  beiden  Punkten 
Ar  und  y,  d.  i.  in  denjenigen  beiden  Punkten,  in  denen  der  Kreis 
f  respective  von  o  und  (i3  berührt  wird.  Folglich  wird  der 
Kreis  U  diese  beiden  Linien  a  und  ^3  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden ;  was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel : 

(2.)  U  isogonal  zu  er,  . 

Gleichzeitig  wird  offenbar,  zufolge  der  Symmetrie  unserer  Be- 
trachtungen und  Bezeichnungen,  auch  folgende  analoge  Formel 
zu  notiren  sein: 

(3.)  V  isogonal  zu  er,  y3  . 
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Um  nun  in  unserer  Untersuchung  einen  Schritt  vorwärts 
io  kommen,  wollen  wir  die  aus  den  Linien,  Kreisen  und  Punkten 

£f9>£i    x>yizi    attß**  ft,    tf> v 

bestehende  Figur')  in  eine  etwas  einfachere  Figur  zu  verwandeln 
soeben  durch  Anwendung  der  Methode  der  reeiproken  Radien. 
Die  beiden  Kreise  i'  und  V  schneiden  sich,  ausser  in  z,  noch 
io  einem  zweiten  Punkte,  welcher  0  heissen  mag.  Transformiren 
wir  also  die  Figur  (4.)  von  diesem  Punkte  0  aus,  nach  der  Me- 
thode der  reeiproken  Radien,  so  werden  wir  dadurch  den  Vor- 
theil erhalten,  dass  jene  beiden  durch  0  gehenden  Kreise  U  uud 
r  in  gerade  Linien  sich  verwandeln. 

Die  transformirte  Figur  sei  dargestellt  durch: 


\ 


Es  mögen  nämlich  in  dieser  transformirten  Figur  die  Gcnlra 
der  Kreise  ly,  «  mit  ebendenselben  Buchstaben  S,  rj,  J  be- 
zeichnet sein ;  so  dass  also  die  Berührungspunkte  y,  z  respec- 
tive  auf  den  Centrailinien  r;C,  f  rt  oder  auf  den  Verlänge- 
rungen derselben  anzutreffen  sind.  Die  Kreise  Ut  V  verwandeln 
sich,  wie  schon  bemerkt  wurde,  bei  der  Transformation  in  gerade 

t)  Der  Leser  wird  gebeten,  diese  Figur  (4.),  welche  weiterhin  die 
ursprüngliche  Figur  heissen  soll,  wirklich  zu  zeichnen. 


Digitized  by  Google 


26 


C.  Nbi  mavn, 


- 


Linien.  Und  zwar  werden,  weil  U  und  1'  vergl.  (I.)]  respective 
durch  die  Punkte  //,  z  und  .r,  3  hindurchgehen,  die  durch  die 
Transfonuulion  entstellenden  yeriulcn  Linien  U  und  V  respective 
durch  die  geraden  Linien  yz  und  xz  dargestellt  sein,  vergl.  die 
in  (5.)  gegebene  Zeichnung].  Der  Kreis /.  geht  [vergl.  (1 .)  durch 
die  vier  Punkte  //,  3,  At  ,  As  hindurch;  und  zwar  sind  y  und  Ar> 
seine  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  £,  andererseits  z  und  A„ 
seine  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  rj.  Gleiches  gilt  daher  in 
der  transformirten  Figur  von  der  geraden  Linie  U.  Und  dem- 
gcmUss  sind  in  dieser  transformirten  Figur  (5.)  den  Schnitt- 
punkten der  geraden  Linie  U  die  Buchstaben  ;/,  3,  A„t  As 
beigefügt.  Ueberdies  sind  daselbst  in  analoger  Weise  den 
Schnittpunkten  der  geraden  Linie  V  die  Buchstaben  .r,  3,  Bt,  B* 
beigefügt. 

Ziehen  wir  jetzt  in  der  transformirten  Figur  (•>.)  die  beiden 

nunktirten  Linien  u  A„  uud  u  A  <- ,  und  bezeichnen  wir  den  Schnitt- 

.      »        ~  » 

punkt  dieser  beiden  punklirten  Linien  mit  /,  so  haben  wir  im 
Ganzen  drei  einander  ähnliche  gleichschenklige  Dreiecke,  von  denen 
zwei  schraflirt  angegeben  sind,  wahrend  das  dritte  durch  u~A> 
dargestellt  ist.  Aus  der  A  e  Ii  n  lieh  keil  dieser  Dreiecke  folgt  so- 
fort, dass 

[f.]  i'^/L'ein  Parallelogramm 

ist.  und  dass  ferner 

lg.)  jAjjA^  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

ist.  Folglich  ist  um  den  Punkt  j  (als  Centrum]  ein  llülßkreis 
construirbar,  welcher  die  beiden  Kreise  it  und  C  respective  in 
Atj  und  As  berührt.  Bezeichnen  wir  den  Kadius  dieses  Hülfs- 
kreises j  mit  Rj,  ebenso  den  Radius  des  Kreises  L*  mit  Rs,  so  er- 
giebt  sich  [vergl.  die  Figur  5.)]: 

(£AC)  =  (tj)  +  (JAs  , 

d.  i.    Iis  =  (£)  +  Rj  , 

d.  i.  Rj  =  Rs  -  {:./) . 

Die  letzte  Formel  aber  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  aus  [f.]  ent- 
springende Gleichung  (£/)  —  (S  rj),  auch  so  darstellbar : 

(*J  »i  =  h  -  (M  ■ 

Um  nun  die  eigentliche  Natur  des  llülfskreises  /  zu  erkennen, 
müssen  wir  uns  daran  erinnern,  dass  «  in  der  ursprünglichen 
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Figur  &.  eine  gerade  Linie  repriisentirt,  welche  die  Kreise  i]  und 
;  respeelive  in  den  Punkten  Ay  und  A*  berührt.  In  der  trans- 
formirten  Figur  (5.)  wird  daher  a  ein  Kreis  sein,  welcher  eben- 
falls die  Kreise  rt  und  C  respeelive  in  Atj  und  A{  berühr l.  Hier- 
aus aber  folgt  sofort,  dass  dieser  Kreis  a  in  der  transformirten 
Figur  (5.  nichts  Anderes  ist,  als  der  schon  besprochene  llülfs- 
kreis  j.  Demgemäss  erscheint  es  angemessen,  den  Buchstaben 
;  fortan  fallen  zu  lassen,  denselben  nämlich  zu  ersetzen  durch 
«:  wie  solches  in  der  Figur  (5.)  angedeutet  sein  soll  durch  das 
dem  j  in  Parenthese  beigefügte  a.  Bei  dieser  Abänderung  der 
Bezeichnungsweise  ergiebt  sich  aus  (/'.),  dass  s'i?«c  ein  Paral- 
lelogramm, mithin  z.  B. 

F.)  ^«    parallel  i"/, 

ist.  Gleichzeitig  ergiebt  sieh  alsdann  aus  (//.  : 

'«•i 

und  zwar  ist  in  diesen  Formeln  (F.)  und  [ff.)  unter  c<  der  Mittel- 
(•unkt,  und  unter  Hu  der  Radius  des  Kreises  «  zu  verstehen. 

Analoges  wird  offenbar  zu  bemerken  sein  in  Bezug  auf  den- 
jenigen Kreis  ^,  in  welchen  sich  die  gerade  Liuie  (f  bei  der 
Transformation  verwandelt.  Zieht  man  nämlich  in  der  transfor- 
mirten Figur  (5.)  die  beiden  punktirten  Linien  £ und  so 
wird  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  punktirten  Linien  mit  dem 
Centrum  {i  des  Kreises  (t  identisch  sein.  Ueberdies  wird  die 
Peripherie  dieses  Kreises  $  durch  B*  und  B{-  gehen,  und  in 
diesen  Punkten  die  Kreise  f  und  C  berühren.  Zugleich  werden 
folgende  mit  f.)  und  [ff.)  analoge  Formeln  zu  notiren  sein: 

Fr\  £[i  parallel  £i|  , 

und 

//.,  Hß  =  Rc-  (ft), 

wo  ti  den  Mittelpunkt,  und  Hß  den  Radius  des  Kreises  (t 
vorstellen. 

Aus  (F.),  (Fr),  und  (//.),  (//,.)  folgt  nun  sofort: 

J.)  Za  parallel  Zfl 

und 

A'.  ^u~Rß' 
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Die  Formel  (J.)  zeigt,  dass  die  fünf  Punkte  « ,  L",  ß,  B^-  in 
gerader  Linie  liegen,  dass  dieselben  also  einen  Durchmesser  des 
Kreises  C  repräsentiren.  Andererseits  zeigt  die  Formel  [AT.),  dass 
die  beiden  Kreise  a  und  ß,  welche  den  Kreis  J  in  den  End- 
punkten dieses  Durchmessers  berühren,  beide  yleichyross 
sind.  Construiren  wir  also  im  Kreise  1*  den  zum  Durchmesser 
Agu'^ßB^  senkrechten  Durchmesser  pZq  [vergl.  die  Figur  (5.)], 
so"  wird  dieser  letztere  zu  bezeichnen  sein  als  eine  Symmetrie- 
linie der  beiden  Kreise  «,  ß. 

Denken  wir  uns  in  der  ursprünglichen  Figur,  ausser  dem 
Kreise  noch  beliebig  viele  andere  Kreise  w', •••  eon- 
struirt,  welche  alle,  ebenso  wie  L",  die  beiden  Linien  «,  ß,  und 
zwar  in  der  nämlichen  Weise  wie  1\  berühren,  so  werden  offen- 
bar all'  diese  Kreise  L*,  T,  •  •  •  von  der  Halbirungslinie  yK 
des  Winkels  aß  senkrecht  geschnitten  werden.  Analoges  muss 
daher  auch  in  der  transformirten  Fig.  5.)  stattfinden.  Es  muss 
daher  die  Linie  yK  bei  der  Transformation  in  einen  Kreis  yx  sich 
verwandeln,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  orthogonal  zu  sein 
nicht  nur  zum  Kreise  L",  sondern  auch  zu  all'  denjenigen  Kreisen 
1",  t",  t"\  •  •  .  welche  die  beiden  Kreise  a  und  ß  in  der  näm- 
lichen Weise  wie  1*  berühren.  Nun  sind  aber,  wie  wir  gefunden 
haben,  die  Kreise  a  und  ß  in  der  transformirten  Figur  ö.  yleich- 
yross. Folglich  muss  der  Kreis  y,  daselbst  dargestellt  sein  durch 
die  Symmetrielinie  der  beiden  Kreise  «.  ß,  also  dargestellt  sein 
durch  den  schon  construirten  Durchmesser  p'Cq. 

Legen  wir  jetzt  in  der  transformirten  Figur  [5.)  im  Punkte 
eine  Tangente  mn  an  die  daselbst  einander  berührenden 
Kreise  L*  und  «,  so  ist  offenbar: 

mn  parallel  pq  . 

Folglich  werden  diese  beiden  Linien  mn  und  pq  von  der  Trans- 
versalen U  unter  yleichcn  Winkeln  geschnitten.  Also: 

V  isogonal  zu  m  n  ,  pq  , 

Diese  Formel  kann,  weil  mn  Tangente  des  Kreises  a  im  Punkte 
.1 andererseits  aber  pq,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  identisch 
mit  ;',  ist,  auch  so  geschrieben  werden: 

(6.)  V  isogonal  zu  «,  yK  . 

Selbstverständlich  muss  diese  für  die  truns/ormirte  Figur 
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gefundene  Formel  (6.)  auch  gültig  sein  für  die  ursprüngliche 
Figur.  Denken  wir  uns  dieselbe  aber  auf  diese  letztere  Figur 
bezogen,  so  muss.  wie  aus  der  Symmetrie  unserer  Bezeichnungen 
ohne  Weiteres  sich  ergiebt,  auch  folgende  analoge  Formel  statt- 
finden : 

[7.  U  isogonal  zu  u,  ßt  . 

Durch  Zusammenfassung  der  vier  für  die  ursprüngliche 
Fuoir  erhaltenen  Formeln  (2/  ,  (3.)  und  (6.) ,  (7.1  erhalten  wir 
nun  sofort : 

8.  )  V  isogonal  zu  a,  ßu  yv  ß%%  y3  . 

In  der  ursprünglichen  Figur  schneidet  also  der  Kreis  U  die  fünf 
geraden  Linien  «,  pf„  yi7  y3  unter  gleichen  Winkeln.  Zufolge 
onseres  zweiten  II  Ulfssatzes  muss  daher  ein  mit  F  concentrischer 
Kreis  V0  existiren,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  jene  fünf  geraden 
Linien  zu  berühren.  Also: 

9.  17,  tangential  zu  u ,  ßt ,  yi ,  ß% ,  ;',  . 

Dieser  Kreis  i  \  berührt  also  z.  B.  auch  die  drei  Linien  a,  ß%, 
und  wird  daher,  wie  aus  der  Definition  des  Kreises  %  folgt, 
identisch  sein  mit  Ü.    Somit  gewinnt  die  Formel  (9.  folgende 
Gewalt : 

1 0.  X  tangential  zu  a ,  /f,  ,  yK ,     ,  y3  . 

In  analoger  Weise  werden  sich  nun  offenbar  analoge  For- 
meln ersehen  für  die  Kreise  533  und  ß;  so  dass  wir  also,  Alles 
zusammengefassl,  folgende  drei  Formeln  erhalten: 

Ü  tangential  zu  ff,  ßi9  y0  [!3,  y3  , 

11.  )  30  tangential  zu  ff.  y{.  er, .  y31  cr3  , 

6  tangential  zu  y,  «, ,  ,1{ ,  a3 ,  ßs  . 

Hieraus  aber  folgt  sofort : 

a3  tangential  zu  50 ,  ß  , 

lt.]  {t3  tangential  zu  (S,  %  , 

y3  tangential  zu  K,  83  . 

Ind  dies  sind  die  zu  beweisenden  Eigenschaften  (K.)  der  Linien 
Bt .  ß% .  y3  .    [Ve>rgl.  die  zweite  Seite  dieses  Aufsatzes.] 
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Bemerkung. 

Der  auf  der  ersten  Seite  dieses  Aufsatzes  angegebene 
Steiner' sehe  Satz,  dass  «3,  ß31  y3  mit  cr4,  ßt,  yt  identisch  sind, 
gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  von  Hause  aus  gegebenen  Linien 
a,  y  nicht  gerade  Linien,  sondern  kreise  sind.  Nur  hat  man 
in  diesem  allgemeineren  Falle  in  den  Definitionen  von  a4 ,  ßt .  yx  , 
ctf>  as'  ßv  Ys  gewisse  Abänderungen  eintreten  zu  lassen. 

Setzt  man  der  Einfachheit  willen  voraus,  dass  von  den  gegebe- 
nen Kreisen  a,  ft,  y  jeder  ausserhalb  der  beiden  andern  liegt,  so 
sind  diese  Abänderungen  folgende: 

I.  —  Bezeichnet  q  den  gemeinschaftlichen  Orthogonalkreis 
jener  drei  von  Hause  aus  gegebenen  Kreise  et,  ßy  y,  80  hat  man 
unter  ctx ,  ß{ ,  yK  nicht  mehr  gerade  Linien,  sondern  zu  q  ortho- 
gonale Kreise  zu  verstehen.  Insbesondere  hat  man  unter  er,  die 
senkrechte  Trajectorie  all'  derjenigen  Kreise  zu  verstehen,  welche 
die  beiden  gegebenen  Kreise  ti  und  y  gleichartig  berühren  oder 
auch  unter  gleichen  Winkeln  schneiden.  Und  in  analoger  Weise 
hat  man  p?t  und  y{  zu  definiren. 

IL  —  Was  % ,  33 ,  (5 ,  «4 ,  iit ,  yt  und  £,     u.  cr3 ,  ß3 ,  y%  an- 
betritTt,  so  hat  man  unter  a4,  ßt1  yv  «3,  ßsi  y%  nicht  mehr  gerade 
Linien,  sondern   zu  q  orthogonale  Kreise  zu  verstehen,  im 
Uebrigen  aber  die  für  H,  $,  <5,  <r„  /*t,  ft,  £,  >],  £,  «3 ,  , 
gegebenen  Definitionen  beizubehalten. 

Solches  festgesetzt,  werden  alsdann  die  vorhin  angestellten 
Betrachtungen ,  abgesehen  von  gewissen  leicht  sich  ergebenden 
Modihcationen,  Schritt  für  Schritt  in  Gültigkeit  bleiben,  und  zu 
dem  Resultat  führen,  dass  auch  in  diesem  allgemeineren  Falle 
«3,  fiv  y3  mit  «4,      yt  identisch  sind. 
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W.  Scheibner,  Zur  lieduction  elliptischer,  hyperelliptischer 
und  Abel  scher  Inteijrule.  Das  AbeVsche  Theorem  für  einfache  und 
Doppel  integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Zurückftihrung  eines  allgemeinen 
elliptischen  Integrals  auf  die  Normalform  handelt,  ist  es  wesent- 
lich ,  die  darin  enthaltenen  elementar  integrabeln  Theile  be- 
quem abzutrennen.  Kinen  Beitrag  zur  Lösung  dieser  Aufgabe 
sollen  die  folgenden  Betrachtungen  liefern,  welche  u.  A.  ein 
Verfahren  entwickeln,  um  ohne  die  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen  die  mehrfachen  Wurzeln  unter  dem  Integralzeichen 
zu  entfernen.  Zugleich  wird  sich  ein  enger  Zusammenhang  mit 
den  allgemeinen  von  Abel  entdeckten  Sätzen  über  algebraische 
Integrale  herausstellen. 

1. 

Wenn  F{xg)  eine  beliebige  rationale  Function  von  rund 

dem  Radical  £  =  V s  (.r  bezeichnet,  wo  die  ganze  Function  s 
von  dem  Grade  k  sei,  so  erhalt  das  allgemeine  h\ perelliptische 
Integral 

Q  =  I  >(a r|)  dx 

die  Form 

Q  =  fFt  [x]  dx  +  f  Ft  {x)  du  =  ß,  4-  nt  , 

d  t 

in  welcher  /*',  und  Ft  rational  von  x  abhangen  und  du  = 

geschrieben  ist.  I  m  beide  Integrale  in  ihre  einfacheren  Bestand- 
teile zu  zerlegen,  beginnen  wir  mit  dem  Integral  der  rationalen 
Function 

Fl* -4g     oder  *-/J£*r 
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und  nennen  yx  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  fcc 
und  der  Derivirten  f'.r.  Sei  demgemäss 

so  ergibt  sich  sogleich 

=  k  -  • 

Setzt  man  folglich 


wo  —  eine  Hcht  gebrochene  Function  sein  soll,  so  erhalt  man 
durch  Differentiation 

?"f~M+T    °der    y  =  F*+(F'-f'.)X+9®  • 

Diese  Gleichung  ist  durch  geeignete  Bestimmung  der  ganzen 
Functionen  (D  und  /  identisch  zu  erfüllen.  Da  zu  £1  eine  Integra- 
tionsconstante  c  hinzutreten  kann,  so  bleibt  ytx  um  c.g.r  un- 
bestimmt, so  dass,  wenn  gx  auf  den  /tcn  (Irad  steigt,  der  Coef- 
ficient  von  xl  in  /  beliebig  angenommen  und  z.  B.  gleich  Null 
gesetzt  werden  darf.  Seien  <j  f  und  tp  resp.  vom  Grade  /  m 
also  Fund  O  vom  Grade  m  —  l  resp.  m  —  /  —  1 ,  so  sind  in 
(D  m  —  l  Coefficienten  zu  bestimmen,  wahrend  sich  im  Ganzen 
w  -f-  1  Coefficientengleichungen  ergeben,  denen  genügt  werden 
soll.  Nur  wenn  n  <  m  —  1,  steigt  die  Anzahl  der  Coefficienten- 
gleichungen auf  w,  weil  das  Product  y0  vom  Grade  m  —  1  ist. 
In  diesem  Falle  hat  man  sich  in  <p  die  in  xn*x  •  •  •.r'"-1  multi- 
plicirten  Glieder  mit  verschwindenden  Coefficienten  hinzugefügt 
zu  denken.  Hiernach  haben  wir  im  Allgemeinen  %  vom  Crade 
n  —  m  -f»  /  +  \  zu  nehmen,  mit  eben  so  vielen  zu  bestimmenden 
Coefficienten,  weil  der  Coefficient  von  a J  nicht  in  Betracht  kommt. 
Für  n  ^  m  —  1  steigt  aus  demselbeu  Grunde  %  auf  den  Grad 
/  —  I,  mit  /  Coefficienten,  so  dass  in  allen  Füllen  die  Zahl  der 
zu  bestimmenden  Grössen  mit  der  der  linearen  Coefficienten- 
gleichungen übereinkommt. 

y 

Nach  Abtrennung  des  rationalen  Theiles  —  wird  das  re- 
stirende  Integral  4  r/ 
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wenn  /)  die  isämmllich  ungleichen)  Wurzeln  der  Gleichung 
=  0  bezeichnet 1  . 

2- 

Wir  wenden  uns  zur  Reduction  des  zweiten  Int  „  :•  .i- 


W*    J  fx 


d  u 


und  bringen  dasselbe  durch  Abtrennung  des  irrationalen  Theiles 
;iuf  die  Form 

1      gx       J  t.r 
Die  Differentiation  führt  auf  die  Gleichung 


—  IL  —  A  jtc  .  ll_ .  .  X9'\  tt  ,  X 


hu 


oder 


f  ~  9§*  +  {9      99>*§  +  * 


<P  =  FsX'  +  [(F  -  F%)s  +  i  Fs'}X  +  9X  . 

Wiederum  bezeichnen  wir  durch  k  /  m  n  den  Grad  von 
s  y  f  <p.  Dann  können  die  Functionen  /  und  X  resp.  auf  den  Grad 
n  —  m  -f-  l  —  k  4"  \  und  n  —  l  steigen,  wobei  im  Ganzen 
in  —  m  —  Ä  +  3  Coefficienten  zu  bestimmen  bleiben.  Da  nun 
n  +  1  Coefficientengleichungen  vorhanden  sind,  so  dürfen  wir 
Über  n  —  m  —  Ar  -f-  2  Coefficienten  willkürlich  verfügen  und 
etwa  den  Grad  von  X  um  so  viele  Einheiten  erniedrigen.  Nimmt 
man  also  für  X  eine  Function  vom  Grade  ///  —  /  +  /.  —  2 ,  so 
stimmt  die  Anzahl  der  Coefficienten  mit  der  der  linearen  Glei- 
chungen überein.  Eine  Ausnahme  tritt  analog  wie  im  früheren 
Falle  ein,  wenn  n  <  m  -f-  k  —  2,  alsdann  hat  man  m  -f-  k  —  I 
Coefficientengleichungen  und  %  vom  Grade  /  —  1  zu  nehmen. 

Setzt  man 
so  wird 


\)  Das  vorstehend  erörterte  Verfahren  ist  im  Wesentlichen  bereits 
von  B u.tz er  in  diesen  Berichten,  1873  S.  536,  angegeben  worden. 

M»th.-pbyi.  Cla««*.  3 
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die  Summe  erstreckt  Uber  die  (ungleichen)  Wurzeln  der  Glei- 
chung Fp  =  0. 

3. 

d  u  fttr  /.  =  2. 

/*  X 

Alsdann  werden  A  und  /«'beide  vom  Grade  m  —  l  und 

A  N ,  Xjt  1  

/'  b  p  X —  p 

Das  Integral  LI  lüsst  sich  in  diesem  Falle  bekanntlich  durch  Loga- 
rithmen ausdrücken,  da  für  cjct  =  ap'      t  bp      r  =  *  />) 

r/.x  1    ,     aj"     b  -f-  £  i  (i 

log 


./   1  a.r 

Iii 


+  2&.T  +  c  "    2  )  «    &  rix  -f-  /;  —      "  ' 


rfx  I        (a/)  +  fc)a:  +  5/]  +  r  +  i'ro 

(.?•"—  /;) l  ~~       % fif  °8  {up-\-b)  x+bp  +  c  -  £CI  ' 

Es  fragt  sich,  ob  auch  für /•  >  2  solche  logarithmische  Tenne 
vorhanden  sind.  Diese  Frage  ist  von  Abel  untersucht  worden, 
im  ersten  Theile  seines  Precis  d'une  theorie  des  fonctions  ellip- 
tiques,  Crellk's  Journal,  Bd.  IV,  S.  230—77  (vergl.  Bd.  VI, 
S.  77  flg.,  sowie  im  Nachlasse  die  Abhandlung  Theorie  des 
transeendantes  cUipliques ,  nachdem  er  bereits  Bd.  I,  S.  4  85 

bis  221,  den  Satz  bewiesen,  dass  das  Integral  foxdu,  wo  0x 

eine  geeignete  ganze  Function,  dann  und  nur  dann  durch  Loga- 
rithmen integrirt  werden  kann  ,  wenn  das  Kadical  i"  in  einen 
periodischen  Kettenbruch  entwickelbar  ist. 

Betrachten  wir  allgemein  ein  Aggregat  logarithmischer 
Terme  von  der  Form 

21  log  0(.<r|)  =  *Alog  («  +  /*£)  . 

wo  if'  rational  von  x  und  £  abhängt,  wahrend  et  und  ß  rationale 
Functionen  von  .r  bezeichnen.  Sei  nun 
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so  erhalt  man  durch  Differentiation  nach  u: 

7-  A(  +  a'-ß's  ?l  ' 

Damit  rechts  der  irrationale  Term  verschwinde,  muss 

aa'-ßjrs-tfs'  _ 

J-Jm  " 

sein,  integrirt 

a*  —  ß*s  =  const. 

Mithin  wird 

Umgekehrt  fuhrt  jeder  Ausdruck  log  -  —  £f  auf  ein  Inte- 

a  —  /7s 

izral  von  der  vorgelegten  Form,  ohne  dass  eine  besondere  Form 
von  s  dazu  erforderlich  wäre,  wie  die  gefundene  Gleichung 
et  —  ß*  s  ==  const.  anzudeuten  scheint.  Der  scheinbare  Wider- 
spruch erklärt  sich  durch  die  einfache  Betrachtung,  dass 

lo«  -a*-Jf~t  =  «OB  J«  _  '  -  H      +  Afl  . 

und  hier  ist  a\  —  ß)s  —  \  oder 

(ft«  +         _  4«*^»,  =  („«  _  ^fj« 

offenbar  eine  identische  Gleichung.  Zugleich  erhellt,  dass  man  in 

«  -b  ß  £ 

dem  Quotienten  für  «  und     nur  ganze  Functionen  von 

./  zu  betrachten  braucht. 

4. 

Wir  schliessen  jetzt,  dass  das  Integral 

rX  r  v  l       a  +  ß$ 

\ 

durch  Logarithmen  ausgedrückt  werden  kann,  wenn  *   die  Form 

r 

hat 

X        y.  aß'  —  ßa')s  +  iaßs'        n,  ou  —  \ a a 
h  er1-,***  ^ Ä        jf5  ' 
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wo  a  —  et1  —  ßis  , 

und  der  Nenner    nur  scheinbar  vorkommt,  weil  identisch 
aa'  -  iaa  =  ß  [{aß'  -  ßa')s  +  Ja/t*']  . 
Setzt  man 


ß 

so  wird 


X       v  A  75'  —  2s</'        v  A  /o  ,  a\ 


wahrend 


er  =  71  _  s  , 


und  7  eine  beliebige  rationale  Function  von  r  ausdrückt.  Es 
lässt  sich  aber  zeigen,  dass  auch  hier  die  Wahl  einer  ganzen 
Function  ausreicht,  mit  anderen  Worten,  dass  man  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  ß  =  I  nehmen  darf). 

Schreibt  man  niimlich 

und  bildet  das  recurrirende  Gleichungensystem 

a  =  7/*  —      ,    «,  =  7«  —      =  7,     —  /*, 

«4  r=  7,«,  —       =  74/^  —  0,  .       u.  s.  w.  , 

so  stellen  die  Grössen  ß  ßt  ßt  •  •  als  Divisionsreste  eine  Reihe 
von  Functionen  abnehmenden  Grades  dar,  so  dass  ßm  —  0  ge- 
setzt werden  darf    Damit  wird 


und 


l«g  "  +      =   V  log  «±| 

/•A  .  v  A  .     q  +  f 

./  F  ''"  =  -  S  —§ 


nebst 

4}  Diess  hat  schon  Abel  hervorgehoben  (Crelle  Bd.  I,  S.  S04),  jedoch 
ohne  von  dieser  Bemerkung  ausreichenden  Nutzen  zu  ziehen. 
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a  =  9*  —  s,  und  die  Grössen  q  beliebige  yanze  Functionen 
bedeuten. 

Aus  dem  Quotienten  —   können   nur  Partialbrüche  mit 


Nenner  hervorgehen ,  also  sind  auch  hier  mehrfache 
Wurzeln  des  Nenners  Fx  ausgeschlossen. 

Wenn 


°[p)  =o  ,   q(p)=*r  =  Vs[p)  , 


a'       \y      I  a        ™  q  —  r       » i 


f  x  —  p       *  a      ~f     x  —  p      -jx  —  p  ' 

and  hier  stellt  die  Summe  2"  eine  t/r/wse  Function  von  .t  dar, 
deren  Coefficienten  als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
p  sich  rational  durch  die  Coefficienten  in  a  ausdrücken.  Man 
kann  daher  schreiben 

wo  die  ganze  Function 


und  das  doppelte  Vorzeichen  sich  darnach  richtet,  ob  für  die  be- 
treffende Wurzel  p  von  a  —  [q  —  £)  (q  -\-  S)  der  erste  oder 
der  zweite  Factor  verschwindet. 

Sei  q  vom  Grade  /,  so  kann  2  q'  —  q  ~  die  Dimension  /  —  1 
nicht  übersteigen ;  sobald  2  /  >  k ,  sinkt  die  Dimension  von 
-  *-    auf  Ä  —  /  —  1,  so  dass  in  jedem  Falle  die  Dimension 

X  /.  —  2 

des  Quotienten  -=  den  Werth  — - —  nicht  überschreitet,  was 

r  2 

natürlich  auch  von  der  ganzen  Function  ip  x  gilt. 

5. 

Im  ein  bestimmtes  Beispiel  vor  Augen  zu  haben,  setzen  wir 
I  =  3.  Dann  wird 
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v  =  "o  +        — —  i 
^  '/«  =  «0«  +       rpwp  -  2  ^  log  ^— r-  , 

wo  M?p  = j  ^U    jetzt  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung 

bezeichnet.  Abel  hellt  das  Fehlen  eines  Terms  von  der  Form 

r  =  / xdu  mit  den  Worten  hervor:  »//  est  remurquable,  que  la 

fonction  de  la  seconde  espece  n'entre  point  dam  cette  relalioim 
Grelle  Bd.  IV,  S.  275). 

Setzt  man 

s  =  xA  -f-  Ij  ~  +  WdC  -\-  n  ,    q  =        -f-  ##  , 
so  werden  />,  /j8  y>3  die  Wurzeln  der  Gleichung 

-  ^  4-  lp*  4-  w/J  +  M  —  (Aji  +  fi)'  , 

also 

l\  +  i'i  4-  /'.i  =  /'«/>,  4-  />./',  4-  /'3/'i  =  iw  -  , 

7'ifM>3  =     —  »  • 
Nach  Klimination  von  A  und     ergibt  sich  die  zwischen  den  drei 
Parametern  stattfindende  Relation,  welche  in  der  rationalen  Form 

\  ("'  -  j£i>kVx?  =  !*  +  /'»  +  Pi  +         4-  PtPtP,] 
geschrieben  werden  kann. 

Durch  Differentiation  derselben  erhalt  man  ohne  Mühe 

£  [lp%  +  /<!(/./>,  +  ft)dpt  =  2?  ±  tB%Vtdp,  =  0  , 
mithin  auch 

tPi     ,     rfPl     .     (//'3  _ 


±-^a  —  o 

CT,  CTj 

neben 


Diese  Gleichungen  enthalten  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Integrale  erster  und  dritter  Gattung  in  Bezug  auf  den  Parameter. 
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6. 

Schreibl  man 

7  =  7o^  +  7i  x*~ '  '  *    ab0    r  =^  q^  -f  qK  pl~ '  •    •  , 
o  =  q'  —  s  =  (70  sc*  -f-  at  x" "" 1  -|-  .  .  . 
so  bestimmen  sich  die  w  Wurzein    der  Gleichung 

fj  (;>)  =  /•  /•  —  5        =  0 

als  algebraische  Functionen  der  /  -f-  \  Coefficienten  r/0  r/,  •  ■  qt 
mithin  werden  «  —  /  —  1  algebraische  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Wurzeln  p  stattfinden ,  welche  sich  durch  Elimi- 
nation der  9,  aus  den  n  Gleichungen  r  =  V7\p)  oder  den  äqui- 
valenten : 

=  -  ?  i  2>,/',  =  y  •  •       •  •  Pn  =  (-  «)" "n 

ergeben.  Folglich  sind  n  —  l  —  \  Wurzeln  durch  die  übrigen 
/  -f-  1  best  i nun  t. 

Abel  und  Jacobi  haben  gezeigt,  dass  diese  Bedingungs- 
sleichungen  sehr  einfach  in  transscendenter  Form  aufgestellt 
werden  können. 

Diflercntiirt  man  nUmlich  die  Gleichung  o  [p)  —  0,  so  ergibt 

sich 

&  [p)dp  +  trd'r  =  0  , 

wenn  unter  d'  die  Differentiation  nach  den  variabeln  Coefficienten 
Ii  verstanden  wird,  also  d'r  =  pldqü  -f-  pl~xdqK  .  .  .  Setzt  man 

r=±  Vs'pj  =  ±  uj  , 

so  wird 

s'(p)dp 


—  2  d'r 


♦ 


durch  Multiplication  mit         geht  hieraus 

±  TS  O  \p) 

hervor,  wo 

(>(/>;  =  '0,/"  +  ^,/»-'  + 
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Bildet  man  nun  die  Summe  über  die  sämmllichen  Wurzeln 
p,  so  folgt 

w  ±ni  — '  fr'(/»i 

Da  hier  der  Zahler  vom  Grade  /  +  m,  der  Nenner  vom  Grade 
n  —  1  ist,  so  verschwindet  nach  einem  bekannten  Satze  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  für  m  <  n  —  l  —  \  und  man  er- 
halt einfach 

Setzt  man  £  =  p"\  so  ergeben  sich  die  gesuchten  n  —  /  —  I 
transscendenten  Gleichungen  in  der  integrabeln  Form 

y  P^Al  _  o    fnr    m  =  0  ,  1  ,    •  •  n  —  l  -  2  . 
Man  kann  folglich  schreiben 

wenn  man  die  /  unabhängigen  Wurzeln  /'„_/+,  •  •  /'„  als  will- 
kürliche Constanten  betrachtet,  die  mit  den  Integrationscon- 
stanten  yw+{  sich  vereinigen.  Auf  diese  Weise  werden  die  alge- 
braischen Bedingungsgleichungen  durch  n—l—i  transscendente 
Gleichungen  mit  eben  so  vielen  willkürlichen  Constanten 
(\  Ct  •  •  t"n-/-4  ersetzt,  und  können  desshalb  als  vollständige 
algebraische  Integralgleichungen  des  Systems  Diflerentialgleich- 
pmdp- 

ungen  ^  \_  ^*  =  0  angesehen  werden.  In  der  That  ent- 
halten die  algebraischen  Gleichungen  nach  Elimination  der  q. 
die  /  Wurzeln  p„_i+i  •  pn  als  willkürliche  Constanten,  und  diese 
reichen  für  die  vollständige  Integration  aus,  sobald  l^n  —  l  —  \  . 

Sei  z.  B.  A  =  3  ,  /  =  \ ,  so  wird  n  =  3  und  es  ergibt  sich 

./ ±ä~  +f:±m%  =  Ci  ' 

äquivalent  den  algebraischen  Gleichungen 
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wo  mw  =  //  -|-  lp*  -f-  mp  -}-  // ,  oder  in  rationaler  Form,  nach 
Elimination  von  q0  und  ql  ,  wie  Art.  5  gezeigt  worden : 

Man  sieht,  dass  p,  einfach  an  die  Stelle  der  willkürlichen  Con- 
stante  getreten  ist. 

7. 

Die  (xH'flicienten  r/(  können  wir  uns  auf  rationale  Weise 
abhängig  denken  von  irgend  welchen  unabhängigen  Variabein 
g i  gt  •  •  •  ,  alsdann  werden  auch  die  Coefficienten  o",  in  a  ratio- 
nale Functionen  der  g{ ,  und  die  Wurzeln  p  algebraische  Func- 
tionen der  Qj .  Im  Falle  die  Gleichung  für  a  reductibel  ist,  also 
in  irreductible  Factoren 

zerfällt,  so  zerfallen  auch  die  Wurzeln  p  in  mehrere  Classen,  so 
dass  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  jeder  Classe 
rational  von  den  Variabein  ^abhängen.  Auch  kann  der  Fall  ein- 
treten, dass  ein  Factor  mit  seinen  Wurzeln  von  q  ganz  un- 
abhängig wird. 

Im  ein  einfaches  Beispiel  zu  haben,  nehmen  w  ir 

r  =  Xq  -f-  /*  =  =b  cj 

von  einer  unabhängigen  Variablen  y  linear  abhängig,  während 
/.  u  y  ganze  Functionen  /-ten  Grades  in  p  bezeichnen  sollen. 

Setzt  man  nun 

S  p]  =  U*  —  l  V  =  CT*  =  Süpil  +  St  p*1  ~  '  •  •  •  , 

16  wird 

o  p\  =  kg  -h  u  *  -  (/<*  -  A*>  =  l  {Iq*  +  2/<?  4-  v)  , 
also 

Hier  ist  n  =  2/,  aber  während  die  Wurzeln  von  Functionen 
der  Variablen  q  sind,  bleiben  die  Wurzeln  von  Constanten. 
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Man  erhält  folglich  durch  Differentiation  der  Gleichung 


oder 


Daraus  entspringt  für  die  /  Wurzeln  von  ff  =       die  Proportion 

o  (Pi)  «M/O       *  (/'/;  * 

Hier  ist 

{Pi>  =  <U/'.  -  ft)      -  /'tl  *  *  iPi  -Pl  =  lim 

nebst 

"„  =  hu*  +  *»oC'  +  "„ • 

Das  gefundene  Sj stein  totaler  Differentialgleichungen  ist 
offenbar  äquivalent  mit  dein  J Acosf  sehen  hyperelliptischen  System' ) 

in  Verbindung  mit  der  Gleichung 


tf*dp 


Die  transscendenlen  Integralgleichungen 
aber  entsprechen  den  algebraischen  Gleichungen 

Up***  —  £  i  2?PiP%=£,  -  "  pj>t-pi  =  (-*)l~ 


I)  Crelle  s  Journal  Band  32,  Seite  Jio. 
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wo  n,  =  Itf*  -f-  2/<fi  +  r,  . 

Die   letzteren   können   auch    ersetzt    werden   durch   die  / 
Gleichungen 

±     =  &  ///  +    !>/- 1  •  •  +  A<)  <?  +  .«„  jV 4-  /< , ft1-1  •      «/  • 

s. 

Die  Anzahl  der  willkürlichen  Conslanten  ist  bei  den  ver- 
schiedenen ForHien  der  Integralgleichungen  die  nämliche,  da 
den  Constanten  i\ct  •  •  ct  l0  /#0  s0st  ■  •  st[  einerseits,  die  3/+ 3 
Coeffieienten  A,  /<(  r,  andererseits  entsprechen.  Bei  der  Elimi- 
nation von  q  fällt  einfach  die  letzte  transscendenle  Gleichung 
mit  den  drei  Constanten  ).u  fin  Cj  weg ,  also  müssen  auch  in  den 
algebraischen  Systemen  zugleich  mit  q  drei  Constanten  von  selbst 
fortgehen.  Jacobi  zeigt  in  seiner  eben  citirten  Abhandlung  über 
die  Integralion  der  hyperelliptischen  Differentialgleichungen, 
dass  w  enn  man  mittelst  einer  linearen  Substitution  o  durch  q  er- 
setzt, die  Gleichung 

/.  ?4  -f-  2  u  q  H-  v  es  0      in     Iq*  +  2  ftQ  +  v  =  0 

» 

übergeht,  wahrend  /<4  —  Xv  =  jü*  —  IT'  =  s  [/>). 
In  der  Thal  ergeben  sich  für 

(t  +  «)  S+Ä^i 

wo  o  y  drei  beliebige  Constanten  bedeuten ,  die  bei  der  Eli- 
mination von  q  oder  q  von  selbst  weggehen,  die  identischen 
Formeln : 

II*  —  /.!/=  II*  —  ).  V  , 

WO 

yp=a{<*ß-y)X-[2aß-y)ti+(iv ,  y/«=^a/?-y)I-(2tf^i^+w 
yi^laß-yfk-Waß-yip+fv,  yv^aß-yfX-%4,aß--Y¥+<fi> 
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Für  /  =  2?  m  =  0  erhalt  man 

f P*  dl\  ,  fP%<*P*  =c    .  J_  Io„  *o  g  ±  ga  +  V  *o 
nebst 

oder 

rb  er,  =  (A0pJ  +  X,pf  +  A,)?  +  ptpj  +     pt  +  .",  , 

±  er,  =  (A0  pj  +  A4  p,  +  aj  ?  +        +  Mi  /'i  +  • 

Um  hieraus  die  EtLER-LAGiuNGB'scheForm  des  algebraischen 
Integrals  der  elliptischen  Differentialgleichung  abzuleiten, 
schreiben  wir  für  p{  -f-     =  r 

oder 

und  bemerken,  dnss 

(±  er,)  -  (±  d,)  =  (Ao(?  +  juj  (pj         +  (Alt?  +  /i.)  (/>,  -/>,) 

=  (P,  —  />«)         +  +  fi»  +  r*J 

Damit  folgt  ohne  Weiteres 

mit  der  einzigen  Integrationsconstante 

ci  =  /'?  ~  *i  "»  • 

Mithin  sind  bei  der  Elimination  von  q  drei  Constanten  fort- 
gefallen. 
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9. 

Der  eben  entwickelten  Form  der  algebraischen  Integral- 
gleichung hisst  sich  eine  zweite,  analoge  zur  Seite  stellen.  Wir 
setien  p4p,  =  y  und  erhalten  ähnlich  wie  im  vorigen  Art. 

[flii-  *J  e + //  -    =  L"»y  -  .",)*  -  (K  y  -  K)    .v  -  n) 

weil 

Andererseits  ergeben  die  Werthe  von  er,  und  mt 

„    „    =  M  +  Hui  y-hd- 

P\  —  Vt 
und  quadrirl 

r  I         /  * 

Wenden  wir  uns  zum  Falle  /  =  3,  so  sind  die  beiden  Irans- 
scendenten  Integralgleichungen 

durch  zwei  algebraische  zu  ersetzen,  die  durch  Elimination  von 
q  aus  den  drei  Gleichungen 

oder  den  rationalen 

*•  iPi  +  />,  +  /V  +  *i  —  0  »         (PiPa  +  Pa^  +  P.Pt)  =  i 

fftptplp»  +  *t  — 0 

hervorgehen.    Man  erhalt  ohne  Schwierigkeit 
nebst 

[(*•  y  -  V e +  ."o  .v  -  /'t]<==  *•  .v4-r-  (/'!  -  K  -  *%)u+ti-  Vi  > 
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wo  zur  Abkürzung 

•'•  =  Px  +  />,  +      ,    //  —  p,f>3  +  />,  />«  +  f»,  f>,  • 
Damit  folgt  sogleich 

wo  also 

ci  =  f«I  -  >•«      nnd    C,  =  i/;  -  rt 
die  beiden  Integrationsconstanten  geworden  sind. 

10. 

Mit  der  Ausdehnung  des  AtKl/schen  Theorems  auf  mehr- 
fache Integrale  haben  sich  Jacobi  (Grelle  Hd.  VIII,  S.  415)  und 
Hosenhain  (Grelle  Bd.  XK.  S.  1129,  KW))  beschäftigt. 

Tin  von  einem  einfachen  Falle  auszugehen,  seien 
a  pqo(Ji  =  0    und    ax  [jtfffj  =  0 

zwei  algebraische  Gleichungen,  durch  welche  die  Variabel n 
fi  und  q  als  algebraische  Functionen  von  o  und  (>,  bestimmt 
werden.  Nun  ist  aus  der  Theorie  der  Doppelintegrale  bekannt, 
dass 

Hpq)  «Mee*) 


oder 


Setzt  man 


■      j  ^  :<f  o".  i    (I  o  (In. 

</  dp  tiq  =  v 

b  VI 


(f  =  r*  —  S  ,    r/t  =  r*  —  sK  , 


WO  ausser  der  Variabein  />  und  r/,  in  r  und  r,  auch  (>  und  (>,  vor- 
kommen, und  oo{  in  Bezug  auf  />  und  7  von  der  Dimension  w 
resp.  fij  sein  sollen,  so  erhält  man 


r  —  ±  ys  —  ±  &  .    rf  ==  ±  )  .v,  —  ±1 
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uod 

ff  dp  dg  _  Jjf_  öjrrj 

Summirt  man  über  die  simultanen  Wurzeln  /y/t  der  Glei- 
chungen a  =  cj4  =  0  ,  so  ergibt  sich 

V  y     Hgj)  —  o 

wenn  die  Dimension  des  Zahlers  «?  *  '1  in  p  und  o  niedriger 
ist  als  die  des  Nenners    .y  g<'  .    Setzt  man  z.  B. 

wo  Ä  und  m  in  Bezug  auf  />  und  7  die  Dimension  /,  Ä,  und  ftt 
die  Dimension  /,  haben  mögen,  so  erhalt  man  für  (p  —  f/Htfn* 

_  ^  ^  —  '//>  </7  —  0  ,  wenn  m  -f  ///.  <  w  -f-  >/,  —  /  —  /  —  i  . 

Sei  insbesondere 

*o  geht  die  (i leichung 
Ulier  in 

tf  ^  t^T  'y,>  tiq  =  4 r/     +    (A| fl  +  "l  (le  dQi  ' 

also  erhält  man  für  u  —  t~— i—  : 

9  CTCT, 

uma"h  wmo,M> 
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und  nach  der  Stimulation  Uber  die  simultanen  Wurzeln  von 
u  und  a, : 

2,  =*=  dp  dq  =  0  ,    wenn  m  -f  /»,  <  /  -f  /4  —  2  . 

Setzt  man  dagegen 

so  wird 


o  =  r*  -  s  ,    u4  =  r,  -  .v,  , 


dz«    ~  <>(q«t)  d(e(>4)"<"/(?«> 
und  weiter  für  m      mt  <n  -\-  tit  —  l  —  1 1  ~  2  : 

/(</    Hz  CT 

Sei  nun  wieder 

a  =  kQ*-t-2HQ  +  v ,  r  =  ^  +  i/  =  ±cj,  cxl  =  „*_/.,,  ? 
wahrend 

tfi  =        +  /'«  > 

so  folgt 

r/;,  dq  =  2  (A9  +  »)  Ä4  de  dfc 

oder 

tpdp  dq  2y>A 

-±ä,  =  • 

1  (pq) 

mithin  für  tp  =  //'Y"' : 

£      '     dp  dq  =  0  ,    wenn    m      ///,  <  /  —  2  . 

,„/  — 

»mom' 

und  für  </)  —     .  : 

^        .7     (//>  r/</  =  0  .    wenn    m  +  w,  </  +  /,—  2  . 
ff    —  yi  w 

11. 

Wir  kehren  zur  Gleichung 

dp       _  2r/V 
rb  rar  (/'  (p) 
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des  Art.  6  zurück  und  leiten  aus  derselben  mit  Abel  einen  neuen 

q  JL.fi 

Ausdruck  für  log  -     --  ab.   Summirt  man  nach  Hinzufagung 

des  Divisors  x  —  /),  so  folgt 

y    zkdp   _g  r>  rf'r 
-X  Ij»  —  ^  x-p)a(p)  ' 

Da  hier  der  Zähler  vom  Grade  /,  der  Nenner  dagegen  vom  Grade 
il  resp.  A*  >  2/  ist,  so  bat  die  Summe  der  Partialbrüche  auf  der 

rechten  Seite  den  Werth         und  man  erhalt  die  Gleichung 

ö  X) 

v  ±dp  =a<gg 
^  [p  —  x)  nt  o(x) 

oder 

y     ±  dp  %xd'q 

Für  wachsende  Werthe  von  x  wird  ^         =  0  (weil 

oder  jpzyr^  —  mit  Ausnahme  der  Fälle  l=Ö,Jt  =  l  und 

/  =  I T  A*  =  2,  —  sich  der  Null  unbegrenzt  nähert1,  im  Einklänge 
mit  den  früher  abgeleiteten  Resultaten1). 

Die  Integration  aber  ergibt  ohne  Schwierigkeit 

wo  die  Integrationsconslante  (p  unabhängig  von  q  als  Function 
*  von  r  zu  bestimmen  ist.   Diese  Gleichung  enthält  das  von  Abel 
entwickelte  theoreme  fondamental,  welches  er  an  die  Spitze 
seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen  stellt5). 


I)  Durch  Entwickelung  nach  den  absteigenden  Potenzen  von  x  erhält 
man  auch  den  Werth  der  Summen  a,so  das  Additionstheorem 

für  die  Integrale  zweiter  Gattung, 
fj  Crelle  Band  IV,  Seite  245. 
Math.-plijf.  ClMse.  1S>9.  4 
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12. 

Die  Vergleiehung  der  beiden  Ausdrüc  ke 

=  (px  —  2*  I  - — '—L— 

/CT  (l  Of" 
—  

undf-, — —  schliessen.  Derselbe  wird  vermittelt  durch 
J  (p  —  xus 

die  von  Abel  und  Jacobi  bewiesene  Formel1) 

/§dp  C  mdx 

[p  —  x)m~~J  [x  —  j>)§~~ 

welche  das  Theorem  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und 
Amplitude  enthalt,  wahrend 

Man  braucht  bloss  nach  den  beiden  Variabein  p  und  x  zu 
diflerentiiren,  um  sich  von  der  Richtigkeit  der  Formel  zu  über- 
zeugen. Wenn  J  die  Differenz  der  beiden  Integrale  bezeichnet, 
so  wird 

und  hier  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

('»•  n)  =  1  (m  —  n)  sk_m_n_t  . 


1)  lu  der  nachgelassenen  Abhandlung  Abels  sur  une  proprio  remar- 
quable  dune  classe  tres-elcndue  de  fonctions  transscendantes  und  Jacob« 
in  Grelle  s  Journal  Band  S4,  Seite  17S  und  185  f. 
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13. 

Wie  die  Formel  für  5*1  -  ~~  -  *  das  Additionstheorem 

yj       (X  — 

der  hyperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Bezug  auf  den 
Parameter,  so  enthält  die  fUr  J?j  '^J^9  gefundene  Gleichung 

den  betreffenden  Additionssatz  in  Bezug  auf  die  Amplitude.  Um 
die  Anwendung  auf  elliptische  Integrale  zu  machen ,  setzen  wir 
/,  =  :j  resp.  k  =  i. 

Für 

1 ;  =  ara  -f-  Ix*  -f-  mx  -f-  fl  ,    g  =  A.r  -f-  » 
—  «\=  /.;>t  +  ,   ±  or4  =  A/>t  +  11 

erhält  man 


wo  x  an  die  Stelle  des  Parameters  getreten  ist ,  wahrend  die 
Wurzeln  px  pt  p3  von  s  =  q*,  welche  jetzt  die  Amplituden  der 
Inleerale  werden,  den  gleichen  Bedingungen,  wie  Art.  5  die 
Parameter,  unterworfen  sind. 

Analog  ergibt  sich  für  k  =  i  : 
5  =  .|.r*4-iira-3  +  6Cj1  +  4/)x  +  £,  q  =  axi  +  2bx  +  c  , 
r* = (ap*+**P + C)4= Ap* -f- 4 JB p1  -f-  6  C />*+4  D /H-£=  w1  , 

y,rjkjdp_  ax*  +  2bx  +  c+$ 

~J  (p-x)Tff-fpX     l0*axs  +  2bx  +  c  —  §' 

wahrend  nach  dem  Früheren,  wegen 

P,  +  P*  +  P,  +  />4  =  ^  • 

"*  aS+ibx  +  c-rJ  {a°  +  "<X)d"  "-?7  FTpil 

»x  - 

4» 


x,f±urdx         aB  —  bA  ax*  -j-  26x  +  g  +  I 

(.r-/>)£         '  i«-af  M      l°8  aar1  -J-Sox-f-c-S 
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Für  a  =  y A  wird  eine  Wurzel  p4  unendlich,  und  wegen 

ac  -f-  26'  —  3  C_  c y  1  H-  26*  —  3  C 
+  P»  +  P3  —      2(B-ab)     ~  2B-byA) 

ß 

Für  6  =  — r  wird  auch  />3  unendlich,  und  wegen 
V  1 

bc  —  D  cByA  —  AD 

Pi+P*—~ZC  —  Ut  —  ac'~    ZAC—iti1  -cyA*'' 

__  9  i       c  B  —  />  v  .1       _     i4;r*4-2Bx+  (c  +  gy>t 
OS— iP^cy?11    IOg,lo-4  +  2ÄJ-r-  (c  — g  \  A  ' 

1AC  —  ZB*    .  ,  _„  .  , 

Für  c  =   — p  wird  auch  pt  unendlich,  und  wegen 

c*  —  E     _      3/1C  —  2J?')*  —  A'E 
Pl  ~  4  (Z>  —  6e)  ~~  iA  A'D  —  ZABC+ZB3)  '' 

9A*Ci+\2ABiC—\2B*—A:iE-8AtBI> 
ly  A^VD —  ZABC-\- iBl) 

[Ax  +  B)*  —  3  (B*  —  AC)  +  SyA3 
°8  j Ax  +  Ü;f  —  3 (IT*  —  ,1  (')  —  gyA'  ' 

Auch  dieser  Ausdruck  wird  unendlich,  wenn 
ZABC  -  A*D  —  IB*  —  i% 
verschwindet.  In  diesem  Falle  erhalt  man  wegen 


u 
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yr±r(p)dp 

,J  [p  -  ar)  er  ' 


wo  p  die  Wurzeln  einer  Gleichung  von  der  Form  a\  =  (iist 
durchtauft,  wahrend  s  —  s,s4  und  aßf  ganze  Functionen  be- 
deuten, finden  sich  in  Crellbs  Journal  Bd.  III,  S.  34  3—323'), 
auch  behandelt  Abel  Bd.  VI,  S.  78  Integralsummen  von  der 
Form 


<j  p]  =/7y04-cr*rtw+o,Vtwt...  +  o(w",)*rm_lw,,,"lJ==0  , 


während  aM  =  l  und  r0  r{  •  •  r„,_t  ganze  Functionen  von  /)  mit 
variabeln  Coefficienten  bezeichnen*). 

Al>er  weit  umfassender  war  die  der  Pariser  Akademie  im 
October  1826  vorgelegte  Untersuchung  Abel's  »Memoire  sur  wie 
proprUtd  generale  d'une  classe  tres-etendue  de  fonctions  trans- 
scendantes«  (Mem.  pre's.  T.  VII,  1841 ,  vergl.  auch  den  eben  so 
kurzen  wie  berühmten  Aufsatz  in  Grelles  Journal  Bd.  IV. 

200  und  aus  dem  Nachlass  die  Abhandlung  Sur  la  com- 
poraison  des  fonctions  transscendantes)  über  Integralsummen 
von  der  Form 


1  Vergl.  J ACORI,  Crelle  Band  9,  Seite  99;  Poisson,  Crelle  Band  12, 
$e\le  89—104. 

2  Vers!.  Rani»,  Crelle  Band  24,  Seite  69—79. 


und 


wo  «in  die  Stelle  der  Gleichungen 

mi  =  s(p)    und    rar  =  r 


Digitized  by  Google 


54  W.  Scheibner, 

die  allgemeinen  algebraischen  Gleichungen 

(flu 
/)w)  =  50nr^  +  slcj^~,-fsicj'<"4  •  •    =0  (I) 

und 


g  (pm)  =  r,  nr"~ 1  -f  rf  mf*  H   =0  {«) 

getreten  sind.  Hier  bezeichnen  die  Coefficienten  s  und  r  ganze 
Functionen  von  />,  und  die  Summe  ist  auszudehnen  über  die 
gemeinschaftlichen  Wurzeln  von  (I)  und  (2),  mit  anderen  Worten 
über  die  Wurzeln  der  Gleichung  o[p)  =  0,  welche  durch  Kli- 
mination  von  cx  aus  f  und  g  erhalten  wird. 

Dadurch  bestimmen  sich  die  Wurzeln  p  als  Functionen  der 
in  den  Grössen  r  vorkommenden  Coefficienten  </,  ,  oder  unab- 
hängigen Variabein  q{  ,  und  es  ist  zu  zeigen,  dass 

rF(Pa  dP  =  S®((>«<><  -Me 

P  t> 

wird,  wenn  F  und  0  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  aus- 
drücken. 

Man  leitet  zunächst  durch  Differentiation  der  Gleichung 
a(p\  =  0  den  Ausdruck  ab 


oder 


also  auch 


ü  (p)  dp~\-d'a  =  0 

<lp  =  S<p(P  Mi  •  -)dQ  , 

11 


F(püj)dp  =  $      PQ0Qt  •    )(lQ  , 

weil  m  vermöge  I)  und  2)  rational  durch  p  und  q  bestimmt  wird. 
Summirt  man  Uber  silmmtliche  Wurzeln  />,  so  folgt 

2^F(PGj)dp  =  S(l(>2yip{P(>o<>i  "'=S  •  , 

p  a  p 

*  V 

weil  die  s\  mmetrische  Summe  ~  ip  rational  durch  die  Coefti- 

p 

cienten  in  s  gegeben  ist,  welche  mit  den  Coefficienten  r/,  rational 
von  den  Variabein  abhängen.  Mithin  werden  die  Functionen 
Ftp  ip  und  (D  gleichzeitig  rationaly  und  es  ergibt  sich  nunmehr, 
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da  beide  Seiten  der  Gleichung  zugleich  vollständige  Diffe- 
rentiale enthalten,  durch  Integration  das  berühmte  Abetsche 
Theorem,  dass 

J*J*F(pm)dp  =  u-t-  J£k  log  v  , 

wo  u  und  v  rationale  Functionen  der  q  und  die  Coefficienten 
A-  Constanten  bedeuten. 

15. 

Riemann  hat  spater  bewiesen  Crelle  Bd.  54,  S.  131),  dass 

rF(pü,)dp  =  0  , 

wenn  das  Product  F[p  BT)  r-2-  =  G[  p    uj  I  eine  yunzc  Function 

von  />  und  er  ausdrückt,  deren  Grad  in  Bezug  auf  jedes  der 
beiden  Argumente  um  mindestens  zwei  Einheiten  niedriger  ist, 
als  der  Grad  von  /'.  Ueberhaupt  ist  seit  Abel  und  Jacobi  durch 
die  Arbeiten  von  Mathematikern  wie  Göpel,  Rosenhain,  Hermite, 
Weierstrass,  Riemann,  Clebsch,  Neimann  und  vielen  Anderen  die 
Theorie  der  Integrale  algebraischer  Functionen  und  deren  Um- 
kehrung mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  mehrerer  Variabein 
wesentlich  weiter  gefördert  worden. 

Zur  Ausdehnung  des  allgemeinen  ABEL'schen  Theorems  auf 
Doppel  integrale  gehen  wir  von  zwei  algebraischen  Gleichungen 

fipqntWi)=* 0  ,    fjipqram,  =  0 

aus,  wodurch  m  und  pt,  algebraische  Functionen  von  p  und  q 
werden.    Wenn  dann 

als  rationale  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  £n  e4 
eingeführt  werden,  so  gehen  /'  und  g  über  in 

<*{P  9  9i)  =  0    und    at  lP  9  Qi)  =  0  ) 

und  es  wird 

h  [p  q  m  m%)  dp  dq  =  £    ^  ^— j  d<4  ,/<>,  . 
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Summirt  man  nun  Uber  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der 
Gleichungen  a  —  ax  =  0,  deren  Coefficienlen  von  den  rational 
abhangen,  so  erhalt  man 

>J  F(p  q  rar  mt)dp  dq  =  S       [Mt  '         (l9k  . 

pq  ik 

wo  die  rationale  Function 

0  [p  q] 

Bei  der  Integration  bleibt  natürlich  im  gegebenen  Falle  der  In- 
tegrationsbereich einer  näheren  Untersuchung  zu  unterwerfen. 
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Im  Anschluss  an  meine  früheren  Untersuchungen  Uber 
elastische  Nachwirkung  und  Magnetismus  erlaube  ich  mir  im 
Folgenden  einige  weitere,  in  meinem  Laboratorium  ausgeführte 
Beobachtungen  hierüber  mitzutheilen. 

I.  Vertheilnng  der  Momente  in  tordirten  Eisendrähten. 

Wird  ein  Draht  am  einen  Ende  befestigt,  und  das  andere 
Ende  desselben  hin  und  her  tordirt,  so  ist  von  vom  herein 
kein  Grund  vorhanden,  dass  die  Torsion  sich  nicht  Uber  alle 
L^ngstheile  des  Drahtes  gleichmassig  verbreiten  sollte,  wenn- 
gleich eine  Reihe  von  Untersuchungen  das  Gegentheil  ergeben 
zu  haben  scheint. 

Die  Bestimmung  der  magnetischen  Momente  der  einzelnen 
Stellen  eines  derartig  tordirten  Eisendrahtes  liefert  eine  ein- 
fache, wenn  auch  indirecte  Methode,  die  Frage  experimentell  zu 
entscheiden.  Eisendrahte  von  2,5  mm  Dicke  und  50  cm  Lange 
wurden  einerseits  in  der  drehbaren  Klemme  des  früher  *)  be- 
schriebenen Torsionsapparates  eingeklemmt.  Andererseits  wur- 
den sie  in  eine  am  einen  Ende  eines  6  mm  dicken  und  4  0  cm 
langen  Messingstabes  axial  gebohrte  Höhlung  eingeschoben  und 
daselbst  mittelst  seitlicher  Schrauben  festgehalten.  Der  Stab 
wurde  coaxial  zum  Draht  in  die  feste  Klemme  des  Torsions- 
apparates eingeklemmt.  Auf  einem  besonderen  Lager  vor  der 
beweglichen  Klemme  und  auf  dem  etwas  verjüngten,  dem 
Eisendraht  zugekehrten  Ende  des  Messingstabes  ruhte  eine  dem 
Eisendraht  coaxiale,  in  cm  getheilte,  7  mm  weite  Messingröhre, 


l,  G.  W.  Wied.  Ann.  27  p.  382,  4886. 
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auf  welcher  sieh  eine  ö  mm  lange,  kleine  Inductionsspirale  von 
1 0  mm  äusserem  Durchmesser  und  etwa  200  Windungen  von 
0,22  mm  dickem  Ubersponnenen  Kupferdraht  mittelst  einer  daran 
befestigten  Schnur  schnell  von  einer  beliebigen  Lage  bis  über  das 
Ende  des  Eisendrahtes  hinaus  verschieben  Hess.  Der  Apparat 
war  in  ostwestlicher  Lage  vor  dem  Magnetspiegel  des  von  mir 
construirten  Spiegelgalvanometers  aufgestellt,  dessen  Bollen  mit 
den  Enden  der  Inductionsspirale  verbunden  waren.  Der  Eisen- 
draht wurde  entweder  vor  dem  Einspannen  in  den  Apparat  in 
einer  50  cm  langen  und  2,5  cm  weiten  Spirale  uiagnetisirt,  in 
welcher  der  magnetisirende  Strom  auf  alle  Theile  desselben 
möglichst  gleichförmig  wirkte,  oder  er  war  auch  in  dem  Tor- 
sionsapparat selbst  von  einer  solchen  Spirale  umgeben,  in  deren 
Innerem  sich  die  Inductionsspirale  verschieben  Hess,  und  wurde 
so  ohne  Ortsveründerung  magnetisirt.  Dabei  wurde  der  magne- 
tisirende Strom  nie  plötzlich  geschlossen  oder  geöffnet,  sondern 
mittelst  des  vom  Verf.  construirten  Regulirelementes1)  allmählich 
bis  zur  gewünschten  Höhe  gesteigert  und  wieder  fasl  auf  Null 
reducirt.  Erst  dann  wurde  ein  in  die  Schliessung  eingefügter 
Schlüssel  vollends  geöffnet.  Die  durch  die  Einwirkung  des 
Stromes  hervorgerufene  Ablenkung  des  Magnetspiegels  wurde 
durch  Annäherung  eines  Magnets  von  der  entgegengesetzten 
Seite  her  compensirt.  Die  Verschiebung  der  Inductionsspirale 
ging  bei  jedem  Versuch  so  weit  über  das  Ende  des  Eisendrahtes 
zur  Seite  der  festen  Klemme  hinaus,  dass  weitere  Verschie- 
bungen die  Inductiort  nicht  mehr  änderten. 

In  den  folgenden  Tabellen  bezeichnen  die  Zahlen  z  den 
Abstand  der  Mitte  der  Inductionsspirale  vor  der  Verschiebung 
von  dem  in  der  beweglichen  Klemme  befindlichen  Ende  des 
Drahtes,  die  Werthe  w,  n,  die  den  Inductionsstössen  entsprechen- 
den Ablenkungen  des  Magnetspiegels  in  Scalentheilen  (Milli- 
metern}. Die  Ableseseala  war  von  demselben  1700  mm  ent- 
fernt. 

1)  G.  W.  Wied.  Ann.  27  |».  IM,  1886. 


Digitized  by  Google 


Magnetische  Uktersichingex. 


59 


I. 


nichl  tordirt 

tordirt  um  90° 

zurücktordirt 
auf  0° 

nochmals 
tordirt  auf  270° 

2 

n 

«, 

n,/n 

"„ 

njn 

nm 

"„> 

M 

31 

13 

0,378 

48 

0 

2 

0,096 

5 

52 

22 

0,443 

18.5 

0,356 
0,388 

6,5 

0,425 

40 

67 

28 

0,418 

26 

8 

0,419 

45 

80 

34 

0,425 

31 

0,387 

9,5 

0,149 

20 

87 

37 

0,425 

33 

0,379 

40 

0,448 

25 

87 

37 

0,425 

33 

0,379 

10 

0,448 

30 

86 

37 

0,430 

31 

0,362 

9,5 

0,4  M 

35 

77 

31 

0,403 

26,5 

0,344 

7,5 

0,099 

40 

62 

24 

0,387 

11,5 
13,5 

0,347 
0,319 

7 

0,113 

45 

41 

45 

0,366 

4 

0,097 

50 

7 

2 

3,5 

4 

II. 
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Die  Curventafel  Fig.  I  enthält  die  hier  beobachteten  Werthe; 
die  Abscissen  entsprechen  den  Werthen  z,  die  Ordinaten  der 
Curven  I,  •»  lb,  1C,  2,  2»,  tl\  ic  den  Werthen  »,  w,„  n,„  für 
die  beiden  Reihen. 

Hiernach  ändert  sich  das  magnetische  Moment  der  ein- 
zelnen Stellen  der  Drähte,  welches  einer  Kettenlinie  entspricht, 
bei  der  Torsion,  der  darauf  folgenden  Detorsion  und  bei  er- 
neuter Torsion  nahezu  in  gleichem  Verhältniss.  Die  Abwei- 
chungen hiervon  an  den  Enden  beruhen  darauf,  dass  dieselben 
in  die  betreffenden  Klemmen  eingespannt  und  nicht  mit  tordirt 
werden. 

Bei  anderen  Versuchen  wurde  ein  Strom  durch  den  in  den 
Torsionsapparat  eingespannten  Draht  direct  hindurch  geleitet 


Digitized  by  Google 


60 


G.  WlEDKMANN. 


und  nach  dem  Oeffnen  desselben  die  Yertheilung  der  perma- 
nenten magnetischen  Momente  durch  die  Inductionsspirale  be- 
stimmt. Dieselben  ergaben  sich  fast  verschwindend  klein, 
ebenso  wie  aus  der  Ablenkung  des  Magnetspiegels  das  Gesammt— 
moment  des  Drahtes  in  axialer  Richtung.  Darauf  wurde  der 
Draht  um  90°  tordirt,  wobei  die  den  Inductionsstössen  ent- 
sprechenden Ausschlüge  an  verschiedenen  Stellen  3  des  Stabes 
gleich  n  waren.  Beim  Zurucktordiren  auf  Null  waren  dieselben 
wieder  fast  verschwindend,  beim  neuen  Tordiren  auf  90°  gleich 
f?, ,  bei  weiterem  Tordiren  auf  270°  gleich  »2.  So  ergab  sich : 


I.  II. 
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Die  den  Beobachtungsreihen  I  entsprechenden  Curven  sind 
in  Fig.  I  punktirt  gezeichnet. 

Auch  hier  folgen  die  Momente  der  einzelnen  Stellen  der 
tordirten  Stabe  dem  Gesetz  einer  Kettenlinie. 

Durch  die  mechanische  Kraft  der  Torsion  werden  demnach 
die  Elemente  alle  gleich  stark  aus  ihrer  magnetischen  Lagen  ge- 
dreht, ganz  wie  durch  eine  «lussere,  auf  alleTheile  gleich  intensiv 
wirkende  magnetisirende  Kraft.  Nacher  stellen  sie  sich  weiter 
durch  ihre  gegenseitige  Wechselwirkung  in  beiden  Fullen  nach 
dem  gleichen  Gesetze  ein. 

Wenn  von  verschiedenen  Beobachtern  gefunden  worden 
ist.  dass  Driihte  bei  Hin-  und  Herdrillungen  sich  davon  abwei- 
chend verhalten,  so  liegt  dies  jedenfalls  theils  an  Ungleichheiten, 
welche  sie  bereits  vordem  Tordiren  besassen,  theils  an  solchen, 
welche  sie  durch  die  Torsionen  erhalten,  wobei  die  Uingsfasern 
aneinander  geprosst  werden,  je  nach  ihrem  Abstand  von  der 
Axo  permanent  verschieden  stark  gedehnt  werden,  bez.  zer- 
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reissen  können  und  so  das  Geftlge  völlig  geändert  wird.  Darauf 
beruht  auch  u.  a.  das  von  mir  beobachtete  anomale  Ver- 
halten hin-  und  hergedrillter  dicker  Kupferstäbe»). 

2.  Vertheilung  der  magnetischen  Momente  in  theilweise 
entmagnetisirten  Stahlstäben. 

Die  vorstehenden  Versuche  legen  es  nahe,  auch  die  Ver- 
iheilung  der  magnetischen  Momente  in  einem  Magnetstab  zu 
untersuchen,  w  elcher  nach  einander  entgegengesetzt  magneti- 
renden  Kräften  unterworfen  worden  ist. 

Dergleichen  Versuche  sind  schon  im  Jahre  1 876  von  Herrn 
BoiTT5)  angestellt  worden.  Er  hat  um  permanent  magnetisirte 
Stahlstäbe  in  einer  Spirale  Ströme  geleitet,  welche  den  magneti- 
>irenden  entgegengerichtet  waren  und  während  des  Andauerns 
derselben  die  Vertheilung  der  Momente  in  dem  Stabe  durch  eine 
Inductionsspirale  bestimmt. 

Die  Curven  Fig.  2  geben  diese  Vertheilung  jenachdem,  wie 
Herr  Bolty  sich  ausdrückt,  die  temporäre  Magnetisirung  T  oder 
die  permanente  P  überwiegt.  Für  T  =  P  wäre  also  das  unter 
Einfluss  des  entmagnetisirenden  Stromes  erzeugte  Moment  in 
der  Mitte  des  Stabes  Null,  für  T  ]>  P  negativ,  gegen  das 
Ende  desselben  hin  aber  positiv.  Numerische  Daten  hierüber 
sind  nicht  beigefügt.  Es  schien  demnach  zweckmässig,  auch 
diese  Punkte  etwas  näher  zu  beleuchten.  Die  Versuche  wurden 
in  folgender  Weise  angestellt: 

Auf  einem  Holzbrett  lag  eine  Spirale  von  50  cm  Lange, 
16  cm  äusserem,  7  cm  innerem  Durchmesser  mit  ihrer  Axe  in  ost- 
westlicher Richtung  vor  dem  Spiegelgalvanometer.  Zwischen 
zwei  auf  die  Enden  des  Brettes  aufgesetzten  Lagern  war  axial 
zur  Spirale  eine  60  mm  lange,  innen  1,05  cm  weite,  aussen  po- 
lirte  Röhre  von  dünnem  Messing  befestigt,  in  welche,  der  Mitte 
der  Spirale  entsprechend,  30  cm  lange  und  1  cm  dicke  Stahl- 
Mäbe  eingeschoben  waren,  die  daselbst  durch  vorgeschobene 
Glasstäbe  und  Korke  festgehalten  wurden.  Auf  der  Messing- 
röhre verschob  sich  eine  0,8  cm  lange  und  aussen  \  cm  weite 

1  G.  W.  Wied.  Ann.  6  p.  540,  4  879. 

i  Boctt,  Ann.  scient.  de  l'ecole  normale  («)  5  p.  152,  1876.  Wiede- 
■  05(  Electr.  3  p.  528. 
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Inductionsspirale  von  dünnem  Draht,  welche  durch  mit  Kaut- 
schuk isolirte  Drähte  mit  den  Spiralen  des  Spiegelgalvanometers 
in  Verbindung  stand.  Die  Magnetisirungsspirale  war  so  lang  und 
weit,  dass  man  die  magnetische  Scheidungskraft  für  den  ganzen 
Stahlslab  fast  als  constant  ansehen  konnte.  Die  durch  dieStröme  in 
ihr  verursachten  Ablenkungen  des  Magnetspiegels  wurden  durch 
einen  vor  demselben,  von  dem  gleichen  Strome  durchllossenen, 
vertical  und  horizontal  zu  stellenden  Drahtring  compensirt.  wie 
ich  dies  bereits  früher »]  beschrieben  hiibe. 

Durch  Herunterschlagen  des  Ringes  konnte  zugleich  aus 
der  dabei  erfolgenden  Ablenkung  des  Spiegels  die  Stromstarke 
bestimmt  bez.  auf  ihre  Constanz  wahrend  jeder  Versuchsreihe 
untersucht  werden.  Auch  die  Ablenkung  durch  den  in  der  Spi- 
rale magnetisirten  Stab  wurde  durch  einen  genäherten  Magnet- 
stab compensirt.  Stets  wurde  die  Intensität  des  magnetisiren- 
den  Stromes  durch  das  Regulirelement  langsam  bis  zur  ge- 
wünschten Höhe  gesteigert  und  ebenso  langsam  bis  auf  Null 
reducirt,  um  den  Einfluss  störender  Induetionsströme  zu  ver- 
meiden. Die  Inductionsspirale  wurde  mittelst  eines  auf  der 
Messingröhre  verschiebbaren  und  an  einem  Maassstab  be- 
festigten Ringes  Uber  die  verschiedenen  Stellen  des  Magnet- 
stabes gebracht  und  dann  schnell  durch  eine  Schnur  so  weit 
hinausgezogen,  dass  eine  weitere  Verschiebung  keinen  Einfluss 
mehr  hatte. 

Diese  Versuche  wurden  angestellt  sowohl  während  der 
entmagnetisirende  Strom  geschlossen  war,  als  auch  nach  dem 
Oeffnen  desselben. 

In  den  folgenden  Tabellen  steht  unter  PQ  das  ursprüngliche 
dem  ganzen  Stab  ertheilte,  aus  der  directen  Ablenkung  des 
Magnetspiegels  abgeleitete  permanente  Moment,  unter  Tx.  Pu 
T2,  P-2  u.  s.w.  die  unter  Einfluss  des  magnetisirenden  Stromes  oder 
auf  Aufhebung  desselben  erzeugten  temporaren  oder  perma- 
nenten Gesammtmomente  desselben,  wobei  nicht  in  allen  Fallen 
die  correspondirenden  Reihen  von  T  und  P  bestimmt  wurden. 
Die  Columne  z  enthalt  die  Abstände  der  einzelnen  Stellen,  über 
welchen  die  Mitte  der  Inductionsspirale  lag.  von  der  Mitte  des 
Stabes  in  Centimetern,  die  Columnen  /  und  p  geben  die  bei 
Verschiebung  derselben  erhaltenen,  den  temporaren  und  per- 


4)  G.  W.  Wied.  Ann.  27  p.  383,  1886. 
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manentcn  Momenten  der  betreffenden  Stellen  des  Stabes  ent- 
sprechenden Inductionsausschläge  des  Magnetspiegels. 

Von  den  vielen  in  dieser  Art  angestellten  Versuchen  mag 
es  gentlgen?  nur  die  folgenden  anzuführen.  Die  übrigen  geben 
damit  ganz  übereinstimmende  Resultate. 
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IIa.  Weicher  Stahlstab  Nr.  I . 
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In  den  beifolgenden  Curven  Fig.  3*,  3b,  4  sind  nach  den  vor- 
stehenden Tabellen  die  Werthe  für  den  harten  Stahlstab  und 
den  weichen  Stab  Nr.  2  graphisch  verzeichnet.  Als  Abscissen 
dienen  die  Werthe  s,  als  Ordinaten  die  Werthe  t  und  p.  Die 
ausgezogenen  Curven  entsprechen  den  Momenten  beim  Ent- 
magnetisiren,  die  punktirten  denen  beim  erneuten  Magnetisiren. 

Aus  diesen  Daten  folgt  zunächst  für  harte  Stahlstabe : 

Während  des  Einflusses  entgegengesetzt  magne- 
tisirender  Kräfte  nach  einer  permanenten  Magnetisirung 
nimmt  das  Moment  der  Stühe  an  allen  Stellen  ab,  und  zwar  am 
Ende  stärker,  als  in  der  Mitte,  so  dass  bei  einer  gewissen  Stärke 
der  entmasmetisirenden  Kraft  die  Mitte  des  Stabes  noch  im 
Sinne  der  ursprünglichen  Magnetisirung  »positiv«  magnetisirt 
erscheint,  die  dem  Ende  näher  liegenden  Theile  schon  entgegen- 
gesetzt, negativ  magnetisch  sind.  Gegen  das  Ende  des  Stabes 
hin  nimmt  auch  diese  negative  Magnetisirung  ab.  Ist  das  Mo- 
ment des  ganzen  Stabes  auf  Null  reducirt,  so  ist  er  in  der  Mitte 
noch  positiv,  an  den  Endtheilen  negativ.  Ist  das  Moment  des 
mittleren  Theiles  des  Stabes  auf  Null  reducirt,  so  ist  das  Ge- 
sainratmoment  des  Stabes,  ebenso  wie  die  Momente  der  End- 
theile.  negativ. 

Bei  stärkeren  entmagnetisirenden  Kräften  nimmt  dagegen 
die  negative  temporäre  Magnetisirung  der  mittleren  Theile 
schneller  zu,  als  die  der  Endtheile,  bis  sich  allmählich  bei  noch 
Märkeren  Kräften  eine  ähnliche  Vertheilung  der  negativen  Mo- 
mente herstellt,  wie  durch  einen  gleichgerichteten  Strom  in 
einem  frisch  magnetisirten  Stab. 

Die  permanenten  Momente  nach  Aufheben  der  ent- 
magnetisirenden Kraft  nehmen  in  ähnlicher  Weise  ab. 
Der  permanente  Gesammtmagnetismus  des  Stabes  ist  Null,  wenn 
der  temporäre  aberall  negativ  und  bereits  so  ziemlich  nach  den 
Gesetzen  für  die  temporäre  Magnetisirung  eines  frischen  Stabes 
vertheilt  ist.  Bei  weiterer  schwacher  Entmagnetisirung  sind  die 
permanenten  Momente  in  der  Mitte  am  kleinsten  und  wachsen 
eegen  das  Ende,  um  an  demselben,  wie  selbstverständlich,  Null 
tu  werden.  Bei  stärkeren  Entmagnetisiningen  nähert  sich  die 
Vertheilung  der  nunmehr  negativen  permanenten  Momente  eben- 
falls derjenigen  in  frisch  magnetisirten  Stäben. 

Bei  weichen  Stahlstäben  erfolgen  die  Vertheilungen  im  We- 
sentlichen nach  analogen  Gesetzen. 

JI*tlL-pbvf.  CUsse  1SS9.  3 
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Die  Erklärung  dieser  Erscheinungen  scheint,  wenigstens  in 
qualitativer  Beziehung,  keine  besonderen  Schwierigkeiten  zu 
bieten. 

In  dem  ursprunglich  permanent  magnetisirten  Stab  sind 
alle  Molekularmagnete  mit  ihren  z.  B.  Nordpolen  nach  einer, 
etwa  der  positiven  Seite,  gewendet  und  durch  ihre  Wechselwir- 
kung sind  die  Axen  der  mittleren  Moleküle  mehr  axial  gerichtet, 
als  die  der  Endmoleküle.  Desshalb  kann  eine  entgegengesetzt 
wirkende,  negativ  gerichtete,  axiale  magnelisirende,  nicht  zu 
starke  Kraft  die  mittleren  Moleküle  weniger  aus  dieser  Lage 
drehen,  als  die  letzteren ;  demnach  bewahren  erstere  in  Folge  ihrer 
stärkeren  Wechselwirkung  mehr  ihre  anfängliche  positive  axiale 
Lage.  Somit  können  die  Endmoleküle  umgekehrt,  negativ 
gerichtet  werden,  während  die  mittleren  noch  positiv  gelagert 
sind.  Werden  aber  die  entmagnetisirenden  Kräfte  so  stark,  dass 
alle  Moleküle  des  Stabes  über  die  Nulllagen  hinaus  entgegenge- 
setzt gedreht  werden,  so  stellen  sie  sich  in  Folge  ihrer  Wechsel- 
wirkung mehr  und  mehr  so  ein,  wie  wenn  die  entmagnctisi- 
rende  Kraft  für  sich  von  vorn  herein  auf  den  noch  unmagneli- 
schen  Stab  gewirkt  hätte. 

Beim  Oeffnen  des  entmagnetisirenden  Stromes  treten  ana- 
loge Verhältnisse  für  den  permanenten  Magnetismus  ein,  indem 
die  Moleküle  mehr  oder  weniger  in  ihre  Lagen  vor  Einwirkung 
jenes  Stromes  zurückkehren.  Bei  schwachen  Entmagnetisirun- 
gen,wo  die  mittleren  Moleküle  noch  nicht  oder  nur  w  enig  über  die 
Nulllagen  hinaus  temporär  in  die  negativen  Lagen  gedreht  sind, 
kehren  sie  in  Folge  dessen  nach  dem  Oeffnen  des  Stromes  wie- 
der in  ihre  positive  Lagen  zurück ;  auch  werden  die  noch  abge- 
lenkten, aber  nicht  ganz  über  die  Nulllage  nach  der  positiven 
Seite  zurückkehrenden  Endmoleküle  durch  die  Wechselwirkung 
der  Theilchen  in  dieselbe  zurückgeführt.  Sind  aber  durch  starke 
entmagnetisirende  Kräfte  auch  die  mittleren  Theile  stark  in  die 
negativen  Lagen  gerichtet  worden,  so  dass  sich  in  Folge  der 
Wechselwirkung  der  Moleküle  die  Vertheilung  des  temporären 
Magnetismus  schon  der  in  einem  frisch  magnetisirten  Stabe 
nähert,  so  können  beim  Oeffnen  des  Stromes  jene  mittleren 
stark  gerichteten  Theile  event.  nicht  mehr  in  ihre  positiven 
Lagen  zurückkehren,  sie  behalten  negative  Momente,  während 
dies  die  weniger  stark  gerichteten  Moleküle  noch  thun  können, 
also  wiederum  positive  Momente  zeigen.   Sind  endlich  die  ent- 
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magnetisirenden  Kräfte  sehr  stark,  die  Moleküle  sehr  stark  negativ 
gerichtet,  und  ist  somit  die  temporäre  Vertheilung  mehr  als  vorher 
wie  die  in  einem  frischen  Stabe,  so  tritt  beim  Oeffuen  auch  das- 
selbe ein,  wie  in  einem  solchen:  der  ganze  Stab  ist  permanent 
entgegengesetzt  magnetisirt.  und  zwar  in  der  Mitte  am  stärksten. 

3.  l'eber  die  anomale  Magiietisiruiig. 

Wird  der  einen  Eisenkern  magnetisirende  Strom  plötzlich 
unterbrochen,  so  behalt  der  Kern  häufig  ein  schwächeres  per- 
manentes Moment,  als  bei  allmählicher  Unterbrechung.  Ist  d«is 
Dimensionsverhültniss  Lange  Dicke  des  Kernes  relativ  klein,  so 
ist  nach  den  werthvollen  Beobachtungen  des  Herrn  von  Walten- 
hofen 1  die  Polarität  hierbei  zuweilen  die  entgegengesetzte  von 
der.  welche  man  zufolge  der  Richtung  des  magnetisirenden 
Stromes  erwarten  sollte.  Bei  langsamem  Verschwinden  des 
Stromes  zeigt  sich  die  Erscheinung  nicht.  Sie  stimmt  ganz  mit 
der  zuerst  von  Savary  beobachteten  anomalen  Magnetisirung  von 
Stahlnadeln,  welche  sich  senkrecht  zum  Entladungsdraht  der 
Levdener  Batterie  in  verschiedenen  Abstanden  von  demselben 
befinden. 

Herr  von  Waltenhofen  erklärt  diese  Erscheinung  in  völ- 
liger Uebereinstimmung  mit  der  Annahme  um  ihren  Schwer- 
punkt drehbarer  Molekularmagnele,  welche  nach  der  Ablenkung 
durch  den  magnetisirenden  Strom  beim  langsamen  Oefl'nen  des- 
selben auch  langsam  in  ihre  nach  der  Seite  jener  Ablenkung  hin 
liegende  permanente  Gleichgewichtslage  zurückkehren,  beim 
schnellen  Oetfnen  aber  über  diese  und  sogar  auch  über  die 
neutrale  Ruhelage  hinausschwingen  könnten  und  in  Folge  der 
Reibung  dann  eine  entgegengesetzte  Ablenkung  behalten. 

Indess  ist  es  fraglich,  ob  die  Drehungen  der  Molekular- 
magnete nicht  Uberhaupt  bei  ihrer  grossen  Reibung  in  der  Masse 
iles  Eisens  aperiodisch  erfolgen.  Es  könnten  dann  immer  noch 
bei  schnellem  Schluss  des  magnetisirenden  Stromes  die  schneller 
bewegten  Molekularmagnete  sich  weiter  den  durch  die  jewei- 
ligen Kräfte  gebotenen  Gleichgewichtslagen  zudrehen,  als  bei 
langsamem  Schluss.  ohne  dass  sie  dieselbe  vollständig  erreichen. 
Letzteres  zeigt  sich  bekanntlich  daran,  dass  beim  Erschüttern 
die  temponire  Magnetisirung  in  beiden  Fallen  noch  steigt.  In 

IJ  A.  Waltenhofen,  Wien.  Ber.  48  (1)  p.  564,  1863. 
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gleicher  Weise  würden  die  Molekularmagnete  bei  langsamen* 
oder  schnellem  Oeffnen  der  permanenten  Gleichgewichtslage 
mehr  oder  weniger  sich  zuneigen,  ohne  auch  in  diese  vollständig 
überzugehen 

Ehe  die  Hypothese  von  Herrn  von  Waltenhofen,  weicher 
sich  auch  Herr  Fromme  (l.  c.)  nach  seinen  mannigfachen  Ver- 
suchen anschliesst,  als  erwiesen  oder  widerlegt  anzusehen  ist. 
muss  zunächst  der  Einfluss  der  übrigen,  eine  anomale  Magneti- 
sirung  möglicher  Weise  bedingenden  Ursachen  genau  studirt 
und  eliminirt  werden.  Als  solche  habe  ich  deren  zwei2)  ange- 
geben, erstens  die  in  der  Magnetisirungsspirale  im  Moment  des 
Oeffnens,  wie  bei  der  Batterieentladung,  eventuell  oscillatorisch 
verlaufenden  Extraströme,  zweitens  die  Induclionsströme  in  der 
Masse  des  Eisens  selbst. 

Bei  den  Versuchen  des  Herrn  Peickert3)  sind  die  oscillatori- 
schen  Entladungen  in  der  Magnetisirungsspirale  insofern  beseitigt 
worden,  als  dieselbe  vor  dem  Oeffnen  des  hindurchgeleiteten 
Stromes  durch  einen  kurzen  dicken  Leiter  in  sich  geschlossen 
wurde.  Die  anomale  Magnetisirung  zeigte  sich  dennoch,wennauch 
nur  in  einzelnen  nicht  genau  definirten  Fallen  unregelmässig  unter 
den  gleichen  Bedingungen,  wührend  der  Rückstand  meist  Null, 
selten  positiv  war.  Aehnliche  Versuche  sind  schon  früher  von 
Fromme4)  angestellt  worden.  Es  bleibt  indess  noch  der  Einfluss 
der  in  der  Eisenmasse  inducirten  Ströme  zu  eleminiren,  welcher 
meines  Erachtens  nicht  ohne  Weiteres  zu  vernachlässigen  ist5). 

Die  Untersuchung  ist  deshalb  von  Neuem  in  meinem  Labo- 
ratorium aufgenommen  worden.  Ein  Theil  der  Versuche  ist  mit 
grosser  Sorgfalt  von  Herrn  Dr.  Pi.essner  ausgeführt  worden. 
Dabei  ist  das  Gebiet  der  Versuche  in  der  Erwügung  erweitert 
worden,  dass,  wenn  die  Erklärung  des  Herrn  von  Waltenhofen 
richtig  wäre,  nach  Elimination  der  störenden  Einflüsse  nicht  nur 
bei  plötzlicher  Aufhebung  schwacher  magnetisirender  Kräfte 
eine  anomale  permanente  Magnetisirung  zurückbleiben  sollte, 

1)  Diese  Verhältnisse  dürften  von  Herrn  Fromme  (Wied.  Ann.  33  p.  236, 
4  881;  nach  meinen  früheren  Ausführungen  nicht  ganz  meinen  Ansichten 
entsprechend  aufgefasst  worden  sein. 

2)  G.  W.  Wiei.emann,  fclcctr.  4  p.  279  Z.  <  1— 17,  1885;  und  nicht  nur 
die  erste  f vgl.  Fromme  1.  c.J. 

3)  Pei  ckert,  Wied.  Ann.  88  p.  291,  1888. 

4)  Fromme,  Wied.  Ann.  o  p.  345,  1878;  18  p.  442,  1 883. 

5)  Peickert  I.  c.  p.  296. 
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sondern  auch  bei  schnellem  Verschwinden  stärkerer  Kräfte  die 
Moleküle  weiter  in  ihre  magnetischen  Lagen  zurückschwingen 
mUssten,  als  bei  langsamem  Verschwinden,  und  so  das  perma- 
nente Moment  in  diesen  Fällen  vermindert  erschiene.  Ebenso 
konnte  aus  demselben  Grunde  ein  vorhandenes  permanentes 
Moment,  welches  durch  eine  magnetisirende  Kraft  vorüber- 
gehend gesteigert  würde,  beim  schnellen  Aufheben  derselben 
vermindert  werden. 

Die  verschiedenen  Eisenkerne  wurden  in  der  Mitte  einer 
$50  mm  langen,  innen  70  mm,  aussen  150  mm  weiten  Magneti- 
sirungsspirale  magnetisirt,  welche  10  Schichten  von  je  60  Win- 
dungen von  4  mm  dickem,  baumwollbesponnenen  Kupferdraht 
enthielt.  Die  Spirale  war  bei  den  ersten  Versuchsreihen  mit  ihrer 
Axe  in  ostwestlicher  Richtung  in  einem  Abstand  von  448  mm 
von  ihrer  Mitte  vor  dem  magnetisirten,  stark  gedämpften  Stahl- 
spiegel des  vom  Verf.  construirten  Spiegelgalvanometers  hori- 
zontal hingelegt.  Durch  dieselbe  wurde  ein  Strom  geleitet, 
dessen  Intensität  an  einer  in  den  Stromkreis  eingeschalteten 
Tangentenbussole  von  bekanntem  Reductionsfactor  gemessen 
wurde.  Derselbe  betrügt  3,64.  Hieraus  konnte  die  im  Innern 
der  Spirale  wirkende  Scheidungskraft  berechnet  werden,  wel- 
che für  einen  Strom  Eins  in  der  Mitte  gleich  275,2  ist,  und 
sich  bis  zu  6  cm  von  derselben  in  axialer  Richtung  um  etwa 
0.5  %,  in  äquatorialer  Richtung  bis  zu  i  cm  von  der  Axe  um 
etwa  3,7  %  ändert. 

Durch  die  schon  früher  beschriebene  Compensationsvor- 
richlung  wurde  die  Ablenkung  des  Magnetspiegels  durch  den 
Strom  in  der  Spirale  allein  neutralisirt.  Die  beim  Einlegen  von 
Eisenkernen  in  die  Spirale  sich  ergebenden  Ablenkungen  des- 
selben wurden  an  einer  1880  mm  vom  Magnetspiegel  entfernten 
Scala  mittelst  Fernrohres  abgelesen. 

Die  ersten  Versuche  dienten  dazu,  die  Verhältnisse  darzu- 
legen, wenn  in  dem  Kerne  der  Magnetisirungsspirale  oscilli- 
rende  Entladungen  auftreten  konnten  oder  nicht.  Zuerst  wurde 
hierzu  mittelst  eines  in  den  Stromkreis  eingeschalteten  Regulir- 
elernentes  die  Intensität  des  Stromes  auf  einen  bestimmten 
Werth  gebracht  und  ebenso  langsam  auf  Null  vermindert.  Die 
Maximalintensität  des  magnetisirenden  Stromes  sei  J.  das  durch 
die  Ablenkung  des  Bussolenspiegels  in  Scalentheilen  gemessene 
permanente  Moment  der  Kerne  Pl .  —  Darauf  wurde  der  Strom 
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langsam  auf  die  gleiche  Höhe  gesteigert ,  aber  schnell  durch 
Herausheben  einer  Metallspitze  aus  einem  Quecksilbernapf  un- 
terbrochen. Das  permanente  Moment  dabei  sei  Ps .  —  Um  die 
Wirkungen  oscillirender  Entladungen  zu  untersuchen,  wurden 
bei  einer  weiteren  Beobachtungsreihe  die  Enden  der  Magnetisi- 
rungsspirale  mit  den  Belegungen  einer  Batterie  von  4  Franklin- 
schen  Tafeln  von  3  mm  Glasdicke  und  insgesammt  4  X  43,5 
X  54,5  =  94840  qcm  belegter  Oberflüche  verbunden.  Beim 
Oeffnen  des  Stromkreises  ladet  sich  dieselbe  und  entladet  sich 
durch  die  Spirale.  Auch  hierbei  wurden  die  permanenten  Mo- 
mente Pci  bei  langsamem  und  Prs  bei  schnellem  Oeffnen  des 
Stromkreises  bestimmt.  —  Endlich  waren  bei  einer  dritten, 
ebenfalls  mit  Anwendung  des  Condensators  in  gleicher  Weise 
ausgeführten  Reihe  die  Eisenkerne  noch  mit  einer  Metallhülle 
von  Messing  von  etwa  130  mm  Länge  und  \  mm  Wandstärke 
umgeben.  Die  so  erhaltenen  permanenten  Magnetismen  seien  Ph[ 
und  Phs.  Die  Versuche  wurden  jedesmal  4 — 8  mal  bei  nahezu 
derselben  Stromstärke  ausgeführt,  dann  bei  entgegengesetzter 
und  endlich  wieder  bei  der  früheren  Stromrichtung.  So  erga- 
ben sich  u.  A.  zunächst  bei  drei  Kernen  aus  massivem  Eisen, 
aus  pulverförraigem  Eisen  (ferrum  limatum),welches  mit 1  :,  seines 
Gewichtes  Schwerspath  gemengt  war,  und  aus  grob  und  fein 
gefeiltem,  mit  einem  gleichen  Gewicht  Schwerspath  gemischten» 
Stahl  die  folgenden  Werthe.  Die  temporären  Momente,  welche 
bei  den  etwas  wechselnden  Stromstärken  bei  den  aufeinander 
folgenden  Versuchsreihen  einander  nicht  ganz  gleich  sind,  sind 
nicht  besonders  angegeben. 


Massiver  Eisenkern.  Länge  120  mm,  Dicke  20  mm. 
J  =  0,625. 
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Pulverfürmiger  Eisenkern.  Länge  120  mm,  Dicke 
20  mm.  Eisen  :  Schwerspath  =  3:4.  J  =  0,810. 
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Pul  verförmiger  Stahlkern.  Lange  120  mm,  Dicke 
20mm.   Stahl  grob  gefeilt :  Schwerspath  =  1:1.  J  =  0,916. 
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Pul  verförmiger  Stahlkern.  Lange  120mm,  Dicke  20mm. 
Stahl  fein  gefeilt:  Schwerspath  =  1  :  I.  J  =  0,907. 
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Bei  anderen  Versuchsreihen  wurden  die  Bestimmungen  der 
permanenten  Momente  Pt  und  Pg  ganz  ebenso  ausgeführt,  nur 
diente  zur  Begulirung  des  Stromes  ein  in  den  Schliessungskreis 
eingefügter  Zinkvitriolrheostat.    Derselbe  bestand  aus  einein 
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weiten  und  hohen  Glascvlinder  voll  concentrirter  ZinkvitrioJ- 
lösung,  in  welchem  eine  amalgainirte  Zinkplatte  stand,  vor  der 
sich  mittelst  einer  über  mehrere  Hollen  gehenden  Schnur  mit 
Gegengewicht  eine  daran  befestigte,  der  ersten  Platte  parallele 
amalgamirte  Zinkplatte  in  einem  Abstand  von  1  cm  vertical  ver- 
schieben liess.    Die  letztere  Platte  war  unten  zugespitzt  und 
daselbst  mit  einem  ebenso  zugespitzten  Stück  Filz  verbunden. 
Endlich  wurde  nach  Bestimmung  von  P(  und  Ps  auch  die  Magne- 
tisirungsspiraie  durch  einen  Nebenschluss  geschlossen.  Dazu  wa- 
ren die  beiden  Zuleitungsdriihte  zu  derselben  durch  zwei  Queck- 
silbernüpfe  geleitet.  Nachdem  die  temporäre  Magnetisirunjj  T 
erreicht  war,  wurde  ein  an  einem  Hebel  befestigter  starker 
amalgamirter  Rupferbügel  durch  Herabfallen  eines  an  demsel- 
ben befestigten  Gewichtes  in  die  QuecksilbernUpfe  getaucht. 
Ein  Sperrhaken  verhinderte  das  Zurückspringen  des  Hebels 
aus  seiner  tiefsten  Lage.  Wurde  nachher  der  Stromkreis  völlig 
geöffnet,  so  änderte  sich  der  Ausschlag  nicht  mehr,  so  dass  der 
Nebenschluss  die  Zuleitung  des  Stromes  zur  Spirale  bis  auf  eine 
unmerkbar  kleine  Grösse  abschloss.  Der  so  beobachtete  perma- 
nente Magnetismus  sei  Pn. 

So  ergab  sich  für  einen  2  cm  dicken,  10  cm  langen  massiven 
Kern,  für  einen  gleich  grossen  aus  lackirten  Hl  um  endruhten  von 
0,3  mm  Dicke  und  für  einen  2,7  cm  dicken,  10.3  cm  langen  Kern 
aus  einem  Gemisch  von  2  Vol.  ferrum  limatum  und  1  Vol. 
Schwerspathpulver : 


Massiver  Kern. 
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Kern  aus  Eisenpulver. 
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Bei  diesen  Reihen  wurde  bei  gleicher  temporärer  Magneti- 
sirung  die  unter  verschiedenen  Umständen  zurückbleibende  per- 
manente Magnetisirung  hintereinander  je  dreimal  bestimmt.  In 
allen  Fällen  stieg  dieselbe,  wie  dies  aus  anderen  Versuchen  be- 
kannt ist,  bei  langsamem  Oeflhen  ein  wenig  an.  Es  geschah 
dies  bei  den  Drahtbündeln  und  Kernen  von  Eisenpulvern  auch 
noch,  wenn  nach  einer  langsamen  Oefthung  eine  schnelle  oder 
eine  solche  durch  Nebenschluss  folgte. 

Kerne  von  relativ  sehr  kleinem  Dimensionsverhaltniss,  von 
7.5  cm  Länge  und  3,7  cm  Durchmesser,  aus  denselben  Stoffen 


Massiver  Kern. 

Draht  bündel. 
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Kern  aus  Eisenpulver. 
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Aus  diesen  und  vielen  ahnlichen  Versuchsreihen  folgt: 
\  i  Eisenkerne,  in  denen  die  Inductionsströme  keine  wei- 
teren Bahnen  finden,  also  die  aus  Drahtbündeln  bestehenden 
und  pulverförmigen  Kerne  nehmen  bei  schnellem  Oeflhen 
des  magnetisirenden  Stromes  nur  dann  einen  schwächeren  per- 
manenten Magnetismus  an,  als  bei  langsamem,  bez.  auch,  indess 
unter  nicht  genau  festzuhaltenden  Bedingungen,  einen  anomalen 
Magnetismus,  wenn  dabei  in  der  Magnetisirungsspirale  oscilli- 
rende  Entladungen  stattfinden.  Dies  geschieht  z.  B.  bei  Verbin- 
dung der  Enden  derselben  mit  einem  Condensator. 

2)  Fliessen  in  den  erwähnten  Fallen  beim  Oeflhen  des 
Stromkreises  keine  oscillirenden  Entladungen  durch  die  Spirale, 
so  ist  das  permanente  Moment  beim  schnellen  Oeftnen  dem  beim 
langsamen  Oeffnen  gleich,  oder  ein  wenig  höher,  indem  sich 
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dann  durch  den  Oeffnungsfunken  ein  Theil  des  dem  lnagnetisi- 
renden  Strom  gleichgerichteten  und  die  Magnetisirung  stei- 
gernden Oeffnungsstromes  ausgleicht. 

3)  Wird  im  obigen  Falle  die  Loslösung  der  Magnetisirungs- 
spirale  von  der  Säule  durch  einen  Nebenschluss  bewirkt,  so 
findet  die  Ausgleichung  des  Oeffnungsextrastromes  noch  voll- 
ständiger statt,  das  permanente  Moment  erscheint  bei  schnellem 
Nebenschluss  meist  noch  etwas  grösser. 

4)  In  keinem  Fall  war  unter  den  ad  2  und  3  erwähnten 
Umstunden  bei  schneller  Schliessung,  wenn  jedesmal  das  vorher- 
gehende temporare  Moment  das  gleiche  war,  das  permanente 
Moment  kleiner,  als  bei  langsamer,  auch  nicht,  wenn  erstere  auf 
letztere  folgte.  Ein  Rückschwingen  der  Moleküle  über  die  per- 
manente Gleichgewichtslage  hinaus,  welche  dies  hatte  bedingen 
können,  eine  anomale  Magnetisirung,  war  also  nicht  zu  con- 
statiren. 

o)  Die  massiven  Eisenkerne  bewahren  dagegen  nicht 
nur  unter  Anwendung  oscillatorischer  Entladungen  in  der 
Magnetisirungsspirale,  sondern  auch  ohne  dieselben,  beim 
schnellen  Oeffnen  des  magnetisirenden  Stromes  ein  kleineres 
permanentes  Moment,  als  beim  langsamen,  ebenso  bei  Benutzung 
der  Nebenschliessung.  Anomale  Magnetisirungen  wurden  zu- 
weilen beobachtet. 

In  diesem  Fall  werden  in  den  massiven  Eisenmassen  selbst 
Inductionsströme  erzeugt,  welche  in  den  verschiedenen  Schich- 
ten derselben  verschiedene  Dichtigkeit  haben  und  die  Abnahme 
der  Magnetisirung  oder  eine  Umkehrung  derselben  bedingen 
können.  Würden  dieselben  auf  eine  Rückschwingung  der  ab- 
gelenkten Moleküle  über  die  permanenten  Gleichgewichtslagen 
hinaus  zurückzuführen  sein,  so  müsste  das  gleiche  auch  bei  den 
Molekülen  der  Eisendrahtbündel  und  Eisenpulver  geschehen. 
Auch  müsste  gerade  bei  ersteren  in  Folge  der  Wechselwirkung 
der  gerichteten  Moleküle  der  Länge  nach,  welche  wegen  der 
Discontinuitat  der  Masse  die  transversale  entmagnetisirende 
Wechselwirkung  der  Quere  nach  tiberwiegt,  bei  anomaler  Stel- 
lung der  Moleküle  in  Folge  des  RUckschwingens  die  anomale 
Magnetisirung  viel  starker  hervortreten,  als  bei  massiven  Kernen. 
Dies  ist  aber  mit  der  Erfahrung  nicht  in  Uebereinstimmung. 

Darnach  dürfte  es  durchaus  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass 
die  bisherigen  Erfahrungen  über  anomale  Magnetisirung  und 
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Verminderung  der  zu  erwartenden  permanenten  Magnetisirung 
bei  sehnellem  Oeffnen  des  magnetisirenden  Stromes  auf  Wir- 
kungen von  Inductionsströmen  in  der  Magnetisirungsspiralc. 
wenn  in  derselben  oscillatorische  Entladungen  auftreten,  bez. 
in  der  Masse  der  Eisenkerne  beruhen. 

Die  Bewegungen  der  magnetischen  Moleküle  bei  der  Magne- 
tisirung  dürften  hiemach  aperiodisch  erfolgen. 

Leipzig,  Physikalisches  Institut  der  Universität,  12.  Fe- 
bruar 1889. 
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Herrn.  Credner,  Das  vogtlandische  Erdbeben  vom  26*.  Deeem- 
ber  ISS8.  Mit  einer  Übersichtskarte  auf  Tafel  III. 

Als  die  Tagesbliltter  die  Meldung  von  einem  Erdbeben 
brachten ,  welches  in  der  Nacht  vom  25.  zum  26.  December 
vor.  Jahres  in  einzelnen  Ortschaften  des  Vogtlandes  beobachtet 
worden  sein  sollte,  fühlte  ich  darin,  dass  ich  seit  Jahren  der  Be- 
richterstattung über  die  seismischen  Ereignisse  innerhalb  des 
Königreichs  Sachsen  obgelegen  hatte,  die  Veranlassung,  auch 
dieses  neueste  Erdbeben  zu  verfolgen  und  seine  Beschreibung 
derjenigen  der  früheren  anzureihen. 

Behufs  Gewinnung  von  möglichst  reichlichem  und  das  ge- 
sammte  Erschütterungsgebiet  deckendem  Beobachlungsmaterial 
erliess  ich  in  zehn  Zeitungen  jener  Gegend,  also  des  Vogtlandes  und 
des  angrenzenden  Erzgebirges,  einen  Aufruf,  welcher  eine  An- 
zahl von  Fraßen  über  die  Einzelheiten  der  Erdbebenerscheinung 
und  die  Bitte  um  deren  Beantwortung  enthielt.  Wenn  nun  auch 
dieser  Aufforderung  in  zahlreichen  Fällen  Folge  geleistet  wurde, 
so  verdanke  ich  doch  einen  sehr  wesentlichen  Theil  der  Unter- 
lagen für  die  nachfolgende  Beschreibung  der  gütigen  Vermittlung 
des  Kaiserl.  Ober-Postdirectors  Herrn  Walter  in  Leipzig,  sowie 
der  kbnigl.  Betriebs-Ober-Inspection  zu  Zwickau,  welche  beide 
an  ihre  Angestellten  Fragebogen  vertheilen  und  mir  dieselben 
nach  ihrer  Beantwortung  zugehen  Hessen.  Ebenso  hat  sich  Herr 
Seminaroberlehrer  E.  Weise  in  Plauen  angelegentlich  und  mit 
grösstem  Erfolge  um  die  Beschaffung  von  Beobachtungsberichten 
bemüht  und  durch  eine  kurze  zusammenfassende  Beschreibung 
der  ihm  damals  bekannten  Besultate  im  »VogllUndischen  An- 
zeiger« vom  41.  Januar  d.  J.  viel  dazu  beigetragen,  das  all- 
gemeine Interesse  auf  jene  Erderschtitterung  zu  lenken  und 
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dadurch  zu  noch  mehrfachen  nachtraglichen  Mittheilungen  über 
dieselbe  zu  veranlassen.  Die  Bemühungen  des  Herrn  Hofrath 
Professor  Dr.  Liebe  in  Gera,  die  sich  auf  das  reussische  Vogtland 
erstreckten,  waren  insofern  nicht  fruchtlos,  als  durch  dieselben 
festgestellt  wurde,  dass  das  Erdbeben  jene  Landstriche  nicht  in 
Mitleidenschaft  gezogen  hat,  —  eine  Thatsacbe,  welche  bei  Ab- 
grenzung des  Erdbebenareales  ihre  Verwerthung  gefunden  hat. 
Wie  allen  den  Genannten,  so  schulde  ich  den  Redactionen  aller 
derjenigen  Zeitungen  besonderen  Dank,  welche  meinen  oben- 
erwähnten Erdbeben -Aufruf  durch  bereitwillige  Aufnahme  in 
ihren  Blättern  zur  allgemeinen  Kenntniss  gebracht  haben. 


I.  Zusammenfassende  Darstellung  der  Erscheinungs weise 
nnd  der  Wirkungen  des  Erdbebens. 

I.  Das  Verbreitungsgebiet  des  Erdbebens. 

Die  Ausdehnung,  welche  das  Erdbeben  vom  26.  December 
v.  J.  im  Vogtlande  und  angrenzenden  Landstrichen  erreicht  hat. 
ergiebt  sich  aus  der  Aufzählung  aller  derjenigen  Ortschaften, 
aus  welchen  Berichte  über  die  stattgefundene  Erschütterung  ein- 
sind.  (Vergl.  das  Übersichtskartchen  auf  Taf.  III.)  Es 
sind  dies  in  im  Südwesten  beginnender  und  im  Nordosten  enden- 
der Aneinanderreihung  die  folgenden  .  Feilitzsch  bei  Hof,  Adorf, 
Markneukirchen,  Untersachsenberg,  Schöneck,  Wohlbach,  Hunds- 
crün,  Unter-Hermsgrün.  Lauterbach,  Oelsnitz,  Planschwitz,  Gross- 
Zobern,  Grobau,Misslareuth,  Reuth,  Tobertitz,  Kloschwitz,  Weisch- 
litz.  Messbach,  Thiergarten,  Strassberg,  Kobitzschwalde,  Hart- 
mannsgrün,  Altmannsgrün,  Tirbersdorf,  Lottengrün,  Bergen, 
Theuma,  Plauen,  Neuendorf,  Neuhaselbmnn,  Crieschwitz,  Neuen- 
salz, Thossfell.  Helmsgrün,  Pöhl,  Röttis,  Syrau,  Jocketa,  Elster- 
berg. Netzschkau,  Voigtsgrttn,  Lengenfeld,  Hartmannsgrtin,  Eich, 
Treuen,  Reumtengrtin,  Falkenstein,  Ellefeld,  Auerbach,  Sorga. 
Rebesgrün,  Rodewisch,  Koltzenkirchen,  Schönhaide,  Eibenstock. 
Sosa.  Antonsthal,  Bermsgrün,  Alberoda,  Poppenwald  bei  Harten- 
stein, ausserdem  noch  12  Bahnwärterposten  zwischen  einzelnen 
der  in  obiger  Aufzählung  genannten  Eisenbahnstalionen. 

Von  diesen  73  Beobachtungsorten  des  Erdbebens  concen- 
triren  sich  die  meisten  auf  die  Gegend  zwischen  Lengenfeld, 
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Misslareuth  und  Hundsgrün  bei  Oelsnitz;  spärlicher  vertheilen 
sie  sich  über  die  Grenzareale  des  Erschütterungsgebietes.  Von 
vornherein  darf  man  annehmen,  dass  das  Erdbeben  im  Allge- 
meinen innerhalb  der  erstgenannten  Gegend  am  intensivsten,  in 
den  von  dort  entfernteren  Zonen  weniger  fühlbar  gewesen  und 
deshalb  leichter  der  Beobachtung  entgangen  ist.  Naturgemäss 
darf  vorausgesetzt  werden,  dass  auch  die  zwischen  den  dichter 
gelegenen  Beobachtungsorten  befindlichen  Flächen  von  der  Er- 
schütterung betroffen  worden  sind,  dass  jedoch  von  dort  keine 
Nachrichten  zu  uns  gelangten. 

Nach  Obigem  dürfte  sich  das  Erdbeben  über  ein  Areal  von 
km  Liinge  (Feilitzsch  -  Poppenwald)  und  von  35  km  Breite 
(Markneukirchen -Voigtsgrün)  ausgedehnt  haben.   Die  Üingsaxe 
dieses  Erschütterungsgebietes  liegt  in  ostnordöstlicher  Richtung, 
also  in  derjenigen  des  erzgebirgischen  Falten- und  Bruchs)  stemes. 
Dass  sich  die  Erschütterung  der  Erdoberflache  thatsüchlich  auf 
das  durch  die  Aufzahlung  obiger  Ortschaften  bezeichnete  Gebiet 
beschrankt  hat,  wird  dadurch  erhärtet,  dass  die  im  ganzen  Um- 
kreise jenes  Erschütterungsareals  angestellten  Erhebungen  durch- 
weg nur  negative  Resultate  geliefert  haben.  Aus  Mylau,  Reiehen- 
bach  und  Zwickau  im  Norden  und  Nordwesten,  —  aus  Elster  im 
Süden,  —  aus  Thum  im  Osten,  aus  dem  reussischen  Vosztlande 
im  Westen,  also  von  allen  Seiten  des  Erschülterungssebietes 
gingen  Nachrichten  ein,  dass  das  Erdbeben  dort  nirgends  ver- 
spürt worden  sei. 

2.  Der  Zeitpunkt  des  Erdbebeneintrittes. 

Die  grosse  Mehrzahl  der  eingelaufenen  Berichte  und  unter 
diesen  namentlich  auch  derjenigen  der  Post-  und  Bahnbeamten 
bezeichnen  den  Zeitpunkt  1 5  Minuten  nach  1 2  Uhr  in  der  Nacht 
vom  25.  zum  20.  Deeember  als  denjenigen  der  Erdersehütterung. 
Die  mehr  oder  weniger  beträchtlichen  Abweichungen  der  übrigen 
Angaben  erklaren  sich  aus  dem  verschiedenen  Gange  der  Uhren. 
An  eine  Ausnutzung  von  Zeitbestimmungen  zum  Zwecke  der  Be- 
rechnung der  einzelnen  Erdbebenfactoren  könnte  bei  der  durch 
die  Kleinheit  des  Erdbebenareals  bedingten  Winzigkeit  der  Zeit- 
diflcrenzen  des  Erdbebeneintrittes  überhaupt  nicht  gedacht 
werden. 
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3.  Die  Art  der  Erdbebenbewegung 

i>t  nach  den  darin  fast  Obereinstimmenden  Berichten  diejenige 
eines,  loeal  zweier,  ja  dreier  ziemlich  heftiger,  kurzer  Stösse 
gewesen,  durch  welche  die  Erdoberfläche  in  eine  nur  wenige 
Secunden  dauernde,  wellenförmig  schaukelnde  Schwankung  oder 
in  eine  schulternde,  fibrirende  Bewegung  versetzt  wurde.  An  den 
unregelmässig  im  Erschütterungsgebiete  vertheilten  Orten,  wo 
mehrere  Stösse  bemerkt  wurden  (Adorf,  Untersachsenberg,  Lau- 
lerhach.  Plauen,  Treuen,  Sorga,  Auerbach,  Rodewisch,  Reumten- 
grün,  Netzschkau,  Misslareuth) ,  folgten  dieselben  in  kurzen 
Zwischenräumen  aufeinander;  der  erste  war  der  stärkere. 

Die  Richtung  dieser  Erdbebenbewegung  wurde  v  on  der  Mehr- 
zahl der  über  dieselbe  berichtenden  Beobachter  als  eine  ungefähr 
von  N.  nach  S.  oder  von  S.  nach  N.  verlaufende  empfunden.  Wie 
in  allen  ähnlichen  Fällen  bezeichnen  diese  Angaben  nur  das 
Azimuth  der  Bewegung,  also  nur  die  allgemeine  Himmelsrich- 
tung derselben.  Die  von  letzterer  abweichenden  Beobachtungen 
werden  in  dem  weiter  unten  Gesagten  ihre  Erklärung  finden. 

4.  Das  begleitende  Schall phänomen 

wird  fast  ausnahmslos  mit  Donnerrollen,  dumpfem  Wagenrasseln, 
brausendem  Dröhnen  und  Krachen  verglichen,  welches  dem  Erd- 
stoss  voranging  und  folgte.  Einzelneu  Personen  schien  es,  als 
ob  dieses  Geräusch  direct  unter  ihrer  Behausung  durchziehe: 
von  Anderen  wurde  beobachtet,  wie  das  anfänglich  entfernt 
klingende  unterirdische  Donnern  immer  lauter  wird,  bis  zu  dem 
Augenblick,  wo  der  Erdbebenstoss  erfolgt,  um  dann  decrescendo 
wieder  zu  verlaufen.  Bei  Eich  im  Freien  sich  befindende  Leute 
hörten  das  rollende  Brausen  aus  der  Ferne  kommen,  immer  stär- 
ker werden,  unter  sich  weg  und  dann  weiter  ziehen.  Auch  diese 
Erscheinung  hatte  nur  6 — Secunden  Dauer. 

Von  den  Einzelerscheinungen,  aus  welchen  sich  das  Erd- 
beben vom  26.  December  zusammensetzte,  geben  die  Berichte 
einiger  Beobachter,  welche  zur  Zeit  des  Erdbebeneintritts  wach 
Jagen  und  deshalb  dasselbe  in  allen  Theilen  seines  Vollzugs  wahr- 
nahmen, ein  instruetives  Bild. 

Leber  den  Verlauf  des  Erdbebens  in  Plauen  schreibt  Herr 
H.  Oebme  etwa  wie  folgt:  Ich  lag  noch  wach,  als  gegen  */4\  Uhr 
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plötzlich  ein  heftiger  Erdstoss  das  Haus  erschütterte,  dessen 
Mauern  erzittern,  die  Fenster  erklirren  machte  und  mich  im 
Bette  hin  und  her  rüttelte.  Ich  hörte  einen  an  der  Wand  hangen- 
den Kober  an  dieser  hin  und  her  scheuern,  das  Pendel  des 
Regulators  einige  Male  an  dessen  Holzwand  anschlagen.  Ein 
rasselndes,  rollendes  Geräusch  folgte  dem  Stoss.  Dann  war  Alles 
wieder  ruhig;  das  Pendel  der  Uhr  schlug  wieder  ganz  regel- 
massig, als  ein  zweiter  schwacher  und  dann  ein  dritter  wieder 
etwas  kraftigerer  Stoss,  beide  verknüpft  mit  ahnlichem  Getöse, 
erfolgte,  ohne  jedoch  wie  der  erste  Gegenstände  in  Bewegung 
zu  setzen. 

In  Auerbach  vernahm  der  Ingenieur  Herr  Kötz  etwa  15  Mi- 
nuten nach  Mitternacht  ein  dumpfes  Rollen  sich  nähern,  dann 
plötzlich  einen  heftigen  Stoss,  der  das  Haus  erschütterte,  und 
danach  das  Geräusch  sich  rollend  verlaufen.  Einige  Minuten 
spater  erfolgte  eine  zweite,  weit  schwächere,  von  unterirdischem 
Getöse  begleitete  Erschütterung. 

In  Adorf  war  Herr  L.  Nicolai  durch  das  heftige  Erzittern 
seiner  Wohnung  eben  aus  dem  Schlafe  geweckt  w  orden,  als  die- 
selbe von  einem  so  heftigen,  ruckförmigen  Stoss  betroffen  wurde, 
dass  er  glaubte,  sämmtlicher  Stuck  müsse  von  dem  Hause  herab- 
geworfen wrerden.  Nach  einem  Zeiträume  von  angeblich  höch- 
stens 3  Minuten  erhob  sich  ein  von  N.  herkommendes  dumpfes 
Bollen  und  verlief  gleichmassig  unter  dem  Hause  weg,  welches 
sich  im  selbigen  Momente  wie  auf  einer  Welle  hob  und  senkte. 

Ganz  ahnlich  lauten  die  Berichte  über  den  seismischen  Vor- 
gang in  Lauterbach,  Treuen,  Kloschwitz  und  anderen  Orten  des 
Erschütterungsgebietes. 

5.  Die  Wirkungen 

dieses  Erdbebens  waren  in  ihrer  Allgemeinheit  heftiger,  als  bei 
irgend  einer  der  früher  stattgehabten  vogtlandischen  Erderschüt- 
terungen. Bewohnern  einzelner  Hauser  erschienen  die  letzteren 
sich  empor  zu  heben  und  dann  wieder  zu  senken,  die  Wände 
der  Zimmer  sich  überzubiegen  oder  zu  schwanken,  so  dass  man 
deren  Zusammensturz  oder  das  Herabfallen  des  Stuckes  be- 
fürchtete. Die  Stubendiele  knisterte,  die  Dachsparren  knackten. 
Nicht  fest  eingeklinkte  Thüren  schlugen  auf  und  zu;  die  Fenster 
klirrten.   Die  in  de»  Betten  Liegenden  fühlten  sich  förmlich  in 
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die  Höhe  gehoben  oder  schaukelartig  gerüttelt,  ja  hin  und  her 
geworfen.  Schranke  und  Tische  schwankten,  in  und  auf  ihnen 
stehendes  Geschirr  klirrte  gegeneinander,  eiserne  Öfen  rasselten. 
In  Untersachsenberg  und  Auerbach  blieben  mehrere  Pendeluhren 
stehen.  Einzelne  Gegenstände  wurden  sogar  umgeworfen,  so  in 
Kottengrün  und  in  Auerbach  an  der  Wand  stehende  Stöcke,  in 
letzterem  Orte  eine  Blumenvase,  bei  Rodewisch  die  an  ein  Bahn- 
wärterhaus gelehnten  Bretter  und  Stangen,  in  Elsterberg  ein  im 
Schuppen  aufgeschichteter  Holzstoss. 

Der  Bewohner  der  auf  solche  Weise  betroffenen  Behausungen 
bemächtigte  sich  allgemein  ein  lebhaftes  Angst-  und  Schreck- 
gefühl. Es  wird  berichtet,  wie  die  noch  um  den  Tisch  Versam- 
melten einander  bleich  und  starr  angeblickt  haben,  wie  sich 
Einzelner  ein  nervöses  Zittern  bemächtigte,  wie  Kinder  laut  auf- 
geschrien hätten,  ja  dass  mehrere  Frauen  von  den  Stühlen  ge- 
fallen seien.  Schlafende  sind  wach  gerüttelt  worden,  rasch  auf- 
gestanden oder  aus  ihren  Betten  gesprungen  und  haben  sich  z.  B. 
stundenlang  nicht  wieder  in  diese  zurückgetraut.  Die  grösste 
Mehrzahl  der  zu  jener  mitternächtigen  Stunde  bereits  schlafen- 
den Bewohner  des  Erschütterungsareals  vermochte  freilich  selbst 
eine  so  intensive  Bewegung  des  Untergrundes  und  ihrer  Um- 
gebung nicht  zu  wecken,  so  dass  sich  dieselbe  ihnen  unbewusst 
vollzog.  Von  mehreren  Ortschaften  hingegen,  so  von  Messbach 
und  Thiergarten,  wird  ausdrücklich  berichtet,  dass  der  Erdstoss 
wohl  in  jedem  Hause  wahrgenommen  worden  sei. 

Sehr  empfindlich  gegen  die  ungewohnte  Erscheinung  ver- 
hielten sich  die  Hausthiere.  Das  Vieh  blökte  in  den  Ställen, 
Pferde  rissen  sich  los  oder  blieben  stundenlang  unruhig,  Hunde 
heulten  jämmerlich  und  rissen  sich  von  ihren  Ketten,  Hähne 
krähten,  Singvögel  flatterten  ängstlich  im  Käfig  herum. 

6.  Nachfolgende  Erderschtttterungen. 

An  einigen  Orten  des  Erschütterungsgebietes  sind  mehrere 
Stunden  nach  dem  beschriebenen  Erdbeben  nochmals  z.  Th. 
ziemlich  energische  Stösse  verspürt  worden.  So  in  Beigen,  wo 
sich  in  der  Frühe  des  26.  December  zwischen  una*  3A^  ^hr, 
also  etwa  2  Stunden  nach  dem  auch  dort  allgemein  wahrgenom- 
menen Erdbeben,  eine  schwächere  Wiederholung  desselben  ab- 
spielte.  Rasselndes  Rollen  ertönte  von  N  nach  S  ziehend,  die 
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Häuser  erzitterten,  die  Fenster  klirrten,  die  Hofhunde  heulten 
laut  auf  (A.  Puhcker).  Ganz  Aehnliches  wird  von  Untersachsetiberg 
berichtet,  wo  jedoch  die  zweite  Erschütterung  um  l/j4  Morgens 
und  eine  dritte  Abends  gegen  9  Uhr  stattfand. 

II.  Theoretische  Betrachtungen. 

Kaum  irgend  ein  anderer  Theil  Deutschlands  ist  in  solchem 
Maasse  tektonischen  Störungen  durch  seitliche  Druckwirkungen 
ausgesetzt  gewesen,  wie  das  ostthüringisch- vogtlandische  Schie- 
fergebirge und  mit  diesem  der  Schauplatz  des  Erdbebens  vom 
26.  December  1888.  In  das  Chaos  von  Schichtenstauchungen 
und  Gebirgszerstückelungen .  welches  jenes  Areal  vorzustellen 
schien,  haben  K.  Th.  Liebe's  bewundernswerthe  Untersuchungen 
Klarheil  gebracht i).  Danach  ist  jenes  Gebiet  der  Kernpunkt,  in 
welchem  sich  der  Fallenwurf  von  nicht  weniger  als  fünf  Satte- 
lungen kreuzt.  Am  engsten  schaaren  sich  die  dem  erzgebirgi- 
schen  Faltensystem  angehörigen,  nordöstlich  verlaufenden,  steil 
zusammengeschobenen  Sattel.  Etwas  weniger  intensiv  ist  die 
nach  NW.  gerichtete  frankenwalder  Faltung.  Neben  diesen  bei- 
den, den  geologischen  Bau  allgemein  beherrschenden  Zusammen- 
schoben der  Schichten,  machen  sich  in  schwächerem  Maasse 
oder  innerhalb  engerer  Grenzen  noch  drei  andere  Sattelungsrich- 
tungen geltend :  eine  nordnordöstliche,  eine  ostsüdöstliche  und 
endlich  eine  mit  der  Entstehung  des  Fichtelgebirges  zusammen- 
hangende ostwestliche.  Jede  dieser  Stauchungen  hatte  die  Auf- 
reissung  von  ihnen  parallel  verlaufenden  Spalten  und  dadurch 
ermöglichte  Verwerfungen  im  Gefolge,  welche  das  vogtlandische 
Gebirge  durchkreuzen,  wenn  auch  unter  ihnen  die  erzgebirgische 
Richtung  vorzuherrschen  pflegt. 

Liebe's  Untersuchungen  hat  E.  Weise  im  sachsischen  Vogt- 
lande weiter  geführt  und  in  dessen  Tektonik  eine  vollkommene 
Uebereinstimmung  mit  den  skizzirten  Grundlinien  des  westlich 
angrenzenden  Nachbarlandes  nachgewiesen  2).  In  diesem  Areale 
kommt  neben  dem  erzgcbirgischen  und  frankenwalder  Haupt- 

* 

4)  Liebe.  Schichtenaufbau  Ostthüringens.  Abh.  z.  geol.  Specialkarte 
von  Preussen.  B.  V.  Heft*.  Berlin  4  88*. 

8)  Erläuterungen  zu  Section  Plauen-Oelsnilz  der  geolog.  Specialkarte 
von  Sachsen.  Leipzig  4887.  S.  65  u.  f. 
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(altensysteme  auch  die  ostwestliche  und  eine  nordsüdliche  Satte- 
long  iu  schärferem  Ausdruck.  Sie  stehen  gleichfalls  sämmtlich 
mit  Verwerfungen  in  Verbindung,  durch  welche  die  Gebirgskeile 
sowohl  verticale,  wie  horizontale  Verschiebungen  erlitten  haben, 
und  welche  dieses  vogtländ ische  Terrain  in  solcher  Unzahl 
durchsetzen  und  zerstückeln,  dass  dasselbe  einer  Riesenbreccie 
\ergleichbar  wird. 

Mit  der  neueren  Anschauung  Über  die  Ursächlichkeit  der 
Mehrzahl  der  Erdbeben,  welche  die  letzteren  als  directe  Aeusse- 
rungen  oder  als  seeundäre  Folgen  des  gebirgsbildenden  Schubes 
anerkennt,  steht  es  im  Einklang,  dass  gerade  solche  ganz  be- 
sonders intensiv  gestauchte,  zerborstene  und  in  ihren  Einzel- 
teilen verschobene  Gebirgsmassen  zum  Ausgangspunkte  von 
Erderschütterungen  werden.  Dieser  Auffassung  entspricht  es 
vollkommen,  wenn  gerade  das  Vogtland  häufiger  von  Erdbeben 
betroffen  wird,  als  irgend  ein  anderer  Theil  von  Mitteldeutsch- 
land. Seitdem  sich  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diese  seismischen 
Erscheinungen  gelenkt  hat,  konnte  bereits  über  die  folgenden 
vogtländischen  Erderschütterungen  Bericht  erstattet  werden: 

1 .  das  Erdbeben  vom  23.  November  4  875 ;  Erschütterungs- 
areal 40  DMeilJ); 

2.  den  Weischlitzer  Erdstoss  am  12.  December  4  880*); 

3.  das  Erdbeben  im  vogtländischen  Oberlande  am  29.  Sep- 
tember 4883; 

4.  das  reussisch-sächsische  Erdbeben  am  20.  October  1  883 ; 
Erschütterungsareal  460  DMeil.; 

5.  die  Erdstösse  von  Greiz  und  Gera  am  22.  October  4  883 ; 

6.  die  ErdsUisse  von  Brockau  am  4  0.  December  4  883. 

Auch 

7.  das  Erdbeben  vom  26.  December  4  888  gehört  dem  vogt- 
ländischen Schüttergebiete  an. 

Endlich  wird  gemeldet,  dass 

8.  am  18.  Januar  4889  Morgens  V/2  Uhr  in  Oelsnitz  ein 
Erdstoss  verspürt  worden  ist. 

Auf  Grund  obiger  Darlegungen  darf  man  alle  diese  seis- 
mischen Vorgänge  zur  Gruppe  der  tektonischen  Erderschtttte- 
ningen  rechnen.   Bei  dem  oben  beschriebenen  Erdbeben  vom 


1  Zettschrift  für  die  gesammten  Naturwiss.  Halle  4876.  S.  946. 
2)  2  bis  6  in  der  Zeitschr.  f.  Naturwissensch.  Halle  4884.  S.  4. 
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26.  December  v.  J.  offenbart  sich  diese  seine  Zugehörigkeit  in 
fast  allen  seinen  Einzelheiten : 

1 .  Die  Langsachse  seines  Erschtttteningsareals  liegt  in  ost- 
nordöstlicher, also  erzgebirgischcr  Richtung,  sonach  in  derjenigen 
der  auch  im  Vogtlande  vorherrschenden  Sattelungen  und  Verwer- 
fungen. 

2.  Die  Mehrzahl  der  Beobachter  geben,  selbst  an  den  beiden 
Hussersten  Endpunkten  der  Erschütterungszone,  Nord-Süd  als  die 
ungefähre,  allgemeine  Himmelsrichtung  der  Erdbcbenbewcgung 
an.  Es  weist  dies  darauf  hin,  dass  der  Anstoss  zu  der  Erdersehül- 
terung  in  einer,  wenn  auch  höchst  geringfügigen  Verschiebung 
auf  erzgebirgischen  Spalten  oder  entlang  einer  erzgebirgischen 
Schichtenstauchung  zu  suchen  ist,  von  wo  aus  sich  die  stoss- 
förmig  schütternde  Bewegung  rechtwinklig  nach  ungefähr  N 
und  S  ausbreitete. 

3.  Die  mehrfach  constalirten  Abweichungen  der  Erdbeben- 
richtung  von  der  N-S-Linie  lassen  sich  auf  Ablenkunsen  der 
seismischen  Wellen  durch  grössere  ßruchflächen  zurückführen. 
So  erklUrt  sich  die  nordöstliche  Richtung  der  Erdbebenbewegung 
in  Plauen  und  in  dem  benachbarten  Dorfe  Thiergarten  dadurch, 
dass  diese  beiden  Orte  an  der  grossen  nach  NO  verlaufenden 
Elsterthal -Verwerfung  liegen,  auf  welcher  das  Oberdevon  bis  in 
das  Niveau  des  Untersilurs  abgesunken  ist.  Die  sehr  weit  aus- 
einander gehenden  Meldungen  über  die  Richtung  der  Erd- 
erschütterung in  der  Gegend  von  Auerbach  finden  weiter  unten 
ihre  Deutung. 

i.  Die  Erdbebenbewegung  hat  die  innerhalb  des  voglliln- 
disch-erzgebirgischen  Schichtengebietes  gelegenen  (»ranihnassivs 
(vergl.  das  Übersieh tskiirtcheu  auf  Taf.  III)  entweder  umgangen 
und  sie  ganz  verschont,  oder  sie  in  weit  schwächerem  Maasse 
betroffen,  als  die  benachbarten  Complexe  der  Phyllit-,  Silur-  und 
Devonformation.  Aus  dem  Kirchberger  Granitmassiv  liegt  keine 
einzige  Erdbebenmeldung  vor,  obw  ohl  die  Landstriche  von  Len- 
genfeld und  Voigtsgrün  im  Nordwesten,  zwischen  Rebesgrün, 
Rode  wisch  und  Rothenkirchen  im  Süden,  und  bei  Alberoda  und 
Poppenwald  im  Osten  desselben  meist  recht  intensive  Erschüt- 
terungen aufzuweisen  hatten.  Von  den  auf  dem  Lauterbachcr 
Granitmassiv  zerstreuten  Ortschaften  wurde  das  Erdbeben  nur 
in  Bergen  beobachtet,  während  es  sich  innerhalb  des  Eiben- 
stocker  Granitareals  nur  in  sehr  abgeschwächter  Form  äusserte. 


Digitized  by  Google 


Das  vogtländische  Erdbeben  vom  2tf.  December  1888.  85 

Inmitten  des  verhaltnissmilssig  schmalen  Schieferstreifens 
zwischen  diesen  drei  Granitinseln  liegen  die  Orte  Auerbach,  Sorga 
und  Rodewisch,  von  denen  aus  die  widersprechendsten  Berichte 
über  die  Richtung  der  Erdbebenbewegung  eingelaufen  sind.  Es 
liegt  nahe,  die  Ursache  dieser  Erscheinung  in  der  Brechung  und 
Ablenkung  der  innerhalb  des  Schiefergebirges  erzeugten  und 
sich  in  demselben  fortbewegenden  Erdbebenwellen  an  den  be- 
nachbarten Granitmassivs  zu  suchen.  Auf  diese  Weise  erklärt 
sich  auch  die  Wahrnehmung,  dass  die  Erdbebenwelle  am  Nord- 
westrande des  Kirchberger  Granites  (Voigtsgrün)  in  der  Richtung 
von  SW  nach  NO  verlief. 
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SITZUNG  VOM  4.  MÄRZ  1889. 

W.  Scheibner,  lieber  den  Zusammenhang  der  Thetafun- 
clionen  mit  den  elliptischen  Integralen. 

I. 

Die  im  Folgenden  benutzte  Bezeichnung  der  coordinirten 
Thetafunclionen  gründet  sich  auf  die  Functionalgleichung 

6#(t#,Ä):=d0(tt-f-/ir]  =  eqe*ui &(u  +  hi)  , 

in  welcher  q  =  e~h  ,  ö*  =  e*  =  \  gesetzt  ist.  In  Verbindung 
mit  der  partiellen  Differentialgleichung 

TTT  =  4  TT  odcr  ®  w  =  4  vT 
o  u  oh  dh 

sind  dadurch  bis  auf  einen  numerischen  Factor  die  vier  Jacobi- 
schen  Functionen  bestimmt: 

—  jt 

&;\u ,  A)  m>  &  («,  q)  =  J^f—  \ ) ■» 7,n* e,mMI  , 
@ll(f(,Ä)  =  ^t(M,9)=  2!$m¥&4m,H*i  > 

deren  gegenseitiger  Zusammenhang  durch  die  Formel 

ausgedruckt  wird.  Der  absolute  Werth  von  q  wird  <  * ,  der 
reelle  Thcil  von  h  mithin  als  positiv  vorausgesetzt. 
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2. 

Um  die  Beziehung  dieser  Functionen  zu  den  elliptischen 
Integralen  abzuleiten  *),  gehen  wir  von  der  Additionsformel 

(J.;      & &t  [u  +  v)  &t  (u  —  v)  =  #J  u  3*  v  —  &*u  &\  v 

aus.    Setzt  man  hier  m  —  v  =  w,  so  wird 

&x  (2  ii  —  w) &t  w  =  u  y  (ti  —  w)  -  « »\  (u  -  w)  . 

Bei  der  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  W  erhält  man  so- 
gleich 

^  *t  (3  ti)  w .  . .  -  {*f  ii  A    -         «}  « . . . , 

also 

it.)  s,i»  =  - 

Aendert  man  t<  und  0  um  y,  so  kehrt  die  linke  Seite  von 

(.4.;  ihr  Vorzeichen  um*  mithin  folgt 

#  ■  ||  &  J  t •  _  #  J  M      V  —  #J  M  #  J  t,      #J  ||  #J  v  f 

und  durch  Aenderung  der  Argumente  um  ~  resp.  ^  log  ~  =  ~ : 

-     y t?  =    #jt>  —  &\u  , 

0Sl  y  17  -  Sju       =  tfju       -  £jti  &\v  . 
Diese  Gleichungen  w  erden  erfüllt  durch  die  Werthe  t >  =  0, 


I)  Der  Verf.  hat  sich  bemüht,  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Theta- 
faoctioneo  nur  die  elementarsten  Sätze,  welche  aus  der  Definition  dieser 
Functionen  durch  die  bekannten  Exponentialreihen  folgen,  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  um  die  Prämissen  der  Rechnung  nach  Möglichkeit  zu  verein- 
fachen, und  für  eine  ähnliche  Behandlung  der  hyperelliptischen  Theta- 
fanetionen  in  ihrer  Beziehung  zu  den  mehrfachen  Integralen  den  Weg  zu 
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während 

^  =  V&\  cos>  +      sinV/>  , 
oder  nach  Legendre's  Bezeichnung 

Die  Substitution  in  Ä.l  liefert  durch  eine  leichte  Rechnung 
die  Gauss'scüc  Form  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  : 

u  a  f9  ,  ^     .      .=  neben  </>  =        /  ^r~d  *<  , 

<;o   Vl/l  cos*    4-  «>*  sin*  (p  Jo  &u 

wo  u  und  «/>  gleichzeitig  die  vier  Quadranten  durchlaufen. 

Die  nämlichen  (ileichungen  werden  ferner  erfttllt  durch 
die  VVerlhe 

^  ^ - *  tang  ^ ,      £ = K5jcasv+*;*iv  ■ 

Damit  folgt  aus  (B.) 

Die  Variable  rp'  ist  imaginär  für  reelle  Werthe  von  u  und 
umgekehrt.  Vertauscht  man  desshalb  u  mit  n'f,  so  bleiben 

*yo  ,  U,K<)  ,  »,(•»'«)  ,  *,(»',) 

reell  und  man  erhalt  das  Glcichungensystctn : 
«A»  V^cos1^  +  ^rsiu-y>  r 
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Hier  wird  u  =  \  h  für  gp'  =  |/r.  Man  wird  folglich 
u  —  —    zu  setzen  haben,  damit 


TT   /V   rf</> 


V#JcosV/>      #J  sin> 

gleichzeitig  die  vier  Quadranten  durchläuft. 

Selbstverständlich  sind  noch  andere  Integral  formen  für  u 
zulässig.    So  kann  man  auch  setzen 

—  =  K^Wi//  -h  ^Jsin^  , 
•'o    V>4  cos>  +  #34sin>       r  Vi 

Ferner 

;n  0  _  ?J  tf.t"'0      CM     =  2l  W       „,  ^  =  *iÜf2 


TT  ./0 


V  ^cos*  */>  -f-     sin4  */> 


4. 

Durch  directe  Multiplication  der  Thetareihen  erhält  man  so- 
gleich die  Formel 

(C.)  &s(u)q)  »9(vt  q)  = 

=  *3  (u  -f-  t>,  9*)  ^3  («  ~     q*)  +  ^t  «  +  V,  q*)  #t  (u  -  V,  </*)  , 
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aus  welcher  die  specielleren  Gleichungen  hervorgehen  : 

&tu^u  =      (7*)#,(m,7*)  • 

Diese  Ausdrücke  enthalten  für  u  =  0  den  Satz,  dass  #3(7*)  das 
arithmetische  und  das  geometrische  Mittel  aus  #J  und 

darstellt,  ebenso  wie  resp.  {  &3  lq*)  und  [q1)  die  betreffen- 
den Mittel  aus  &\  und  #J  . 

Das  von  Gaiss  erfundene  arithmetisch-geometrische  Mittel 
aus  ü\  und  welches  durch  fortgesetzte  Wiederholung  des 
Ueberganges  von  q  zu  7*  erhalten  wird,  ist  folglich  für  p  =  2" 

Um  ^(7")  =  lim  #(7")  =  \  . 

Schreibt  man  daher  mit  Gai  ss 

m  =  ju      ,    n  =  , 

so  stellt  /t  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  m  und  // 
dar,  so  dass 

f'f  da 
•'o  Vm  cos  <p  +  »  sin  7" 

Ebenso  wird  das  betreffende  Mittel  aus  #J  und  #J  durch 
den  Uebergang  von  7  zu  y?  gefunden  und  liefert 


lim  1  *}(,T)  -  Um  1  . 


Zur  Aufsuchung  dieses  Grenzwerthes  setzen  wir  für  7  =  e 

und  för  ^  =  7t  d* : 

v 
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Da  für  wachsende  Werlhe  von  v  d  ohne  Grenze  abnimmt,  so 
wird 


lim 

«j=o 


JT'de-C"1^)***1  _  lira  JFte-m%nt*  =  f  e-nx\lx  =  ,  | 


7t 

und  das  gesuchte  arithmetisch-geometrische  Mittel  =  ^  ■  ') 


ö. 

Dieser  Satz  gibt  das  Mittel  zur  Berechnung  von  q  aus  m  und 
rt.    Denn  setzt  man 

m*  =  n*  +  it*  ,    so  folgt    »'  =  n  &\  , 

und  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  aus  m  und  n'  wird 


p  =  ~-  .    Daraus  geht 


bervor.    Sei  jetzt 


-h 


so  gelten  die  analogen  Gleichungen 

m  —  MW,   n  =  ft'yt{q'),    n'  =  p'**{<f)  , 
folglich 

£ _ _  ^9  _  *N  _ 

Damit  verwandelt  sich  der  Art.  3.  gefundene  Ausdruck 

n   /V  (I  ff 

"~~  hJQ  yy3  cosV/T-f-  #isin> 


in 


u  =  f  

Jo  V  »l  {q")  cos4  9)  +  #4  (g'i  sin> 


4)  Die  Vieldeutigkeit  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  findet 
sich  in  diesen  Berichten,  Jahrgang  1882,  S.  «83  erörtert. 
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so  dass  (f  und  q  gleichzeitig  in  </>'  und  q  übergehen,  wenn  // 
unverändert  bleiben  soll.  Folglich  erhält  man  gleichzeitig 

.     ,      W       \",<l')  _  'VM) 

, ,  ,  *  (" ,  g]  _  ^       9)  n 

Hieraus  entspringt  die  Proportion 

Whi)     (*'«>  _  *i  (*»  >  y)  —     »>  g)  =  Ä1 

wo  /  0,/t  =  l/  j  (mit  positivem  reellen  Theile)  gefunden 
worden  ist.  Im  Folgenden  (Art.  1 1)  wird  sich  der  Werth 

ergeben. 


Schreibt  man  zur  Abkürzung  neben 

so  ergeben  sich  ferner  die  (ileichuugen : 

SX{X<f>-        »U  ~   &q'  .»,!«".•?')  * 

^(<3P'  »J      #3  5u  =         .»,(«"  i,  q')  ' 

S,n<3P   ~  *  ,*,(«.)  ' 

„  »,  (u" ,  ,,'  _  *s    9  (Ui) 

nebst 

jr<p     dw  /'</>"  d<? 
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6. 

Weitere  Formen  für  u  erhüll  man,  wenn  man  die  Quotienten 
der  Tbetafunctionen  oder  ihrer  Quadrate  direct  als  Integrations- 
variable einführt.  Für 

*;u      .  .          rJ'  rf.r 
x  =  -  \ —    wird    ii  =  /    — ■  .  ■■■■  

mit  den  Invarianten ') 

9,  =*(»!-        >   9,  =         *3  («*;  +  . 

folglich 

während  für 

_  #t  u         _  f3>  d.r 

die  Werthe  der  Invarianten  folgen : 
nebst  der  Discriminante 

sl  -  «rf  =  A         =  (**.'(**)}"  • 

In  den  betrachteten  Fallen  besitzt  das  Kadieal  unter  dem 
Integralzeichen  vier  reelle  Wurzeln.  Setzt  man  dagegen 

so  hat  man  zwei  conjugirte  Wunelpaare  und  die  Invarianten 

-  « = a  *  *r  - < « w  fov  • 


1)  Nach  Weierstrass  bezeichnet  man  die  Invarianten  des  Polynoms 
/■=  ax'  -H  4&x3  -f  6r.r*  +  4  rf  a-  durch  flr2  =  ae  —  4fcd  3rr  und 
</3  —  are  +  tbrd  —  /irf5  —  /»*r  —  r1  . 
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Endlich  wird  für 

__#t  u   <to  

Im  letzteren  Falle  besteht  die  Ungleichung  <  27  c/J ,  weil  die 
Function  (&*  +  a?*^)  ($j  —  sc*  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Wurzeln  besitzt. 

7. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  logarithmischen  Differentiation 
der  Formel  (A).  Dieselbe  ergibt 

+     .  *l(u  -  t>)  d      i  *]u*lv\ 

tlr,  U         du  *  du 

""^Jt4^t         üj     (m  —  r) 
Entwickelt  man  nach  den  Potenzen  von  v,  so  folgt 

v  i-r)  log^, u  ...  =  V*  '    4  —  -  , 

mithin 

Die  gefundene  Gleichung  ist  von  fundamentalem  Charakter 
und  liefert  zugleich  Formen  der  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung1). 

7t  h  i 

Durch  Aenderung  des  Arguments  um  ~  resp.  —  ergibt  sich : 

4)  Abhandlungen  der  K.  Sachs.  Gesellst  I    Dd.  XX,  S.  4  48,  Zur  Re 
durtion  elliptischer  Integrale  in  reeller  Form,  1879,  S,  92. 
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|-|   logS,»  =      ».  -^"=  ^u  ' 

so  dass  man  kurzer  schreiben  kann : 

Integrirt  man  diese  vier  Formeln  zwischen  den  geeigneten 
Grenzen,  so  erhalt  man  die  den  zwölf  Quotienten  der  vier 
Thetafunctionen  entsprechenden  Ausdrücke  von  vier  neuen 
coordinirten  Functionen: 

Hier  ist  ^  =  -      -  u.  s.  w.  geschrieben,   weil  allge- 

x/  Oft 
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ö  &  u 

mein      u  —  4  -7-7-  .   Die  zwölf  Quotienten  der  Thetafunctiorien 

0// 

werden  durch  Gleichungen  von  der  Form 


■     n    «V<         l/'>"  n  „  l/ 

*i  y  ,7  =  r  y  -  9  « .    *      =  K  v « -  £  - 

<A#4  ~*^-  =  |/i;m  —  ^  ,  u.  s.  w.,  ausgedrückt. 


8. 

Hieraus  entspringen  die  Differentialformeln 


1/  j/ »/  u  =  4 

(- 

-  V" )(',"  - 

-*»)&- 

-';*<<)(£- 

>/*")  . 

> 

welche  die  Integrale  erster  Gattung  in  der  Form  liefern: 


9n 


«    1/.,»"     u     *2w     »V  ^  M 

'  K*(#-9)(»-5)(5|-1») 
w 

r<  =  /  —  ^—    -  '  -       -  - ,     =         — • 
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Das  Kadical  H  unter  dem  Integralzeichen  aber  ist  gegeben  durch 
Ausdruck 


ö  Qu 

Schreibt  man  ui  für  m,  so  erhält  man  für  imaginäre  Werthe 
des  Arguments 

□  nd  cjuadrirt 
ferner 

so  dass  die  Inlegralformen  hervorgehen : 

1/77      ^      «TJ      5*.  '   ^  7^7) » 


r/r; 

-fr) 

r/r 

ase.  IS**. 

1/77^      7      ^7*j  :  '  a1*  ^  -jjj^  <^  , 
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in  denen  das  Kadical  unter  dem  Integralzeichen  durch 


ausgedrückt  wird. 


9. 

Die  Gleichung  (/>.•) 

liefert  zugleich  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welcher 
die  Thetafunctionen  genügen.  Eine  leichte  Rechnung  ergibt: 

2;'3  -  Szz'z"  +  sV  =  töe  Y U^-z*  +  z' z  -  zz") 
oder  quadrirt 

3  -«*  -  \*%  Z"*  +  3  1        -  f  **'  3"  V"  +  l  3*  S*'1  = 

iL"  Oft  tkft  Q*W    *  Ca'" 

^ä''+i  (U;)  »,(»V-«")+^-(»V-»»T 

Diese  Gleichung  kann  als  Seitenstück  zu  der  von  Jacobi  gege- 
benen (Grelle  Band  36,  Seite  103)  angesehen  werden: 

bei  welcher  /»  als  die  unabhängige  Variable  zu  nehmen  ist, 
wahrend  u  ==  0  gesetzt  worden  ist1) . 

Die  Invarianten  des  Polynoms 

*)  Vcrgl.  auch  die  in  diesen  Berichten,  Jahrgang  1862,  S.  H5/6  auf- 
gestellten Differentialformeln 


Digitized  by  Google 


Thetafunctioxen  und  elliptische  Integrale.  99 
sind  von  den  früher  für  x  =  -J-  berechneten,  wie  schon  aus 

■Cr  II 

dem  linearen  Zusammenhange  zwischen  j?  und  X  erhellt,  nicht 
verschieden,  nämlich 

%  =  i      -  ,    <h  =  A      -  K)  (2  *J  +  *4*J)  . 

Für  H  kehrt  #3  das  Vorzeichen  um. 
Aus  der  Gleichung 

folgt  nicht  allein  ==  ^^^3,  sondern  durch  logarithmische 
Differentiation  nach  /i  auch 

Die  Relationen 


^>    ^,  ~  3 '    ^  ~  ^  -  ' 

y  y; 

zeigen,  dass  >  -Ä?  >  -*  ; 


i;  und  iy,  liegen  für  reelle  Werthe  von  u  zwischen  *  und  ^ , 
wahrend  rjt  und  i?,  kleiner  sind  als  ~ ,  dagegen  werden  für  ima- 

Oft 

ginäre  Argumente  ry  (ui)  und  t]i  (tu)  grösser  als  — ,  wahrend  ^(tit) 

y  y 

und  7,(tii)  zwischen  5?  und      enthalten  sind. 

7» 
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Der  Zusammenhang  der  coordinirten  Ktafunetionen  ist  durch 
die  Gleichungen 

i?m  =  i?3(»/  +  t)  =  ?«(«  +  -;  |  =  »?,(«H  5 — I 

gegeben:  dieselben  sind  folglich  doppelt  periodisch  mit  den 
Perioden  /r  und  h  i. 

- 

10. 

Von  Interesse  sind  die  Entwickelungen  der  Etafunclionen 
nach  den  Potenzen  des  Arguments  u.  Mittelst  der  stets  conver- 
girenden  Reihen 

fru  =^  +  ^  ^ V  ..)  . 

folgt  nach  einer  leichten  Rechnung : 

,,„  =  —  —  orft#*4-  «3i/4  •  •  . 

r/4  U  =  -      +  i^r-         -  ft  tt*  •  •  , 

9lii  =  ^  —  ftti*  —  y,t*4  •  •  , 
iy3  m  =  TT  +  <*t  "*  +  <*3  »/*  •  •  , 
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Durch  Integration  der  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man 
die  Kntwickelungen  der  logarithmischen  Üiflerentialquoticnten 
oder  Integrale  zweiter  Gattung: 


9  u 

\ 

u 

*7 


woraus  durch  abermalige  Integration  die  Potenzreihen  ftlr  die 
Logarithmen  der  Thetafunctionen  hervorgehen: 

'<*       =  1  ^  «*  -  t*3  «i     +  3!o  «3"6  -  A  "i  "H  •  *  » 

hg    =  log « +  i    «'  -  A  A«'  -  A /»,«'  -  AA""  •  ■ . 

•og      =  1  ^  «'  ~  A  7t"  -  A;v<  -  A/.«  •  •  . 

*  »" +  tW,+  A«>*  +  A<V<"  •• 

Das  Convergenzgebiet  der  bisher  entwickelten  Reihen  er- 
streckt sich  bis  zu  der  dem  Nullpunkte  zunächst  liegenden  Wur- 
zel der  Gleichung  fyu  =  0,  während  sich  durch  den  Uebergang 
von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  stets  convergirende  Reihen 
ergeben  müssen.  So  wird 

wo  :«  =  I  -  A«f        3v  «3"6  ~  i  II «i  -  Ar««)     '  •  i 


y  =  i  _  ^ ,<4  -      m6  -  i  o    -  A  jQ  w* 
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£,« - ■  +  iV^t"4  +  ,W  +  i (H  +  A <*«V  •  •  - 

Die  Reihen  für  und  v3i<  sind  von  Jacobi  Berlinden 

worden  Crellk  Band  54 ,  Seite  97J ,  dessen  nachgelassene  Ab- 
handlung Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  Votenx- 
reihen  Borchardt  herausgegeben  hat.  In  Weierstrass'  Theorie 
der  Abel  sehen  Functionen  Band  52,  Seite  344,  357)  erscheint 

die  Reihe  für  c(  "  )  unter  der  Bezeichnung  AI  (u,  x),  weil  schon 

Abel  den  Salz  aufgestellt  hatte  (Grelle  Bd.  IV,  S.  214;  Bd.  VI. 
S.  76),  dass  für 

r^o-  =  ac  +  i44  .x3  -f-        •  •     ,   f.c  =  1  4-  /?4.r4  +  Ä3 jc6  • 
fp(u  $\q)  =  .lcatt'#<  (fi,  q)  ,    ftif^f)  =  Beau,$(u,  q)  , 

)— itV^Ktf         ,    (\u&lq  —B'ea'ut&(ui,q')  . 
Borchardt  bemerkt  a.  a.  0.,  dass  auch 

?,(^)=  < '(<«>*')     »nd     f. (^)  =  ^' ("'"•?)•'  • 
Die  Function 


endlich  hat  Herr  Weierstrass  in  seinen  späteren  Arbeiten  über 
elliptische  Functionen  in  die  Theorie  eingeführt  und  durch  das 
unendliche  Doppelproduct  dehnirt: 


I)  Die  Herren  Briot  und  Boi;quet  deliniren  in  ihrer  TMorie  des  fon- 
dions  clliptifjues,  i.  ed.  p.  405,  .-1/  aU  »initiales  du  tnot  alle«  I 
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wo  tu  =p,i-f  p'ki,  und  die  Indices  pp'  alle  ganzen  Zahlen 
zwischen  ±:  oo  durchlaufen,  mit  einziger  Ausnahme  von  ut  =  0. 

Die  Differenz  —  \\  -±-  —  rn  (^)  bezeichnet  Weierstrass 
durch  pi<  =  —  (  — )  log  o  u  .•) 

11. 

Fflr  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  von  der  Form 
1  —Jqdu  ergeben  sich  die  einfachen  Ausdrücke: 

- 


9, 

" 


9t" 


nebst  den  Werthen 


9%  _» 


I]  Vergl.  d»e  von  H.  A.  Schwarz  herausgegebenen  Formeln  und  Lehr- 
mtse  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen,  nach  K.  Weierstrass, 
INS,  8.  5,  <  0. 
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Analog  erhält  man  die  Gleichungen 


nebst 


Man  beweist  jetzt  durch  eine  leichte  Rechnung  für  u  ==  — 
die  Gleichungen 

h*i)  (u'/,7  +,r,.(w,fl  +  ^  =  0  , 

tfft 9  -l-      i"»  7')  +    = 0  i 

A1  9)+*^  (u,<?'j+2A  =  0  , 

h**}Au'h  7  +  >t*  »?3  (w,  9')  -M*  =  0  , 
woraus  durch  Integration 

0  =  fe*J    ;<3  |_ -|  rfu  -f-  jg  I   r;3  (tl ,  q')  du  -f  2A  ?/ 
Die  nochmalige  Integration  liefert 

i, u« + c = ,, 1  log = *•  ><* /■(« , $ , 

mithin 

/>,*)=  Kj«'5r=  Kxe~  • 

wie  bereits  in)  Art.  5  bemerkt  wurde. 
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Hiermit  ergeben  sich  die  Transformationsfornieln : 

w  ?»' 

9  („7.7)  =  j/'l«»  #,(«,,-)  , 

|  /„.  ««' 


nebst 


1  0  .   ?  gj  (».9')  ,  2 «  _  n 

«  Ä"  #,(">?')  "*"  *  ' 

'  »;{*'<)  ,  »   (»,«/•)  ,8« 

»'  #,("'0      A  /C  _U  ' 

!  gjjgO  ,  .r  »'(«,?';    2«  _ 

«  A  »,  («, 

Von  Interesse  sind  auch  die  Ausdrücke  der  Differenzen 


nebst  den  entsprechenden  Formeln  für 


s 
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1«. 

Es  handelt  sich  noch  um  die  elliptischen  Integrale  dritter 

Gattung  von  der  Form  w      f~~f  >  welche  gleichfalls  mit  Hülfe 

der  Gl.  \A.)  des  Art.  2  abgeleitet  werden  können. 

Differentiirt  man  dieselbe  logarithmisch  nach  v,  so  folgt: 


+  v) 

(u  -f  V) 

»:  (u  - 

«1 

ei 

&*  u 

+ 

r/7' 

1  & " 

oder    -.-  log  -1   =  2   h  —  log  (».  u  —  n.v 

==2-^-h^,og(,'r-,;")  • 

Aondcrt  man  11  und  »  um     ,  so  erhalt  man  analog: 

du log  *r^^ = !   + log  ('""  ~  'hVI 

Schreibt  man 

und  integrirt  nach  zwischen  den  Grenzen  0  und  u  <  i>,  damit 
das  Integral  endlich  bleibe,  so  ergeben  sich  hieraus  die  Glei- 
chungen : 

log  <lie±. ») =8u^+  * »i  pä  r_±f_ 


<  i  ^0  9,  —  pt 


V  Ju  1t  ~P* 
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Durch  \ . 'Ullerting  von  v  um  --  gehen  für  «  <  \  n  —  v  die 
Aufdrücke  hervor: 

Ebenso  wird  durch  Substitution  von  r  +  •-  für  v : 
nebst 

l08 » (v _  U)  -  2"v; -  •><  ^ 
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13. 

Eine  Zusammenstellung  der  sechszehn  verschiedeacn  For- 
men der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  bekanntlich 
zuerst  Jacobi  in  seiner  Abhandlung  Ober  die  Rotation  Sur  In 
rotntion  d'un  Corps ,  in  Band  39  des  CREi-LF.'schen  Journals^  ge- 
geben. Er  hat  zugleich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die 
von  Lbgbxdie  eingeführte  Unterscheidung  der  logarithmischen 
und  trigonometrischen  Integrale  auf  dem  Umstände  beruht,  dass 
der  Parameter  p  auch  für  imaginäre  Werthe  des  Argumentes  r 
reell  wird,  sodass,  wenn  /)  alle  reellen  Werthe  durchlaufen  soll, 
v  sowohl  reell  als  imaginär  genommen  werden  muss. 

Setzt  man  demgemüss  für  v  =  v'i 
so  erhalt  man  z.  B.  die  von  rn  abhangigen  Integrale: 


2i**(r'i> 

[«v'i) 

fr4  [2r'i] 

/•«<  r/w 

//,  (Sr'i) 

r»  du 

(rV  . 

K  'h  -  v 

^1 

wo  die  einschränkenden  Bedingungen  u  <  r  resp.  u  <   -  v 

m 

in  den  beiden  ersten  (Gleichungen  für  reelle  Werthe  von  u  jetzt 
wegfallen.    Dagegen  ist  zu  bemerken,  dass  von  den  (reellen) 

vieldeutigen  Werthen  von    .  log  =  arc  tg  derjenige  zu  nehmen 

ist,  der  mit  u  verschwindet,  dass  aber  die  beiden  Ausdrücke 

<fi ,0«  <>^T-u~)  ,md  2,  lü*  ^IPT^T)  d,e  Por,ode  "  mc/" 

besitzen,  weil  bei  einer  Stetigen  Aenderung  von  //  um  i  nicht 
der  nämliche  Werth  des  Logarithmus  wiedererhalten  wird  '  . 


t   Jacobi,  a.  a.  0.  S.  329.  Vorgl.  die  Abhandlung  »zur  Reduction  ellip- 
tischer Integrale«.  Suppl.  S.  165 — 166. 
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Da  hei  der  Berechnung  reeller  elliptischer  Integrale  auch 
(eonjugirte)  complexe  Werthe  des  Parameters/;  auftreten  können, 
so  ist  es  nöthig,  die  Integrale  dritter  Gattung  auch  für  complexe 
Werthe  des  Arguments  v  '  *u  untersuchen.  Schon  Lege.ndre 
hat  erkannt,  dass  hierbei  eine  Heduction  auf  die  getrennten  Argu- 
mente v  und  r'/*  möglich  ist.  mit  anderen  Worten,  dass  die  re- 
ellen und  imaginären  Theile  der  Integrale  mit  comple.rem  Para- 
meter selbst  wieder  von  solchen  mit  reellem  Parameter  abhängig 
gemacht  werden  können.  Die  betreffende  Reduction  lindet  sich 
in  meiner  Abhandlung  über  die  Heduction  elliptischer  Integrale 
in  reeller  Form  S.  1 88 — 97  näher  auseinandergesetzt. 

Es  möge  hier  noch  bemerkt  werden ,  dass  die  Vieldeutigkeit 
der  elliptischen  Integrale  der  drei  Gattungen  eine  wesentlich 
verschiedene  ist.  Während  die  Integrale  u  der  ersten  Gattung 
doppelt  vieldeutig,  also  die  umgekehrten  Functionen  ?;  u  doppelt 
periodisch  sind,  erhält  man  für  die  Integrale  zweiter  Gattung  nur 
einfache,  bei  denen  der  dritten  Gattung  dagegen  dreifache  Viel- 
deutigkeit. In  der  That  ergibt  sich  sogleich,  dass  wenn  man  u 
und  r  mit  u  -f-  mn  -f-  nhi  und  resp.  v  -f-  iri n  -\-  n'hi  ver- 
tauscht ,  wobei  ij  und  p  ungeändert  bleiben,  sich  die  logarilh- 

mischen  Differentiahjuotienlen  ^    —K[u)  um  %ni9  die  Werth« 


dagegen,  mit  Rücksicht  auf  die  Vieldeutigkeit  des  Logarithmus, 
um 

l;t  i  -\-  m/ck  [v]  -f-  ftf  [tv  +  h'kr) 
ändern.  Drückt  man  17  als  Function  von  l  aus,  so  wird  diese 

Function  periodisch  wie  e*n  -f-  C**71,  folglich  ist  für  1  =  -:X(vi] 

1;  periodisch  wie  cos  X/r.  Es  werden  hierbei  die  von  Herrn 
Weierstrass  im  Berliner  Monatsbericht  vom  Februar  1866  ge- 
lehrten Entwickelungen  mit  Vortheil  Anwendung  finden. 


der  Integrale 


(Fortsetzung  folgt.; 
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Martin  Krause,  lieber  einige  Differentialbeziehungen  im  Ge- 
biete der  doppelt  periodischen  Functionen  dritter  Art. 

In  einer  grossen  Reihe  wichtiger  und  interessanter  Arbeiten 
der  Herren  Hkrmitk,  Brioschi,  Fichs,  Picard  u.  A.  ist  gezeigt  wor- 
den, dass  die  doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  ein- 
fachen linearen  Differentialgleichungen  Genüge  leisten,  die 
mannigfache  Anwendungen  zulassen.  Es  möge  in  Bezug  hierauf 
vor  Allem  auf  den  soeben  erschienenen  zweiten  Theil  des  Werkes 
von  Herrn  Halphen  über  die  elliptischen  Functionen  verwiesen 
werden. 

Im  Gegensatz  hierzu  sind  die  doppelt  periodischen  Func- 
tionen dritter  Art  nach  dieser  Richtung  hin  noch  sehr  wenig 
untersucht  worden. 

In  der  neuesten  Zeit  ist  eine  Arbeit  von  Herrn  Appell  »Sur 
des  equalions  lineaires  integrahles  h  I'aide  de  la  fonction 
Xm(xi  y)"  ,n  den  »Annales  de  l'ecole  normale  superieure«  er- 
schienen, in  welcher  gezeigt  wird,  dass  die  Functionen  %m  [xt  y), 
die  die  Grundfunctionen  der  doppelt  periodischen  Functionen 
dritter  Art  sind,  auch  ihrerseits  linearen  Differentialgleichungen 
Gentige  leisten.  Die  Form  derselben  wird  wirklich  angegeben, 
ist  aber  so  complicirt,  dass  sie  nicht  genügen  kann,  dass  viel- 
mehr versucht  werden  muss,  andere  und  einfachere  Differential- 
beziehungen herzustellen. 

Ausser  der  ApPELi/schen  Arbeit  ist  dem  Verfasser  nichts 
weiter  über  den  genannten  Gegenstand  bekannt  geworden. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  nachgewiesen  werden,  dass  auch 
die  doppelt  periodischen  Functionen  dritter  Art  einer  unend- 
lichen Fülle  einfacher  Differentialgleichungen  Genüge  leisten, 
die  nach  angegebenen  Methoden  construirl  werden  können. 
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Es  sollen  hierbei  zwei  principiell  von  einander  verschiedene 
Ausgangspunkte  gewühlt  werden.  In  früheren  Arbeiten  ist  ge- 
zeigt worden,  dass  alle  doppell  periodischen  Functionen  dritter 
Art,  die  mehr  Null-  als  Unendlichkeitspunkte  besitzen,  sich  auf 
die  Primfunctionen  reducircn  lassen: 

&a  [n  V  +  nu  ,  n  i 

' 

oder,  wenn  wir  mehrfache  Wurzeln  zulassen,  auf: 

i>a  (fl  v  -f-  na,  nt) 

W 

Es  sollen  nun  im  ersten  Paragraphen  Methoden  angegeben 
werden,  mit  deren  Hülfe  für  diese  Ausdrücke  Differentialglei- 
chungen construirt  werden  können. 

Dann  aber  wollen  wir  ganz  allgemein  die  Function  be- 
trachten : 

fr,  (t;  -  «,  j  •  frt  (v  -  at)  •  •  ^  (v  -  ow) 

bei  welcher  u  grösser  oder  kleiner  als  m  sein  kann  und  zeigen, 
dass  dieselbe  unendlich  vielen  Differentialgleichungen  Genüge 
leistet.  Es  geschieht  dieses  im  wesentlichen  durch  Reduction  auf 
das  Problem,  Differentialgleichungen  aufzustellen,  denen  die 
Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten.  Dieses  letztere  Problem 
soll  zunächst  im  zweiten  Paragraphen  auf  Grund  des  Trans- 
formationsprincipes  in  einfacher  Weise  gelöst  werden.  Es  erfolgt 
dann  im  dritten  Paragraphen  die  Ableitung  von  Differential- 
gleichungen für  die  Functionen  dritter  Art. 

§<• 

Aufstellung  von  Differentialgleichungen,  denen  die  (iiiissen: 

(nv  +  na,  wr)       .    j>„  [n  r+  na  ,  nt) 

»,  [V,  l)'  0~(^V 

Genüge  leisten. 
Wir  wollen  die  beiden  Ausdrücke  in  Betracht  ziehen: 

9,(nv  +  »<><  "*)  und  v=  ».!""+'"■■'")  . 
1      U-  ».{«,*)' 
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Aus  der  Definition  derselben  folgt: 

rf|  log  V      tl*  log      fw  ,  »  r)  _  </*  log  ^  (r,  r)'' 

_     ,  g  log  gv(tg,  tU)  </f  10g  #0  (t>,  T) 

-  "  ?P  1          ,lv*  ' 

wenn  gesetzt  wird: 

ir  =  » i  r  -f-  na  . 

Genau  so  wird : 

log  r        t  rf4  log  #0       n  t)         d*  log  #0  [V ,  r 

-^-  =  "  —  1 — rf?  

Wir  wollen  nun  die  transformirten  Thetafunctionen  für  den 
Nullwerth  des  Argumentes  bezeichnen  durch  fe*tt,  ihre  ersten 
DiHerentialquotienten  for  denselben  Werth  durch  G^,  dann 
gelten  bekanntlich  die  Gleichungen: 

f/1  log  #4  (ir ,  n  t) 

<l*  log  #0(tr,  iit)  __ 
du? 

rf1  log  r)      ^  _  Iftf  t>%[v,tf 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir: 

Andererseits  ist: 

i  i  — - —  =  ii  — - —  =  it     -  -  —  — - —  •  . —  • 

de          du?         0i*0)  tlTI  ^(  (tt»,  BT) 
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Erheben  wir  die  rechte  und  linke  Seite  dieser  Gleichung  ins 
Quadrat,  so  kann  die  rechte  Seite  nach  bekannten  Formeln  ra- 
tional durch  17  und  V  ausgedruckt  werden. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  einmal  U}  ein  andermal  V 
eliminirt  werden,  dann  ergeben  sich  die  gesuchten  Differential- 
gleichungen. 

Die  soeben  entwickelte  Methode  ist  der  JxcoBi'schen  analog, 
die  Differentialgleichungen  aufzustellen,  denen  Zahler  und  Nen- 
ner der  Transformationsgleichungen  Genüge  leisten. 

§2. 

Einfache  Methode,  um  Differentialgleichungen  aufzustellen, 
denen  doppelt  periodische  Functionen  zweiter  Art  Genüge 

leisten. 

Es  sei  eine  ganze  transcendente  Function  der  Veränder- 
lichen v  vorgelegt,  welche  den  folgenden  Bedingungsgleichungen 
Genüge  leistet: 

wobei  X  und  a  beliebig  gegebene  Parameter  bedeuten,  wührend 
r,  5,  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Eine  solche  Function 
gehört  dann  bekanntlich  zu  der  Kategorie  der  doppelt  peri- 
odischen Functionen  dritter  Art. 

Der  Fundaroentalsatz  nun,  auf  welchen  sich  alles  Folgende 
stützt,  lautet: 

Zwischen  je  (n  -f-  \  )  solcher  Functionen  f(vn  die  denselben 
Bedingungsgleichungen  Genüge  leisten,  besteht  mindestens  eine 
lineare  Relation. 

Das  Verfahren,  Differentialgleichungen  aufzusuchen,  denen 
die  Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten,  besteht  einfach  darin, 
Functionen  zu  suchen,  die  den  obigen  Bedingungsgleichungen 
Genüge  leisten  und  zwischen  einer  genügenden  Zahl  derselben 
die  angedeuteten  linearen  Relationen  herzustellen. 

Erstens  genügen  folgende  Functionen  den  Gleichungen  (I): 

M*  '  '  #J  W'-  -  «i)  •  #|      -  «i  •  •  • 

wenn  die  Beziehungen  stattfinden : 

Mftth.-phyi.  Cluii.  1689.  8 
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f  t  +  v%  H~  W  =  r  mod  2  , 
i'  -f-  » .  -f-  m  =  s  inod  2  , 

(2) 

a*  +  «>  H  h  am  =  «  » 

y  _|_  tr(  -f.  ^  -f-  m  =  n  , 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  den  bekannten  elemen- 
taren Eigenschaften  der  Thetafunctionen.  Zweitens  aber  findet 
dasselbe  für  die  Grössen  statt: 

vorausgesetzt,  dass  v  gleich  oder  grösser  als  1  ist.  In  der  That, 
ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  der  soeben  betrachtete  Aus- 
druck eine  ganze  transcendente  Function  von  t>,  welche  den  vor- 
hin aufgestellten  Bedingungsgleichungen  Genüge  leistet. 
Dasselbe  Resultat  gilt  für  die  Grössen: 

vorausgesetzt,  dass  i>  grösser  oder  gleich  k  ist. 

So  haben  wir  eine  grosse  Reihe  von  Functionen  gefunden, 
die  alle  denselben  Bedingungsgleichungen  Genüge  leisten. 
Nennen  wir  n  +  1  derselben  /*,  (t)  ■  •  •  fn+K  (t?) ,  so  muss 
zwischen  ihnen  eine  lineare  Relation  der  Form  bestehen : 

cjt  (V)  +  ctft(v)  H  h  r^J^  (r  =  0  . 

Nehmen  wir  an.  dass  die  Grössen  o,,  ot,  •  •  •  am,  X  für  alle 
Functionen  denselben  Werth  besitzen,  so  ist  klar,  dass  alle  auf- 
gestellten linearen  Relationen  im  Allgemeinen  Differentialglei- 
chungen sein  werden,  denen  die  Function: 

Genüge  leistet. 

Diese  Function  (p  iv)  ist  aber  eine  doppelt  periodische  Func- 
tion zweiter  Art.  Da  nun  die  Zahl  der  Differentialgleichungen 


Digitized  by  Google 


UEBER  EINIGE  DlFFEREVTlALBEZIEHUXGEN  ETC.  115 


ins  Unendliche  vermehrt  werden  kann,  so  finden  wir  auf  diesem 
Wege  unendlich  viele  lineare  Differentialgleichungen ,  denen  die 
doppelt  periodische  Function  zweiter  Art  tp(v)  Genüge  leistet. 

Die  Constanten  c,,  c4,  •  •  •  cn+1  können  am  einfachsten  durch 
Reihenentwickelungen  gefunden  werden  und  zwar  empfiehlt  es 
sich,  hierzu  an  Stelle  der  Argumente  der  Thetafunctionen  die 
Argumente  der  elliptischen  Functionen  einzuführen.  Hierbei 
kann  ober  die  Constanten  c4  •  •  •  cn+i  noch  in  gewisser  Weise 
verfügt  werden.  In  der  That,  die  Grössen  at  •  •  •  an  und  l  sind 
völlig  willkürliche  Grössen.  Dieselben  können  im  Allgemeinen 
>o  bestimmt  werden,  dass  eine  entsprechende  Anzahl  von  Grös- 
sen c  vorgeschriebene  Werthe  annimmt.  Man  kann  auf  diesem 
Wege  in  ganz  besonders  einfacher  Weise  die  LAMB'sche  Diffe- 
rentialgleichung ableiten. 

§3. 

Ableitung  von  Differentialgleichungen,  denen  doppelt 
periodische  Functionen  dritter  Art  Genüge  leisten. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Function: 

l>ei  welcher  ju  ^  wi  sein  kann ,  so  ist  dieses  eine  doppelt  peri- 
odische Function  dritter  Art ,  auf  welche  alle  andern  derselben 
Art  zurückgeführt  werden  können. 

Brauchen  wir  die  frühere  Bezeichnungsweise,  so  können  wir 
schreiben : 

Hieraus  folgt,  dass  aus  einer  jeden  Differentialgleichung,  welcher 
q  [v)  Genüge  leistet,  eine  Differentialgleichung  hergeleitet  werden 
kann,  welcher  f[v)  Genüge  leistet.  In  den  Coefficienten  der- 
selben tritt  die  Function  #0(t>)  neben  ihren  Differentialquotienten 
auf.  Diese  Differentialquotienten  lassen  sich  aber  rational  durch 
#0'(r  und  die  vier  Thetafunctionen  ausdrücken. 
Hieraus  folgt  der  Lehrsatz: 

Die  doppelt  periodischen  Functionen  dritter  Art  f{v)  leisten 
unendlich  vielen  linearen  Diffei'entialgleichungen  Genüge,  deren 
Coefficienten  sich  rational  aus  $t'(t>)  und  den  vier  Thetafunctionen 
&M(V)  darstellen  lassen. 
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Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Constanten  können 
wie  vorhin  bestimmt  werden. 

Durch  Elimination  von  #0'i'r)  aus  zweien  der  aufgestellten 
Gleichungen  ergiebt  sich  der  Lehrsatz : 

Die  doppelt  periodischen  Functionen  dritter  Art  f(v)  leisten 
unendlich  vielen  Differentialgleichungen  Genüge,  deren  Coefficienten 
sich  rational  aus  den  vier  Thetafunclionen  S"a(v)  darstellen  lassen. 


Digitized  by  Google 


Beruhte  <l  h  '  S.  OW  J  l  I isa.  rnoik  phys.  Ci  W8H. 
Zur  Abhandlung  von  A  Schenk 

Digitized  by  Google 


Taf.I. 


Digitized  by  Google 


SITZUNG  VOM  23.  APRIL  1889. 

E.  Drechsel,  Zur  Kenntniss  der  Spaltungsproducte  des 
Casetns.  Vorläufige  Mittheilung. 

Vor  einigen  Jahren  schon  habe  ich  in  einer  Monographie 
über  Eiweisskörper  x)  darauf  hingewiesen,  dass  die  gewöhnliche 
Annahme,  nach  welcher  starke  Säuren  und  Basen  in  derselben 
Weise  spaltend  auf  Eiweiss  einwirken  sollen,  durch  die  be- 
kannten Thatsachen  nicht  gestutzt  wird.  Ich  bemerkte  damals: 
»Beide  Processe  haben  zwar  das  geraeinsam,  dass  Ammoniak  und 
Amidosäuren  entstehen,  aber  sie  differiren  sehr  wesentlich  in  dem 
Umstände,  dass  bei  der  Einwirkung  des  Baryts  Kohlensäure, 
Oxalsäure  und  Essigsäure  gebildet  werden,  bei  der  Einwirkung 
der  Säuren  aber  nicht.«  Die  genaueste  und  vollständigste  Unter- 
suchung über  die  Einwirkung  conccntrirter  Salzsäure  auf  den  Ei- 
weissstoff  der  Milch,  das  CaseYn,  verdanken  wir  Hlasiwbtz  und 
Habermas*,  welche  beiden  Forscher  fanden,  dass  die  fragliche 
Zersetzung  glatt  und  unter  Bildung  krystallisirbarer  Substanzen 
verläuft,  wenn  man  noch  Zinnchlorttr  zusetzt;  dann  entstehen 
Leucin,  Tyrosin,  Glutaminsäure,  Asparaginsäurc  und  Ammoniak, 
nach  deren  möglichst  vollständiger  Abscheidung  noch  eine  ge- 
ringe Menge  einer  dicklichen  Mutterlauge  übrig  bleibt,  aus  welcher 
keine  anderen  krystallisirbaren  Substanzen  mehr  erhalten  werden 
konnten.  Später  ist  namentlich  von  Horbaczkwski  nachgewiesen 
worden,  dass  auch  aus  anderen  Eiweissstoffen  mittelst  derselben 
Methode  die  nämlichen  Zersetzungsproducte ,  manchmal  auch 
noch  Schwefelwasserstoff,  erhalten  werden.  Einige  Jahre  später 
fand  dann  Schützenberger,  dass  bei  der  Einwirkung  von  Baryt- 
hydrat in  höherer  Temperatur  auf  Eiweisskörper  der  verschie- 
densten Art  ebenfalls  die  genannten  Zersetzungsproducte  ent~ 

I)  Ladknburu's  Handwörterbuch  der  Chemie  III,  548. 

Muth.-phys.  l'lasse.  lh»ü.  f 
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stehen,  ausserdem  aber  noch  andere,  theils  auch  Amidosäuren, 
theils  Kohlensäure,  Oxalsäure  und  Essigsäure.  Dieser  Unter- 
schied in  den  Resultaten  der  Zuselzung  gewinnt  noeh  an  Gewicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  Summe  der  durch  Salzsäure  er- 
haltenen Producta  bei  weitem  nicht  100  %  des  angewandten  Ei- 
weisses  erreicht,  trotzdem,  dass  die  Zersetzung  unter  Aufnahme 
von  Wasser  erfolgt ;  Hokraczewski  erhielt  aus  Horn  I  t> —  1 8  %  salz- 
saure Glutaminsäure,  3  —  5  %  T\  rosin,  15  %  Leucin,  sehr  wenig 
Asparaginsäure ,  und  selbst  wenn  wir  annehmen,  dass  er  nur 
die  Hälfte  der  entstandenen  Producte  hätte  abscheiden  und 
kryslallisirt  erhalten  können,  so  fehlten  immer  noch  ca.  30  %  am 
Gewichte  des  angewandten  Eiweisses,  welche  durch  Ammoniak 
nicht  annähernd  gedeckt  werden  können,  da  alle  die  genannten 
Substanzen  schon  Stickstoff  enthalten  und  im  Eiweiss  selbst  nur 
ca.  1() — 17  %  Stickstoff  vorhanden  sind.  Da  nun  ferner  besonders 
angestellte  Versuche  mir  mit  Sicherheit  ergaben,  dass  Kohlen- 
säure bei  der  Einwirkung  chlorfreier  Salzsäure  auf  Eiweiss  nicht 
entsteht,  so  liessen  diese  Ueberlegungen  nur  den  Schlusszu,  dass 
bei  der  Spaltung  der  Eiweisskorper  durch  concentrirte  Salzsäure 
noch  andere,  bisher  noch  nicht  aufgefundene  Producte  entstehen, 
welche  sich  in  den  Mutterlaugen  der  genannten  Amidokörper 
finden,  und  wenigstens  zum  Theil  beim  Erhitzen  mit  Barylhydrat 
Kohlensäure  liefern  mtlssen. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Schlussfolgerung  durch  das  Ex- 
periment zu  beweisen,  wiederholte  ich  die  Versuche  von  Hlasiwetz 
und  Habermann,  wobei  ich  mir  nur  insofern  eine  kleine  Aenderung 
erlaubte,  als  ich  zur  Vermeidung  des  sonst  eintretenden  Stessens 
der  koehenden  Flüssigkeit  von  Zeil  zu  Zeit  ein  kleines  Stückchen 
compacten  metallischen  Zinns  zusetzte,  welches  eine  gelinde 
Wasserstoffentwicklung  veranlasste  und  so  das  lästige  Stossen 
völlig  verhinderte.  Aus  der  nach  dreitägigem  Kochen  erhaltenen 
hellbraunen  Lösung  entfernte  ich  dann  nach  den  Angaben  der 
genannten  Forscher  die  Amidosäuren,  und  als  ich  nun  die  wieder 
verdünnte  dicke  saure  Mutterlauge  mit  Phosphorwolframsäure 
versetzte, erhielt  ich  einen  ausserordentlich  starken  Niederschlag, 
welcher  auf  die  Gegen  wart  einer  Base  hindeutete.  Derselbe  wurde 
mit  ö  %  Schw  efelsäure  auf  dem  Sauglilter  chlorfrei  gewaschen, 
dann  durch  kochendes  Barxlwasser  zersetzt,  aus  dem  Filtrate 
der  überschüssige  Barvl  durch  Schwefelsäure  möglichst  genau 
ausgefällt,  das  Filtrat  mit  Salzsäure  übersättigt  und  auf  dem 
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Wasserbade  eingedampft.  Dabei  hinterblieb  zuletzt  ein  dieker 
Syrup,  welcher  beim  Stehen  Uber  Schwefelsaure  kristallinisch 
erstarrte. 

Zur  weiteren  Verarbeitung  wurde  derselbe  unter  Zusatz 
einer  geringen  Menge  Wasser  auf  dem  Wasserbade  wieder  ver- 
flüssigt und  dann  in  absolutem  Alkohol  gelost:  Zusatz  von  Act  her 
zu  dieser  Lösung  erzeugte  einen  reichlichen  öligen  Niederschlag, 
welcher  beim  Stehen  unter  der  Flüssigkeit  allmählich  theilweise 
krystallisirte.  Die  krystalle  wurden  abgepresst,  mit  absolutem 
Alkohol,  worin  sie  sehr  schwer  löslich  sind,  mehrmals  gewaschen 
und  dann  über  Schwefelsäure  getrocknet.  Sie  sind  das  Chlorid 
einerstarken  Base:  behandelt  man  ihre  wässerige  Lösung  mit 
kohlensaurem  Silberoxyd,  so  erhält  man  eine  stark  alkalische 
Flüssigkeit,  welche  beim  Eindunsten  einen  krystallinischen 
Htlcksland  hinterlässt;  kocht  man  die  noch  silberhaltige  Lösung, 
so  entwickelt  sich  ein  schwacher,  an  Sperma  erinnernder  (ie- 
ruch.  Das  in  schönen  rothgelben  langen  Prismen  krystallisirende 
Chloroplatinat  wurde  Uber  Schwefelsäure  getrocknet  analysirt *): 

1)  0,3465  g  verloren  bei  102°  :  0,0238  g  =  7,52 #  H%0\ 
der  trockne  Rückstand  gab  bei  der  Verbrennung 
0,1 184  g  CO,  und  0,0777  g  //,0;  das  im  Schiffchen 
gebliebene  Platin  wog  0,0947  g,  doch  war  durch  starkes 
Aufblähen  der  Substanz  ein  Theil  verloren  gegangen. 

2)  0,3398  g  verloren  bei  ca.  14  0°  :  0,0281  g  =  8,27  %  Hi  0; 
0,3032  g  des  trocknen  Rückstandes  gaben  12,4  cem  A' 
bei  1  4°  und  753  mm  Hg. 

3)  0,31 86  gdesChlorides der  Base  verloren  bei  110°:  0,0027  g 
an  Gewicht  und  lieferten  0,4003  g  AgCl  +  0,0015  g  Ay. 

Bezüglich  des  Chioroplatinates  ist  zu  bemerken,  dass  das- 
selbe bei  1 1 0°  bereits  anfängt  sich  braun  zu  färben :  deshalb 
wurde  das  Trocknen  nicht  fortgesetzt,  und  die  Analyse  auf 
wasserhaltige  Substanz  berechnet,  wodurch  man  erhält:  1 2,79$  C; 
3,56#  H  (28,97  #  PI);  für  das  Chlorid:  31,51  %  Cl.  Aus  diesen 
Zahlen  kann  man  die  Formel  C7f/14Ai01  Pt  Cl,,  -f-  lütO  ab- 
leiten, welche  verlangt:  13,1 1  #C;3,44#//:  4,37#AT;  30,80#  PI; 
das  Krystall wasser  würde  11,24$  ausmachen.  Das  Chlorid 
C,  //, ,  N%  O,  Cli  würde  31 ,00  %  Cl  enthalten. 


I   Die  folgenden  Verbrennungen  verdanke  ich  Herrn  Dr.  SlBGPBlKD, 
dem  ich  aurh  an  dieser  Stelle  dafür  meinen  besten  Dank  ausspreche. 

9« 
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Aus  den  syrupösen  Muttorlaugen  des  erwähnten  Chlorides 
wurde  dureh  alkoholisches  IMatinchlorid  ein  zweites  Chloropla- 
linat  erhalten,  welches  nach  dein  Umkrvstallisiren  etwas  heller 
als  das  erste  gefürbt  und  auch  hygroskopischer  war.  Es  wurde, 
da  es  sich  bei  lüngerem  Erhitzen  zu  zersetzen  schien,  nur  über 
Schwefelsäure  getrocknet  und  in  diesem  Zustande  analysirt: 

1)  0,2473  g  gaben  bei  der  Verbrennung:  0,1473  g  COtl 
0,0811  g  f/tO  und  0,0769  g  PI  (Verlust). 

2)  0.2000  g  gaben  bei  der  Verbrennung:  0,4219g  COt, 
0,0097  g  H%0  und  0,0672  g  PI  (Spur  verloren). 

3)  0,3625  g  gaben  6,4  ccm  JV  bei  12°,5  und  755  mm  Hg. 

4)  0,2430  g  im  bedeckten  Platintiegel  sehr  voriehtig  zersetzt 
(wobei  starkes  Aufblähen  staltfand)  und  geglüht  hinter- 
liesscn  0.0798  g  PI. 

Aus  diesen  Zahlen  I;isst  sich  die  Formel  t\  //,,,  V,  Ot  Clt. 
PtCI,  +  lltO  ableiten: 


Ber.  ; 

I.  II. 

III. 

IV. 

96 

...  16,02 

...  1 6,24  ...  16,43  . . « 

18 

...  3,00 

...    3,64  •  • «   3,76  •  •  • 

•  ■  • 

28 

...  4,67 

...          ...          .  •  • 

5,32 

...  "*^~ 

<>> 

48 

. ..  8,01 

...  — —    §  ♦  •  ... 

...  " 

PI 

197,2 

...  33,06 

...  (31,1)  ...  32,62  ... 

...  32,8  i 

<■% 

212,2 

...  35,2  i 

...                      •  .  •  — — -  ... 

599,4 

100,00 

Die 

Basis 

dieses  S 

alzes  ist  demnach  mit 

der 

des  erst« 

Chloroplatinates  nicht  identisch,  sondern  anscheinend  homolog; 
selbstverständlich  werden  weitere  Analysen  mit  neuem  Material 
die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Formeln  zu  beweisen  haben. 
Ausserdem  ist  noch  wenigstens  eine  andere  Basis  vorhanden, 
von  welcher  jedoch  bisher  kristallinische  Verbindungen  nicht 
erhalten  werden  konnten. 

Ueber  das  weitere  Verhallen  dieser  Basen  kann  ich  vor- 
läufig noch  nicht  viel  berichten  ;  nur  eine  Beobachtung  sei  mit- 
gel  heilt,  weil  sie  ein  besonderes  Interesse  beansprucht.  Man  kann 
nämlichdasroheGemengederChloridemitconcenlrirterSalzsHun' 
auf  150°  erhitzen,  ohne  dass  es  anscheinend  Zersetzung  erlitte; 
im  Bohr  zeigt  sich  kein  Druck  nach  dem  Erkalten.  Erhitzt  man 
es  aber,  oder  auch  das  beschriebene  krystallisirle  Chlorid,  mit  con- 
centrirtem  Bar)  twasserauf  1 20° —  1 30°,  so  erfolgt  Zersetzung  unter 
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Abscheiduna  von  Krvstallen  von  kohlensaurem  Barvt.  Dieses 
Verhalten  giebt  also  den  gewünschten  Schlüssel  für  das  Ver- 
sländniss  der  Schützen  BERGER'scben  Versuche  und  ihres  ab- 
weichenden Ergebnisses  von  dem  der  Versuche  von  Hlasiwetz  und 
üabermann;  diese  Basen  sind  die  oder  eine  Quelle  der  Kohlensaure, 
welche  Schützen  berger  fand. 

Die  vorstehend  beschriebenen  Versuche  eröffnen  ein  neues 
Feld  für  die  Chemie  der  Eiweisskörper,  dessen  Bebauung  reich- 
lichen Lohn  für  die  aufgewandte  Arbeit  erwarten  Iüsst.  Geben 
alle  Eiweisskörper  bei  ihrer  Zersetzung  mit  concentrirter  Salzsäure 
solche  Basen?  und  stets  dieselbe  oder  verschiedene?  Verhalten 
sich  thierische  und  pflanzliche  Eiweissarten  gleich  oder  nicht?  In 
welchen  Beziehungen  stehen  diese  Basen  zu  den  PtomaTnen? 
Diese  und  ähnliche  Fragen  erheben  sich  in  Menge,  und  Versuche 
zu  ihrer  Beantwortung  habe  ich  bereits  unternommen ;  die  erste 
ist  allem  Anschein  nach  namentlich  bezüglich  der  Gelatine  in  be- 
jahendem Sinne  zu  beantworten.  Weiter  wird  aber  noch  zu 
untersuchen  sein,  ob  nicht  ausser  diesen  Basen  noch  andere 
bisher  unbekannte  Zerselzungsproducte  in  der  Mutterlauge  von 
der  PhosphorwolframsHurefallung  stecken,  und  auch  diesem 
Punkte  werde  ich  meine  Aufmerksamkeit  widmen.  Ueberhaupt 
werde  ich  diese  Versuche  fortsetzen  und  vervollsUindigen ;  Zweck 
dieser  vorläufigen  Mittheilung  war  nur,  mir  die  Priorität  und 
die  ungestörte  Weiterbearbeitung  des  erschlossenen  Gebietes  zu 
sichern. 

Leipzig,  Ostern  1889. 
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Ä.  Mayer,  Zur  Theorie  des  gewöhnlichen  Maximums  und 
Minimums.  Mit  einer  Figur. 

In  der  Theorie  des  Maximums  und  Minimums  einer  Funetion 
von  n  Variabein  kennen  wir  im  Falle  n  >  2  bis  jetzt  nur  einen 
einzigen  allgemeinen  Salz,  der  die  Existenz  eines  Maximums  oder 
Minimums  zweifellos  nachzuweisen  gestattet.  Dieser  langst  be- 
kannte Satz,  der  aber  erst  von  Herrn  Gn  seppk  Pbano  streng  be- 
wiesen worden  ist  und  von  dem  spilter  Li  »wir,  Schekfff.r  einen 
kürzeren  Beweis  gegeben  hat1),  lässt  sich  so  aussprechen: 

1.  Ks  sei  F[.v{  ...  ./•„)  eine  geyebene  Function  von  n  unab- 
hängigen Variabein  die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle 
at  ...an  regulür  verhalt*).  Ist  dann  in  der  Entwicklung  der 
Differenz: 

F(a,  +  adxA  ,  •  •  •  ,  an  +  adxn)  —  Fj«,  •  •  •  un) 

nach  steigenden  ganzen  positiven  Potenzen  von  cc  das  Anfangsglied 
eine  definite  Function  der  willkürlichen  Variabein  dxi  ...  dxn1 
so  erreicht  Jenuehdem  dasselbe  negativ  oder  positiv  ist,  die  Function 
F  :.r,  . . .  xn)  an  der  Stelle  a^  ...  an  sicher  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum. 

Was  man  gewöhnlich  noch  hinzufügt,  dass  nämlich  die 
Function  F  an  der  Stelle  aK  .  .  .  au  keinenfalls  einen  grüssten 
oder  .kleinsten  Werth  besitzt,  so  oft  jenes  Anfangsglied  indefinit 
ausfüllt,  habe  ich.  obgleich  auch  dieses  im  Folgenden  gebraucht 


\  )  Vergt.  A.  (itMK.uii,  CuUolo  dtfl'erenziale  pubblhato  con  aggiunte  dal 
G.  PCAMO,  Torino  4  884,  p.  197  und  I»  ScUKKFFEt,  Theorie  der  Mturima 
und  Minima  einer  Function  von  zwei  Variabel»,  diese  Berichte  1886,  p.  120. 

2)  Ks  versieht  sieh  von  seihst,  dnss  es  sieh  hier  und  in  allem 
Folgenden  immer  nur  um  reelle  Functionen  und  um  reelle  Werthe  ihrer 
Yorhiheln  handelt. 
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wird,  doch  in  den  Satz  selbst  deshalb  nicht  mit  aufgenommen, 
weil  es  einerseits  unmittelbar  evident,  und  bekanntlieh  anderer- 
seits durchaus  nicht  das  einzige  sichere  Kriterium  für  das 
Nichtslattlinden  eines  Maximums  oder  Minimums  an  der  be- 
trachteten Stelle  ist. 

Von  der  Theorie  des  absoluten  Maximums  und  Minimums 
aus  kann  man  in  bekannter  Weise  zu  der  des  relativen  Maximums 
und  Minimums  gelangen,  bei  welchem  die  Variabein  der  vor- 
gelegten Function  nicht  mehr  unabhängig,  sondern  gegebenen 
Bedingungsgleichungen  unterworfen  sind. 

Aus  dieser  Uebergangsart  erkennt  man  unmittelbar,  wie 
sich  der  angegebene  Satz  für  das  relative  Maximum  und  Minimum 
gestaltet.  Trotzdem  schien  es  mir  zweckmässig,  diese  Ueber- 
tragung  in  §  1  ausführlich  zu  begründen,  um  damit  zugleich 
dasjenige  aus  der  Theorie  des  relativen  Maximums  und  Minimums 
selbst  zu  gewinnen,  was  für  das  Weitere  erforderlich  ist.  Ich 
wende  den  erhaltenen  Satz  sodann  auf  einen  gewissen,  beson- 
deren F«dl  des  Maximums  oder  Minimums  bei  vorgeschriebenen 
Hedingungsungleichungen  an,  einen  Fall,  der  dadurch  ausge- 
zeichnet ist,  dass  bei  ihm  die  Existenz  oder  Nichtexistcnz  des 
Maximums  oder  Minimums  lediglich  von  der  Beschaffenheit  der 
dritten  Variation  abhängt.  Es  verschwinden  nämlich  alle  Varia- 
tionen bis  zur  sechsten,  diese  aber  reducirt  sich  factisch  auf  die 
dritte'  .  Dieser  Fall  erscheint  allerdings  an  und  für  sich  be- 
trachtet zunächst  nur  als  ein  äusserst  künstlicher  Ausnahmefall. 
Indessen  stellt  er  sich  doch  gar  nicht  so  selten  bei  gewissen  geo- 
metrischen Aufgaben  der  Variationsrechnung  ein.  Namentlich 
zeigen  von  den  Problemen,  welche  Steiner  in  seiner  ersten  Ab- 
handlung » lieber  Ma.vimum  und  Minimum  bei  den  Figuren  in 
der  Ebetie,  auf  der  Kugelfläche  und  im  Räume  überhaupt«  geo- 
metrisch gelöst  hat,  fast  alle  diejenigen,  in  denen  es  sich  um 
eine  Figur  von  festem  Umfange  und  grösster  Fläche  zwischen 


1)  Solche  Verschiebungen  zwischen  höheren  und  niederen  Varia- 
tionen können  bei  den  Problemen  des  Max.  und  Min.  unter  vorgeschriebenen 
Redingungsuifgleichungeu  allerdings  auch  noch  in  anderer  Weise  auf- 
treten. Sie  hängen  dann  aber  wesentlich  damit  zusammen, dass  im  Falle  von 
Bedingungsungleichungen  das  Ma\.  oder  Min.  im  Allgemeinen  sich  be- 
reits in  der  ersten  Variation,  nämlich  im  Vorzeichen  der  Multiplicatoren 
kennzeichnet.  Die  im  Text  behandelten  Probleme  dagegen  haben  gerade 
das  Eigentümliche,  dass  diese  Multiplicatoren  sammtlich  Null  werden. 
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gegebenen  Begrenzungen  handelt,  wenn  man  sie  analytisch  an- 
greift, die  angegebene  oder  wenigstens  ähnliche  Eigentümlich- 
keiten. Eine  dieser  Aufgaben  w  ird  im  letzten  §  ausführlich  als 
Beispiel  behandelt. 

§4. 

Um  aus  dem  obigen  Satze  das  entsprechende  Theorem  für 
das  relative  Maximum  und  Minimum,  und  zwar  gleich  in  einer 
symmetrischen  Form  abzuleiten,  bemerke  ich  zunächst,  dass 
Satz  I  ganz  unverändert  bleibt,  wenn  man  in  der  Differenz 

F(ot  +  ctö.i\  ,  •  •  •  ,  an  -f-  adxn)  —  F (ot  •  •  •  an) 

jedes  «bV,  durch  eine  beliebig  weit  fortgeführte  Potenzreihe: 

«*  «' 
4-  v  d*xi  +  j-J  <*3*',  H  

ersetzt,  weil  sich  ja  hierdurch  das  Anfangsglied  der  Entwicklung 
dieser  Differenz  gar  nicht  ändert. 

Verstehen  wir  daher  allgemein  unter  der  pUn  Variation 
einer  gegebenen  Function  (p  '.ri  . . .  xq)  für  die  Werthe 

*\  =  «»,••,  Xq  =  aq 
aP 

den  Coefficienten  von  - — r   in  der  MACLAiRiVschen  Ent- 

\  .*  ...  p 

wicklung  derjenigen  Function  von  «,  die  aus  der  gegebenen 
durch  die  q  Substitutionen : 

a*  a3 

l\  =  «,  +  ad. i  i  -f-  -  d4.r,  +  —  d3*,  H  

entsteht,  oder  also  den  Werth,  den  der  pu  Differentialquotient 
dieser  Function  für  «  =  0  erhält,  und  bezeichnen  diese  pu  Va- 
riation durch 

öp(p{uK  •  •  •  a,{\  ,    oder  kurz    ö?tp  , 

so  können  wir  Satz  I  auch  so  wiedergeben : 
Ia.  Wenn  für  die  Warthe 

Xt  =  a%  ,  •  •  •  ,  xn  =  an 

die  erste  der  Variationen 

ÖF  ,    Ö*F  ,  ö>Fy 
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welche  nicht  identisch  verschwindet,  für  alle  reellen,  nicht  gleich- 
zeitig verschwindenden  Werthe  von  dxi  ...  ö xn  verschieden  von 
Süll,  also  beständig  negativ  oder  bestandig  positiv  bleibt,  so  ist 
sicher  F(ai  ...  aj  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function 
h  [x |  ...  x^j  • 

Dies  vorausgeschickt  seien  nun  zwischen  den  n  -f-  r  Varia- 
hein xx . . .  xn  xn+{  ,..xn  +  r  gegeben  r  unabhängige  Gleichungen : 

und  es  sei : 

irgend  ein  solches,  diesen  Gleichungen  genügendes  Werthsystem 
der  Variabein,  in  dessen  Umgebung  die  Functionen  ...  ipr 
sich  regulür  verhalten,  und  für  welches  überdies  die  Deter- 
minante 

(2.,  2T±r^-^---^ 

nicht  verschwindet. 

Die  Gleichungen  (I.)  bestimmen  dann  xn  +  K  ...  xn  +  t.  als 
Functionen  von  .rk  ...  xn  und  besitzen  im  Besonderen  solche 
Auflösungen : 

(3.)     Xp  =  Xp  [xt  •  •  •  xn)  ,    /<  =  h  +  1  ,    •  •  •  n  -f-  r  , 

welche  für  die  Werthe  erhalten. 

Weiter  kann  man  die  Werthe: 

rM  =  A'M(64       6n)  , 

welche  diese  Auflösungen  annehmen,  wenn  man  für  A  =  1 ,  ...  n 
darin  : 

(4.     xx  =  6A  =  aA  +         +  ~        +        *»a?a H  

setzt,  bei  hinreichend  kleinem  a  in  der  Form  von  Potenzreihen: 

(5.)      0^  =  0^  +  aÖXp  +  2  d1.^  -f-  j-^  ä*Xp  H  

berechnen.  Denn  die  Forderung,  dass  die  Ausdrücke: 


- 
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für  jedes  hinreichend  kleine  et  \  ersehwinden  sollen,  verlangt, 
dass  in  ihren  Entwickellingen  nach  Potenzen  von  er  die  Knt- 
wiekelungscoefficienten  einzeln  gleich  Null  seien.  Sie  liefert 
daher,  wenn  wir  durch 

(Py('h  »    9<i  ah  11  i  i    'Po"  ah  «i  <'k  ) 
die  Werthe  der  partiellen  Ditterential(|Uotientcn 

Of/>p       d*  «jpg 

ox^  '    ox^dx^'    dxA  d.r,- ö.r^. 

für 

bezeichnen,  successive  die  Gleichungen: 

»i  +  r 


(6.) 


i 

N  +  r  »  +  r 

1  1 

h  +  r  "  +  r 

i  — — 

n  +  r 

_ 

u.  s.  w. 

Nach  der  über  die  Determinante  2.  gemachten  Voraus- 
setzung bestimmen  aber  von  diesen  Gleichungen  die  r  ersten 

hierauf  die  /•  zweiten 

<!*■'•„  +  »  i    •••  i    <^'Wr  , 


die  r  dritten: 


u.  s.  w.  Man  kann  also  in  der  Tliat  die  Coeflicienten  der  Knt- 
wiekelungen  (5.),  soweit  als  man  will,  berechnen,  und  es  ist 
auch  bekannt,  dass  die  so  erhaltenen  Potenzreihen  bei  hin- 
reichend kleinem  a  wirklich  den  Forderungen 

genügen. 
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Ist  daher: 

irgend  eine  gegebene  Function,  die  sich  in  der  Umgebung  der 
betrachteten  Stelle  aK  ...  an  +  r  ebenfalls  regulür  verhüll,  und 
bezeichnet  man  den  Werth,  den  diese  Function  durch  Substitution 
der  Auflösungen  (3.)  annimmt,  mit: 

F{xt  •  •  •  ;rn;  =  f  [x%  •  •  •  xn  Xn+t  •  •  •  An  +  r)  , 

so  wird  für  die  auf  die  obige  Art  berechneten  Potenzreihen  (5.) 
zugleich  auch: 

F(6,  •  •  •  bn)  =  f{bt  •  •  •  bn  G„^.i  •  •  •  cn  , 

und  es  müssen  demnach  in  den  Entwickelungen  der  rechten 
und  der  linken  Seite  die  nämlichen  Potenzen  von  «  gleiche 
Coefficienten  besitzen.  Für  die  aus  den  Gleichungen  (6.)  be- 
rechneten Werthe  der  dxu,  d*.rUJ  d3xjt{,  ...  hat  man  daher 
identisch : 

ÖF=Öf  ,    Ö'-F^iVf,    Ö3F=d3f  , 

woraus,  weil  die  erste  der  Variationen  ö  F}  d*  F,  ö3  F}  ... ,  welche 
nicht  identisch  verschwindet,  stets  eine  blosse  Function  von 
d.rt  ...  S.rH  ist,  zugleich  erhellt,  dass  auch  die  erste  der  Va- 
riationen von  /',  welche  in  Folge  der  Bedingungsglctchungcn  (6.) 
nicht  identisch  Null  wird,  durch  diese  Bedingungen  frei  werden 
muss  von  allen  höheren  Variationen  d*xhl  <53./*A ,  ...  der  n  -f-  r 
Variabel n  xh . 

Nach  der  Definition  7.)  der  Function  F  ist  aber  die  Frage, 
ob  diese  Function  an  der  Stelle  a(  ...an  ein  absolutes  Maximum 
oderMinimum  erreicht, identisch  mit  der,  ob /'(a,  ...an  ...  alt+r) 
ein  grösster  oder  kleinster  unter  den  Werthen  ist,  welche  die 
Function  /  bei  den  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen  (1.) 
anzunehmen  vermag.  Aus  I  a  ergiebt  sich  daher  sofort  die  fol- 
gende Ausdehnung  des  Satzes  l  auf  das  relative  Maximum  und 
Minimum: 

II.  Es  seien  /",  rpi ,  ....  tfr  gegebene  Functionen  der  n  +  r 
Variabein  und : 

«i  "'  (tn+r 
irgend  ein  solches,  den  (Gleichungen 
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genügendes  Werth  System  dieser  Variabein ,  in  dessen  Umgebung 
die  Functionen  f,  tp% ,  (pr  sich  regulär  verhalten,  und  für 
welches  überdies  nicht  jede  der  Determinanten  : 

verschwindet.  Wenn  dann  für  die  Werthe  ,t4  =  «,,... ,  .Tn+r  =  on+r 
<//#?  f*r\s/c  r/er  Variationen 

öf,    ff,    ä'f,    ...  , 

welche  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen 

iß.)     dtf9  =  o  ,    <*v/>p  =s  o  ,    pfy «s  o  ,    •  •  • 

q  «  4  ,  •  •  •  r  , 

nicA/  identisch  verschwindet,  für  alle  solchen  reellen  Werthsysteme 
der  Variabein : 

dXm  ,      <5*a?x  ,     o*3£cx  ,     •  •  • 

x  =  4  ,    •  •  •  ,    n  +  r  , 

welche  diesen  Bedingungsgleichungen  genügen  und  in  denen  nicht 
alle  öxx  =  0  s/wi,  verschieden  von  Null,  also  bestündig  negativ, 
oder  beständig  positiv  bleibt,  so  ist  sicher  f(at  ...  an  +  r)  cm 
grüsster  oder  ein  kleinster  unter  allen  den  Werthen,  welche  die 
Function  f(xK  ...  xn  +  r)  mit  Rücksicht  auf  die  vorgeschriebenen 
Bedingungen 

<pA  =  0  ,      •  •  •  ,     <pr  =  0 

anzunehmen  vermag. 

Dagegen  ist  f[aK  ...  an+r)  sicher  weder  ein  grösster.  noch 
ein  kleinster  von  diesen  Werthen,  so  oft  für  die  Werthe  ,rx  =  </x 
die  erste  der  Variationen  öf,  d*f,  ... ,  welche  vermöge  der  Be- 
dingungen 

nicht  identisch  verschwindet,  unter  Erfüllung  dieser  Bedingungen 
zum  Zeichenwechsel  gebracht  werden  kann,  was  im  Besondern 
immer  dann  der  Fall  ist,  wenn  diese  erste  nicht  verschwindende 
Variation  von  einer  ungeraden  Ordnung  ist. 

Die  erste  nothwendige  Bedingung  daftlr,  dass  hei  den  vor- 
geschriebenen Bedingungsgleichungen  (1 .  die  Function /  an  einer 
Stelle  sr,  ...  xn  +  r,  welche  die  Voraussetzungen  des  Satzes  II 
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erfüllt,  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  habe,  ist  hiernach 
die,  dass  die  Gleichung  6f  =  0  eine  blosse  Folge  der  r  Gleich- 
ungen d(py  —  0  werde. 
Setzt  \nan: 

r 

so  führt  diese  Forderung  bekanntlich  auf  die  n  -f-  r  Gleichungen: 

v —  =  c  r  >  v  *n  \ — '  —  ü  • 

Aus  diesen  und  den  r  gegebenen  Bedingungsgleichungcn  (1 .)  sind 
die  u  4- »'  Unbekannten  bestimmen,  und 

für  jedes  System  Auflosungen,  welches  nicht  alle  Determinanten 
der  Form  (er.)  zum  Verschwinden  bringt,  oder,  was  dasselbe  be- 
sagt, nach  dessen  Substitution  die  r  Gleichungen: 

noch  von  einander  unabhängig  bleiben,  erhalten  in  Folge  der 
Bedingungsgleichungen 

die  höheren  Variationen  der  Function  /  die  Formen: 

+2>2'2>  • 

u.  s.  w. 

wobei  zu  wiederholen  ist,  dass  stets  die  erste  dieser  Variationen, 
welche  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen  (ti.)  nicht  identisch 
verschwindet,  durch  diese  Gleichungen  sich  auf  eine  blosse 
Function  der  öx  reducirt. 
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Wenden  wir  nunmehr  die  gewonnenen  Resultate  auf  den 
folgenden  besondern  Fall  an. 
In  dem  Problem : 

A.  f  die  absoluten  Maxima  und  Minima  der  gegebenen  Function 
FUt  ...  xn)  zu  finden, 

lassen  die  ;i  Gleichungen : 

bF 

M.)  =  0  ,     A  =  1,  .  ..  n 

ein  solches  System  Auflösungen 

(*■)  *h  —  ah 

zu,  für  welches  die  zweite  Variation  der  Function  F,  nicht  aber 
zugleich  auch  die  dritte  identisch  verschwindet,  und  folglich  kein 
absolutes  Maximum  oder  Minimum  der  Function  F  eintritt.  Zu- 
gleich aber  sind  n  unabhängige  Functionen  ij\  . . .  </»n  der  Va- 
riabein er,  ...  xn  gegeben,  welche  durch  die  Substitutionen  (2.) 
gleichfalls  verschwinden,  während  die  Determinante 

(3.)  2T±^;«t^«i---^/«n4=o 

ist.  Ks  fragt  sich,  wann  die  angenommenen  Lösungen  \ .)  als- 
dann ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  in  dem  Problem 
erzeugen : 

B.  Unter  allen  Wertfien,  welche  die  Function  F  annehmen 
kann,  wahrend  ihre  Variabein  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 

unterliegen,  die  grössten  und  kleinsten  zu  ßnden. 

Selbstverständlich  wird  angenommen,  dass  die  Functionen 
F,  ipt ,  ... ,  t/'H  in  der  Umgebung  der  Stelle  «,  ...  an  sich  wiederum 
regulär  verhalten. 

Um  das  Problem  Ii.  auf  diejenige  Form  zu  bringen ,  auf 
welche  sich  Satz  II  bezieht,  braucht  man  nur  die  gegebenen  n 
Ungleichungen  zu  ersetzen  durch  die  n  Bedingungsgleichungen: 

\.  2  ipn  —  u*  ==  0  ,     x  =  1  ,   n  , 

welche  n  neue  Variabein  //,  ...  un  einführen.  Dann  verwandelt 
sich  das  Problem  B.  in  das  folgende: 
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C.  Die  2n  Variabein  .r,  ...  .rn  w,...i*n,  welche  durch  die 
n  Relationen  (4.)  verbunden  sind,  so  zu  bestimmen  ,  dass  F  ein 
relatives  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Dieses  Problem  besitzt  die  gewünschte  Form  und  wird  ge- 
löst durch  die  2/j  Gleichungen: 

—  -f  >  *  /   -X*  =  o  ,    -  /x  Mj|  =  0  . 

0  J  h         i  O^A 

Bei  unseren  Annahmen  bilden  daher,  wie  ja  auch  von  vornherein 
evident,  die  Werthe 

(5.)  xk  =  aA  ,     MÄ  =  0  , 

denen  die  Werthe  Null  der  Multiplicatoren  lx  zugehören,  ein 
System  Lösungen  desselben,  und  zwar  nach  der  Voraussetzung 
3.)  ein  solches,  auf  welches  Satz  II  anwendbar  ist.  Es  handelt 
sich  eben  darum,  mit  Hülfe  desselben  zu  entscheiden,  wann 
diese  Lösungen  einem  Maximum,  resp.  Minimum  der  Function  F 
im  Problem  C.  entsprechen. 

Zu  dem  Ende  haben  wir  die  Function  F,  sowie  die  Bedin- 
gungsgleichungen (i.  dadurch  zu  variiren,  dass  wir  darin: 

\  rh  =  ah  +  ft(*'rA  +  o  ^J'h  +  '  •  • 


(6.) 


Uh=  adHh+j6*Hh  + 


setzen,  hierauf  nach  Potenzen  von  a  entwickeln  und  von  diesen 
Entwicklungen  die  Coeflicienten  der  aufeinanderfolgenden  Po- 
tenzen von  «  nehmen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  aus  den 
Bedingungsgleichungen  4.)  zunächst  die  n  Gleichungen : 

N 

7.) 

i 

Diese  aber  verlangen,  da  nach  3.)  ihre  Determinante  nicht  Null 
ist,  dass  jedes 

d.rA  =  0 

sei.  Hierdurch  reduciren  sich  die  Substitutionen  (6.)  auf: 


PO 


o1 
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und  daher  ergeben  sich  aus  den  ßedingungsgleichungen  (4.)  weiter 
die  n  Gleichungen : 

{»•)  3  *******  =  ('«*)'  . 

1 

welche  die  n  Variahein  d*jh  als  Functionen  der  Quadrate  der 
6nh  bestimmen. 

Nach  Voraussetzung  verschw  indet  endlich  für  unsere  Lösun- 
gen (2.)  Ö*  F  identisch,  während  d*  F  nicht  mehr  identisch  Null 
wird,  d.  h.  diese  Lösungen  bringen  sümmtliche  zweiten  par- 
tiellen Diflercnlialquotienten  der  Function  F,  nicht  aber  zugleich 
auch  alle  dritten  zum  Verschwinden.  Die  Entwicklung  der- 
jenigen Function  von  « ,  welche  aus  F  durch  die  n  ersten  Sub- 
stitutionen  (N.)  entsteht,  beginnt  daher  erst  mit  der  sechsten  Po- 
tenz von  «,  oder  die  erste  der  Variationen  dF,  d*  F,  &F9 
welche  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen  (7.)  nicht  identisch 
verschwindet,  ist  die  sechste  Variation,  und  diese  erhält  durch 
diese  Bedingungen  die  Form : 

n 

(\0.)       <5«F=  1 2 22* F'"<*h<H«k*%*h**it%*k  • 

i 

Nach  Satz  II  ist  daher  F{ai  ...  an  sicher  ein  Maximum  resp. 
Minimum  der  Function  F  im  Problem  C.  oder  B.,  oder  aber  sicher 
kein  solches,  jenachdem  die  Form  6,on  Grades  in  den  Variabein 
dut  ...  dun,  welche  aus  dem  Ausdrucke  (10.)  entsteht,  wenn 
man  darin  die  Werthc  der  d*JLh  aus  den  Gleichungen  (9.)  ein- 
setzt, definil  oder  indefinit  ausfallt. 

\ 

Bis  auf  den  Factor     und  die  Bezeichnung  seiner  Vari- 

abeln  ist  aber  der  Ausdruck  (10.)  identisch  mit  dem  Wcrthe, 
welchen  für  die  Lösungen  (2.)  die  dritte  Variation  der  Function  F 
an  und  für  sich,  d.  h.  ohne  Berücksichtigung  der  Bedingungen  (7.) 
annimmt.  Wir  können  daher  das  gewonnene  Resultat  so  aus- 
sprechen : 

III.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  der  Werth 
F(ai  .  . .  an)  sicher  ein  Maximum,  resp.  Minimum  der  Function  F 
im  Problem  B.,  oder  aber  sicher  kein  solches,  jenachdem  für  die 
betrachteten  Lösungen  (2.)  die  dritte  Variation  der  Function  F: 
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()3  F  =  y?k  33  55  F'" «j oA (5  jä (5 ./', d  xk 


i 

r/urcA  die  /i  Bedingungen : 

N 

i 

e/ne  definite  oder  eine  indefinite  Function  der  Variabein  dut  ...  dun 
wird* 

Denkt  man  sich  nun  wieder  die  Function  F  xt  .  .  .  xn)  aus 
einer  gegebenen  Function  /'  von  n  -f-  /'  Variabein  xt  .  .  .  xn 
JCn+t  . .  •  rn+r  dadurch  entstanden,  dass  man  die  r  letzten  Vari- 
abein durch  r  unabhängige  Gleichungen  als  Functionen  der  n 
ersten  delinirl,  sü  kann  man  diesen  Satz  in  der  früheren  Art 
Obertragen  auf  den  Fall,  wo  an  die  Stelle  der  ursprünglichen 
Aufgabe  A.  selbst  schon  ein  Problem  des  relativen  Maximums 
und  Minimums  getreten  ist,  und  gelangt  damit  zu  dem  folgenden 
Salze,  der  sich  auch,  nur  etwas  umständlicher,  direct  aus  dem 
Satze  II.  ableiten  Iüsst: 

IV.  In  dem  h  ohlem  diejenigen  Werthe  der  n  +  r,  durch  r 
gegebene,  unabhil ngige  Bedingungsgleichungen 

(f{  =  0  ,    ...  rpr=0 

verbundenen  Variabein  .ri  . .  .  xn+r  zu  finden,  für  welche  die  ge- 
gebene Function  f(xi  ..  .  x^,.)  ein  relatives  Maximum  oder  Mi- 
nimum erreicht,  existire  ein  solches  [den  Voraussetzungen  des 
Satzes  II.  genügendes)  System  Lösungen : 

(«•)  ®h  =  ah  »        =  Yg 

der  n  -f-  tr  Gleichungen  : 

für  welches  die  zweite  Variation  der  Function  f , 

n  +  r 


identisch  verschwindet  in  Folge  der  r  Bedingungsgleichungen 

SUth  -phy«.  CUM«.  l&VJ.  10 
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dagegen  die  dritte  Variation  : 

»i  +  r 

0*  0 


durch  die  2  /•  Bedingungsgleichungen  iß.)  und : 


n  +  r 


nicht  mehr  zum  identischen  Verschwinden  gebracht  trird  [sodass 
also  die  betrachteten  Lösungen  weder  einem  Max.  noch  einem  Min. 
entsprechen).  Es  seien  überdies  aber  n  von  einander  und  von  den 
(p  unabhängige  Functionen  xpt  . .  .  i/'n  der  Variabein  ,r{  . . .  xn+r 
bekannt,  welche  für  die  Lösungen  (er.)  verschwinden,  während  diese 
Substitutionen  die  Determinante 


2± 


verschieden  von  Null  lassen.  Aendert  man  dann  das  vorgelegte 
Problem  dahin  ab,  dass  jetzt  unter  allen  Werthen,  welche  die  Fun- 
ction f  unter  den  r  -f-  n  Bedingungen  :  * 

q>t  ==  0  ,  . . .  ,  r/>r  ==  0 

*i^0  ,  ...  ,  </,n^0 

anzunehmen  vermag,  die  grüssten  und  kleinsten  gefunden  werden 
sollen,  so  ist  sicher  f(ai  ...un+r)  ein  oder  kein  solcher  grassier 
resp.  kleinster  Werth,  jenuchdem  für  die  H 'erthe  ,rh  =  ah  die 
dritte  Variation  &f  durch  die  2r-f-  n  Bedingungsgleichungen 
(/.)  und 

eine  definite  oder  eine  indefinite  Function  der  n  Variabein  aux  ... 
öun  wird, 

Dass  fUr  die  angenommenen  Lösungen  («.)  i)3f  durch  die 
Bedingungen  (/f.),  [y.)  und  (ö*.)  sich  in  der  Thal  auf  eine  blosse 
Function  der  öuk  reducirl,  geht  unmittelbar  aus  der  Schluss- 
bemerkung  von  §  2  hervor.  — 
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Genau  auf  dieselbe  Art,  wie  oben  Salz  III  abgeleitet  wurde, 
nur  einfacher,  liisst  sich  auch  die  folgende  Frage  beantworten : 

Die  n  aus  einer  gegebenen  Function  F(xt  . .  .  aej  abgelei- 
teten Gleichungen: 

ö  F  _ 

I.  . —  =  0 

bxh 

mögen  ein  solches  System  Auflösungen 

(*0  u'h  = 

besitzen ,  für  welches  die  zweiten  partiellen  Ditterentialquo- 
tienten  der  Function  F  nicht  sümmtlich  verschwinden  und  die 
Function  F  selbst  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  erreicht,  resp. 
das  Max.  oder  Min.  sich  nicht  mit  voller  Sicherheit  nachweisen 
liisst. 

Zugleich  aber  kennt  man  wiederum  n  unabhängige  Fun- 
ctionen ipK  ...  i/»n  der  Variabein  j\  .  .  .  xfn  welche  ftlr  die 
Werthe  (t.)  verschwinden,  wahrend  die  Determinante: 

2  —  ^''"«  9t  *t  •  •  •  Vnan  4=  0 

ist.  und  fragt  nunmehr,  wann  unter  den  jetzigen  Voraussetzun- 
gen die  Lösungen  2j  einem  wirklichen  Max.  oder  Min.  im  Pro- 
bleme B.  entsprechen  ? 

Diese  Fragestellung  rechtfertigt  von  selbst  die  Annahme, 
dass  die  Function  F  an  der  betrachteten  Stelle  ai  ...  an  kein 
sicher  nachweisbares  absolutes  Max.  oder  Min.  haben  soll.  Denn 
ist  F  (a,  . .  .  an\  ein  absolutes  Max.  oder  Min.  von  /*',  so  ist  es  um- 
somehr  auch  im  Probleme  B.  ein  wahres  Max.  oder  Min. 

Die  Frage  selbst  aber  wird  beantwortet  durch  den  Salz: 

V.  Hei  den  neuen  Voraussetzunyen  ist  der  Werth  F(al  ...  a„) 
sicher  ein  oder  kein  Mcu:  resp.  Min.  im  Problem  B.,  jenachdem 
die  zweite  Variation : 

n 

i 

durch  die  n  (ileichunyen: 

H 

de/init  oder  indefinit  n  ird. 

10« 


Digitized  by  Google 


136 


A.  Mayer, 


Die  Voraussetzungen  dieses  letzten  Satzes  sind  allgemeiner 
als  die  des  Satzes  III.  Es  ist  mir  jedoch  noch  kein  geometrisches 
Beispiel  begegnet,  in  welchem  dieselben  erfüllt  wären.  Vielmehr 
scheint  bei  denjenigen  Aufgaben  der  Variationsrechnung,  welche 
überhaupt  auf  solche  Fragen  führen ,  aber  sich  nicht  den  Sätzen 
III  oder  IV  unterordnen  lassen,  letzteres  in  der  Regel  davon  her- 
zurühren, dass  die  Aufgabe  zu  wenig  Bedingungsungleichungen 
enthält.  Nimmt  man  aber  im  Problem  B.,  unter  sonst  ganz  ent- 
sprechenden Voraussetzungen,  weniger  als  n  Bedingungen  von 
der  Form  0  an,  so  lässt  sich ,  wenn  zugleich  unter  den 
Lösungen  .rh  =  ah  das  Problems  F  =  absol.  Ma\. ,  Min.,  um  die 
es  sich  handelt,  keine  unbestimmt  geblieben  ist  und  daher  auch 
keine  als  fest  gegeben  betrachtet  werden  darf,  das  fragliche  Max. 
oder  Min.  im  Allgemeinen  nicht  mehr  durch  Anwendung  des 
Salzes  Ii  mit  Sicherheit  conslatiren,  indem  dann,  falls  nicht  noch 
weitere  Singularitäten  eintreten,  die  erste  nicht  identisch  ver- 
schwindende Variation  immer  nur  indefinit  oder  scmidefinil 
ausfallen  kann. 

§3. 

Um  die  im  Vorhergehenden  gewonnene  Theorie  an  einem 
möglichst  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  wähle  ich  die  fol- 
gende Aufgabe: 

Gegeben  sind  in  der  Ebene  eine  Gerade  und  zwei  nach  der- 
selben Seite  auf  ihr  errichtete  unbegrenzte  Lothe.  Man  soll  die 
letztere7i  durch  einen,  über  keine  der  drei  gegebenen  Geraden  hinaus- 
tretenden Kreisbogen  so  verbinden,  dass  eine  Figur  von  gegebenem 
Umfange  und  grüsster  Fläche  entsteht. 

Diese  Aufgabe  entspricht  dem  einfachsten  Falle  eines  Prob- 
lems, dessen  Lösung  die  oben  citirte  SteixerVIic  Abhandlung 
im  Schlusssatze  von  Nr.  37  (Gesammelte  Werke,  Bd.  II  pag.  20C) 
nicht  ganz  vollständig  angiebt.  Dass  ich  die  Form  der  Curve, 
welche  die  beiden  Lothe  verbinden  soll ,  nicht  erst  willkürlich 
lasse,  sondern  die  Aufgabe  gleich  von  vornherein  für  den  Kreis 
stelle,  geschieht  nur  deshalb ,  um  dieselbe  unmittelbar  in  der 
Form  zu  haben ,  auf  welche  sich  die  früheren  Sätze  bezichen, 
und  ist  zwar  eine  Erleichterung,  aber  keine  Beschränkung,  da 
man  ja  aus  der  Variationsrechnung  weiss,  dass  unter  allen  Cur- 
ven  von  gegebener  Länge  und  gegebenen  Endpunkten  auf  den 
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beiden  Schenkeln  stets  einer  der  beiden  entsprechenden  Kreis- 
bögen die  grösste  Flache  erzeugt.  Uebrigens  kann  man  die  Auf- 
gabe, wenn  man  sie  eben  direct  als  zweiten  Theil  der  betreffen- 
den allgemeineren  Aufgabe  der 
Variationsrechnung    behandeln  u 
will,  fast  ebenso  leicht  mit  Hülfe 
derjenigen  Methode  lösen,  die 
ich  in  diesen  Berichten  1884  an- 
gegeben habe.  — 

Nimmt  man  die  gegebene 
Gerade  zur  .T-Axe  und  das  erste 
Loth  zur  -f-  y-Axe,  verbindet 
beide  Lothe  durch  irgend  einen 
gegen  die  a>Axe  coneaven  Kreis- 
bogen vom  Radius  r  und  vom 
Centriwinkel  2r/>,  und  nennt  2a 
den  Abstand  der  beiden  Lothe. 
2t/H  und  %yi  die  Stucke,  welche 
der  Kreisbogen  von  ihnen  ab- 
schneidet, so  wird  die  Fläche,  welche  ein  Max.  werden  soll : 

(I.)  2/r=»"(f/>-Sin22f<P)  +  2a(.V.  +  »,)  , 

während,  wenn  ihr  gegebener  Umfang  durch  2  (x  +  ")  bezeich- 
net wird  (sodass,  damit  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sei, 
x  >  a  sein  muss).  zwischen  den  vier  Variabein  r  (p  y0  yi  die 
beiden  Relationen  bestehen: 


/  1% 

/  r'' 

/  # 

/  9 

/  * 

'  * 

2a 

 X 

(*.) 


la*  +  (yt  —  yti)*  =  r*  sin»  (f 


Hierzu  treten  aber  einerseits,  weil  der  Kreisbogen  nicht  unter 
die  x-Axe  herabsinken  darf,  die  beiden  Bedingungen: 


(3.) 


Vi 


Andererseits  soll  der  Kreisbogen  auch  die  beiden  Lothe  nicht 
überschreiten.  Denkt  man  sich  denselben  zum  ganzen  Kreise 
vervollständigt,  so  verlangt  diese  letzte  Bedingung,  dass  die 
innerhalb  des  Kreises  gelegenen  Winkel  i/'0  und  i/>4,  wrelche  die 
Kndradien  des  Bogens  mit  den  Lothen  bilden,  nicht  stumpf  seien, 
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(»•) 


und  Uisst  sich,  wie  man  sofort  aus  der  Figur  erkennt,  analytisch 
durch  die  beiden  Ungleichungen  ausdrücken : 

(i  cos  if  —  (//,  —  j/0  sin  r/      0  . 

a  cos  if  -f  (y,  —  ,y0  sin  <p  ^  0  . 

All'  dieses  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der  Kreisbogen,  ohne  die 
.r-Axo  zu  durchkreuzen,  seine  convcxe  Seite  der  letzteren  zu- 
kehrt, sobald  man  alsdann  nur  r  und  (p  negativ  nimmt.  Da  man 
aber  von  vornherein  übersieht,  dass  ein  solcher  Bogen  zwar 
wohl  ein  Min.,  aber  jedenfalls  kein  Max.  der  betrachteten  Flache 
erzeugen  kann,  so  wollen  wir  den  convexen  Bogen  ganz  ausser 
Acht  lassen  und  demnach  nur  solche  Lösungen  der  Aufgabe  be- 
rücksichtigen, in  denen  r  uud  (p  positive  Werthe  erhalten. 

Sieht  man  nun  zunächst  noch  ganz  ab  von  den  Bedingungen 
(4.),  ersetzt  dagegen  die  Ungleichungen  (3.)  durch  die  Gleichungen: 

(*•)  i     2y*  =  ^1  i 

so  gelangt  man  zu  der  Aufgabe,  die  sechs  Variabein  r  tf  t/0  \ji  i;0 
zwischen  denen  die  vier  Relationen  (2.)  und  (5.)  bestehen,  so  zu 
bestimmen,  dass  der  Ausdruck  ({.''  ein  Max.  werde. 

Die  Gleichungen,  welche  diese  Aufgabe  lösen,  stellen  sich, 
wenn  man 

(«•!         *  '••  =  ' 1  (</  -  ~L)  +  2«  (.</„  +  //,) 

und: 

2©  =  8F+  r„  [2Ä  -      +  r,  (ä;/,  -  ,< 
sclzl.  also  tlar: 

»<*>      bP        /        sin  S./\  ,.  .  ,  „ 

Ü7  -  »;  -  '•  (t  -  ■  g    )  +     -  /'  '■ »'»  W  =  0  • 


('•) 


(8.) 


S  "  *V,  +    "  "  +  *  "h  "  k  ~  V")  +  '''  =  °  ' 


i 
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Die  Annahme  r  —  Ö  hat  keinen  Sinn,  daher  ergeben  die  beiden 
Gleichungen  (7.)  durch  Elimination  von  /<: 

(r  -+-  A  (f/i  cos  (p  —  sin  <jf )  =  0  , 

folglich,  weil  die  Gleichung  */  cos  tp  —  sin  tp  =  0  zwischen  0 
und  n  keine  Wurzel  besitzt : 

(IGV  ;•=  —  /.      und      u  =  —  Ctg  (p  . 

Den  beiden  Gleichungen  (9.)  ferner  kann  auf  viererlei  Art  genügt 
werden.  Zunächst  durch 

r0  =  0  ,       #/,  ==  0  . 

Dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (8.)  auf: 


hy  =('  +  '.-  v  (y,  -  y„)  =  o  , 

y-  =  «  +  *  + /<  Cir«  -  y.)  = 0  > 


und  geben  somit: 

o  +  X  s=  0  ,      p  (y,  -  //„  =  o  . 
Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  nach  {\0.) 
(IS.)  ;•  =  -;.  =  «  , 

während  die  zweite  selbst  wieder  in  die  beiden  zerflillt: 

y,  —  //„  =  0      oder      u  —  0  . 
Die  erste  Annahme  liefert  nach  [%.)  und  (42.) 

und  führt  somit  zu  den  Lösungen: 

(!3.)r=  «  ,  «y  =  y ,  >  2y,=8y,=x— ?~  • 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  aber  auch  durch  die  An- 
nahme (i  =  0.  Denn  aus  dieser  folgt  nach  (10.),  (12.)  und  (2.) 

ctg  '/>  — 0  ,       (r,,  -  //„)'  =  0  . 

Verbunden  mil  den  zugehörigen  Werlhen 

^  =  ^  =  0  ,     i/;  =  i;;  =  tyl  , 

spielen  hiernach  die  Lösungen  (43.)  die  Holle  von  Doppelwurzeln 
der  Gleichungen   2.  ,  ';>.),  (7.),  (H.),  (9.).    .S'/>  entsprechen  einem 
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Halbkreise  vom  Ratlius  a,  der  die  beiden  Lothe  berührt,  erfüllen 
aber  die  Bedingungen  (3.)  oder  (5.  nur,  so  lange 

2  x  ^  71  a  , 

d.  h.  so  lange  der  gegebene  Umfang  der  Figur  nicht  kleiner  ist 
als  der  Umfang  dieses  Halbkreises,  und  liefern  dann  eine  wirk- 
liebe Lösung  der  Aufgabe,  weil  der  berührende  Halbkreis  ganz 
zwischen  den  beiden  Lothen  enthalten  ist.  In  der  That  werden 
die  Bedingungen  (4.)  durch  die  Lösungen  (43.)  als  Gleichungen 
erfüllt. 

Den  Gleichungen  (9.)  lHsstsich  weiter  dadurch  genügen,  dass 
man  v%  und  oder  vx  und  »y0  =  0  setzt.  Aber  schon  die  blosse 
Anschauung  lehrt,  dass  man  hierdurch  auf  einen  Kreisbogen 
kommt ,  der  entweder  ein  Loth  überschreitet  oder  aber  unter 
die  a>Axe  herabsteigt,  der  also  keinenfalls  den  Forderungen 
der  Aufgabe  genügt. 

Es  bleibt  somit  zur  anderweitigen  Erfüllung  der  beiden 
Gleichungen  (9.)  nur  noch  die  Möglichkeit  r(0  =  rj{  =  0  übrig. 
Diese  Annahme  liefert  nach  (5.),  (2.),  10.)  und  (8.)  die  Lösungen: 

I,       x  sin  w  a 

r  =  -l  =  -  ,         (pL=-  ,      ,«  =  -ctgy, 
'„=//o=,yi=0 ,  — *%  =  - =  «+Ä=  -  (sin  rp  -  \ ) 

und  ergiebt  den  Kreisbogen  von  der  Länge  2x,  welcher  die  Fuss- 
punkte der  beiden  Lothe  verbindet.  Dieser  verläuft  nur  dann 
ganz  zwischen  den  beiden  Lothen,  wenn 

2x  S  Tin 

ist ,  und  tritt  also  gerade  an  der  Stelle  als  Lösung  ein ,  wo  der 
berührende  Halbkreis  aufhört,  eine  Lösung  zu  sein.  Für  2  x  ^  ;r  a 

ergeben  die  Gleichungen  (U.)  r/  ^ —  und  erfüllen  also,  ausser 

im  Grenzfalle  2x  =  ;ra,  wo  unsere  beiden  Lösungen  zusammen- 
fallen, die  Bedingungen  (4.)  nur  als  Ungleichungen. 

Es  ist  nun  a  priori  klar,  dass  beide  Lösungen  innerhalb 
ihrer  respectiven  Geltungsbereiche  ein  wirkliches  Max.  der 
FlHche  erzeugen.  Indessen  ist  s.  z.  s.  der  Charakter  dieser  beiden 
Maxima  eiu  total  verschiedener. 
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Was  zunächst  die  zweite  Losung  (14.)  anbetrifft,  so  erhält 
man  für  diese  durch  Variation  der  Gleichungen  (5.)  und  (2.)  die 
Bedingungen: 

(5«/0  =  0  ,    <5y,  =  0  ,    dr  —  0  ,    d(f  =  0  . 

Ueberdies  ist  nach  (9.) 

Für  die  Lösungen  (14.)  nimmt  demnach  die  zweite  Variation  der 
Function  f  die  Form  an : 

und  ist  also  ausser  in  dem  Falle  y  =  ■-  ,  d.  h.  2x  =  im ,  defi- 

nit  und  negativ.  Der  Kreisbogen  von  der  Lange  2  z,  welcher  die 
Fusspunkte  der  beiden  Lothe  verbindet,  entspricht  daher  nicht 
nur  im  Falle  2  z  <  ;ra  einem  wahren  Max.  der  Aufgabe,  sondern 
erzeugt,  sobald  man  die  Bedingung  fallen  lässt,  dass  die  beiden 
Lothe  nicht  überschritten  werden  sollen,  auch  für  2x  >  ;ra  stets 
eine  grösste  Flüche.  Dies  gilt  sogar  noch  für  den  Grenzfall 
2x  =  7t a,  lässt  sich  dann  aber  erst  durch  die  6te  Variation  ent- 
scheiden. Hierauf  brauchen  wir  jedoch  nicht  einzugehen,  da  sich 
bei  der  Discussion  der  ersten  Lösung  (13.)  von  selbst  zeigen  wird, 
dass  in  unserer  eigentlichen  Aufgabe  der  genannte  Fall  gar 
keine  Sonderstellung  einnimmt. 

Um  diese  erste  Lösung  möglichst  einfach  zu  untersuchen 
und  namentlich  um  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  welche  sonst 
eben  der  Grenzfall  2x  =  tt«  bereiten  würde,  wollen  wir  jetzt 
ganz  absehen  von  den  Bedingungen  3.) ,  da  dieselben  ja  durch 
die  Lösung  (13.)  in  ihrem  Geltungsbereiche  2x^  7ta  von  selbst 
erfüllt  sind.  Es  tritt  dann  %F  an  die  Stelle  von  2  0  und  es 
bleiben  zur  Lösung  der  Aufgabe  nur  noch  die  Gleichungen  (2.), 
(7.  i  und  (11.),  die  keine  anderen  Auflösungen  als  die  Werthe 
13.)  besitzen. 

Hieraus  erhellt  zunächst  recht  deutlich ,  wie  die  zweite  IM- 
sung  (14.  überhaupt  erst  durch  den  Zwang  der  Bedingungen  (3.)  zu 
Stande  kommt  *) . 

1)  Die  entsprechenden  Bedingungen  sind  es  auch,  welche  in  der 
Aufgahe,  die  Schenkel  eines  gegebenen  Winkels  durch  eine  Curve  von 
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Weiter  folgt  aus  den  Bedingungsglcichungen  (2.)  durch  Vari- 
ation : 

I  L'A  —  //o)  ~~ (*  .'/<■) ~~  '*  s'n  V  sin  ^  r  +  r  008  (f  &  ff)  =  o , 
also  für  die  Lösungen  (43.): 

(16.)  ör  =  0  ,      o* 1/0  +  dyt  +  atf  y  =  0  . 

Wegen  /.  =  —  o\  //  =  0  endlich  wird 

.  /       sin  2 «>\ 
2/'  =  r«  If/i  y-'-j  —  2«  (ry  —  x) 

und  daher  nach  (13.) 

,y  =  ,!sinä'f  =  0' 

Wögen  ör  =  0  verschwindet  daher  für  die  erste  Lösung  die 
zweite  Variation  von  /  identisch  und  die  dritte  reducirt  sieh  auf 

d.  h.  auf: 

Dal>ci  treten  zu  den  Bodingungsgleichungcn  10.  noch  hinzu  die 
neuen  : 

!(<>;/<  -  <*//„)*  -      +  «4  (<M*  =  0  . 

die  man  durch  nochmalige  Variation  der  Gleichungen  15Y  und 
Substitution  der  Lösungen  13.)  unter  Berücksichtigung  der  (Ilei- 
chung  (5;  =  0  erhält. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  bestimmt  aber  nur  die  in  d*f 
gar  nicht  vorkommend«'  Variable  und  dureh  die  zweite  er- 
hält 6*f  den  Werth  : 

(48.)  *r-p{*9t-*irf+*%(*fin*'p- 


gegebener  l.iinge  so  zu  verbinden,  tlass  eine  r'igur  von  grossler  Klaebe 
entstellt,  im  Falle  eines  convrven  Winkels  den  v<»n  Sif.inkr  übersehenen 
ST0IM*flCheil  Halbkreis  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Bd.  9fi    p.  49}  anuMisrh  als  Losung  herbeifuhren 
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Dieser  verschwindet  in  Folge  der  allein  noch  übrig  gebliebenen 
zweiten  Gleichung  16.)  nicht  identisch.  Ohne  Hinzuftlgung  der 
Forderung,  dass  die  beiden  Lothe  nicht  tiberschritten  werden 
dürfen,  erzeugt  also  der  berührende  Halbkreis  weder  eine 
grösste  noch  eine  kleinste  Fläche. 

Führen  wir  nunmehr  aber  die  Bedingungen  (4.)  ein.  welche 
durch  die  Lösung  (13.)  als  Gleichungen  erfüllt  werden,  so  haben 
wir  nach  Satz  IV  noch  die  beiden  Bedingungen  hinzuzufügen: 

—  a*y+  [dut  -o\y0)  =  [du,}*  , 
und  diese  ergeben 

,>,„  -  _  (<5».r±^«.)i 

machen  also,  gleichviel  welchen  Werth  2*  auch  haben  möge, 
immer  die  Form  (18.)  definit  und  negativ. 

/i.v  ist  also  erst  der  Zwang  der  Ungleichungen  (4.  ,  (reicher  be- 
wirkt, dass  im  Falle  2x  ^  na  der  berührende  Halbkreis,  der  sich 
bereite  ohne  diesen  Zwang  als  iMsung  einstellte,  einem  wahren  Min  i- 
mum der  Aufgabe  entspricht.  — 

Ich  habe .  um  die  Formeln  nicht  unnothig  zu  verlängern, 
und  weil  es  mir  hauptsächlich  nur  um  ein  Beispiel  für  die  voraus- 
geschickte Theorie  zu  thun  war,  die  Bedingungen  4.)  erst  ganz 
am  Schluss  hinzugezogen.  Man  tiberzeugt  sieh  aber  leicht,  dass 
man  auch  dann ,  wenn  man  diese  Bedingungen  gleich  von  An- 
fang an  berücksichtigt,  doch  keine  anderen  Lösungen  erhält,  als 
die  beiden  gefundenen.  — 

Ganz  dieselben  Fjgenschaflen  wie  die  erste  Lösung  zeigt 
auch  die  Aufgabe,  innerhalb  eines  gegebenen  (coneavenj  Win- 
kels die  Schenkel  durch  eine  solche  Curve  zu  verbinden,  dass 
eine  Figur  von  gegebenem  l'mfange  und  grösster  Fläche  entsteht, 
welche  das  Hauptproblem  in  Nr.  37  der  Steiner' sehen  Abhand- 
lung bildet;  und  dasselbe  gilt  daher  natürlich  zugleich  von  dem 
zweiten  Problem  dieser  Nummer,  wo  an  Stelle  des  Umfangs  die 
Differenz  zwischen  der  Länge  der  Verbind ungscurve  und  der 
Summe  ihrer  Abschnitte  auf  den  Schenkeln  gegeben  ist.  und  die 
Fläche  ein  Minimum  werden  soll.  Kbenso  lässt  sich  die  Aufgabe  bei 
der  die  zweite  Variation  gleichfalls  identisch  verschwindet),  zwei 
gegebene  parallele  Gerade  durch  zwei,  sich  weder  durchsetzende, 
noch  auch  über  die  gegebenen  Parallelen  hinaustretende  <!ur\en 
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so  ku  verbinden,  dass  die  entstehende  Figur  bei  gegebenem  Uni- 
fange die  größtmögliche  Flüche  umschliesse,  mittelst  der  erhal-  ■ 
tenen  Satze  noch  vollständig  erledigen.  Denn  sie  führt  zwar, 
wenn  man  sie  wiederum  gleich  für  zwei  Kreisbögen  stellt  und 
die  Variabein  wie  oben  wühlt,  bei  8  Variabein  nur  auf  7  Be- 
dingungen ,  3  Gleichungen  und  4  Ungleichungen.  Da  aber  die 
entstehende  Maximalfigur  (die  von  zwei,  beide  Parallelen  be- 
rührenden und  gegen  einander  concaven  Halbkreisen  erzeugt 
wird)  längs  der  beiden  Parallelen  verschoben  werden  kann ,  so 
bleibt  eine  von  den  8  Variabein  willkürlich.  Man  kann  diese 
eine  Variable  also  als  fest  gegeben  betrachten,  wodurch  man  ge- 
rade soviel  Variabein  als  Bedingungen  erhalt  und  Satz  IV  nun 
wieder  anwendbar  wird. 

Dagegen  reichen  die  obigen  Hülfsmittel  nicht  mehr  aus,  um 
in  dem  Problem,  innerhalb  eines  gegebenen  Winkels  die  Schen- 
kel durch  zwei  sich  nicht  durchschneidende  Curven  so  zu  ver- 
binden, dass  bei  gegebenem  Umfange  die  Flüche  der  entstehenden 
Figur  ein  Maximum  werde,  den  Vollkreis  von  dem  gegebenen  Um- 
fange, welcher  die  beiden  Schenkel  berührt,  als  Maximalfigur 
sicher  nachzuweisen.  Hier  erhalten  nämlich  bei  analoger  Behand- 
lungsart von  den  8  Variabein  des  Problems,  denen  wiederum  nur 
7  Bedingungen  vorgeschrieben  sind,  alle  acht  vollständig  be- 
stimmte Werthe,  während  zugleich  die  zweite  Variation,  wenn 
man  die  4  Bedingungsungleichungen  der  Aufgabe  noch  nicht  mit 
berücksichtigt,  nur  semidetinit  wird:  man  stösst  also  auf  den, 
am  Schlüsse  von  §  2  berührten  Ausnahmefall. 
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Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  habe  ich  schon  die  Wich- 
tigkeit des  allgemeinen  Begriffes  infinitesimale  Berührungstrans- 
formation hervorgehoben.  Der  Zweck  der  folgenden  Note  ist 
zunächst  an  interessanten  Beispielen  zu  zeigen,  wie  einfach  sich 
Rechnungen  mit  derartigen  Transformalionen  gestalten.  Gleich- 
zeitig wünsche  ich  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  merkwürdige 
Categorie  von  infinitesimalen  Berührungstransformationen  zu  lenken, 
tvelche  in  der  Mechanik  eine  Bolle  spielen. 

i. 

Eine  infinitesimale  Transformalion  in  den  Veränderlichen 
J'i  •  •  •  u'n  i  V\  •  • '  Pn  '• 

&x*  =  ?x(ri  '  "  a'ni  Pi    "  Pn)  dt 
&Pu  =  "*(x*  ~'xn*  Pi  '  'Pn)öl 
ist  eine  homogene  Berührungstransformalion,  wenn  sie  die  Be- 
dingungsgleichung 

Jj  2  Px  dsx  =  0=r  ;rM  d  xx  +  £  pi  d  £ 
erfüllt.  Hieraus  ergiebt  sich  1  ,  dass  die  £x  und  n%  die  Form 

besitzen,  und  dass  //  hinsichtlich  />,  ...  pn  homogen  von  erster 
Ordnung  ist. 

1)  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidcnskah,  Bd.  4,  Christiana  4877; 
vgl.  auch  Math.  Annahm  Bd.  VIII,  4  87*,  S.  239. 

.  .  *•  'l 

. v 
«•....  . 


Digitized  by  Google 


146  Sophus  Lie, 

Ks  bestimmen  daher  die  (ileichunyen 

'*  ^  tp*  'x  =  "~  däT       (*  =  *,*•••  ft] 

f/ic  allgemeinste  infinitesimale  homogene  BerithrunyslransformaUon 
in  den  Veränderlichen  a\  . . .  ./  „ ,  /),  ...  pn  . 

Setzt  man  z.  B.  /<  =  :i  und 


"  =  »  /'?  +  /',*  +  /.s . 

so  erhält  man  eine  infinitesimale  Bcrührungslransformalion  des 
dreifach  ausgedehnten  Baumes  jl\  ,vt  .r3: 

+  rl  +  i>t 

welche  offenbar  die  Belationen 

ihr        d.r  d.r 


/'.  /'* 


M.rf d.i'*  +  £.1$  dl 

erfüllt.  Sie  führt  daher  alle  Flächenelemente  .r,  .r4  .r3  />,  />f  />3 
des  Baumes  ,r{  .r,  ./•.,  (jleivhlam/e  Strecken  dl  normal  zum  be- 
treffenden Elemente  fort. 

Unsere  Berühnmgstransformation  ist  also  eine  infinitesimale 
l'aralleltransformation:  sie  fuhrt  jede  Flache  in  eine  unendlich 
benachbarte  Parallelflache  Uber. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  im  «-fach  ausgedehnten 
Baume  ./•,  ..../„  die  allgemeinste  infinitesimale  homogene  Bc- 
rtthrungslransformation 

=      .  »/'«=  -  irr/' 

zu  linden,  welche  jedes  Element  ./-.  />  nach  einer  Bichlung 
öxt  ...  d.rn  fortführt,  welche  zum  betreffenden  Element  senk- 
recht steht,  so  dass  die  Gleichungen 

d.r,        o*.rf  d.rn 
/'«    ~~  ~  l'n 
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bestehen.  Diese  Aufgabe  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  den  Iiieichungen 


hü 

hfl 

bll 

_ 

j>£,  _ 

■  •  ■ 

Pi 

Vt 

Pn 

*"  + 

5/i 

-//  =  0  , 

•  ■  +  Pn 

unter  denen  die  ersten  aussagen,  dass  //  von  den  (I rossen 

/»?  H  h  Pi  »        »  •'   *  • ' 

abhängt,  während  die  letzte  zeigt,  dass  //  die  Form 

Ii.)  //  =  f>(.r,  Ky#;+;»5+  -  .•/#* 

besitzt. 

Hiermit  kennen  wir  eine  ausgedehnte  Cutegorie  von  infini- 
tesimalen homogenen  Beruhrungstransformationen  des  n-fach  aus- 
gedehnten Kutanes,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  jedes  Element 
nach  der  Hichtung  der  zugehörigen  Sormule  fortzuführen. 

Wird  eine  solche  infinitesimale  Transformation  unendlich 
oft  wiederholt,  so  entstehen  oo1  endliche  Berührungslransfor- 
tnalionen,  die  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden.  Werden  alle 
Transformationen  dieser  Gruppe  auf  eine  Mannigfaltigkeit 

H  (./ 1,  .r4  •  •  •  arj  =  0 

ausgeführt,  so  entsteht  eine  Schaar  von  oo'  Mannigfaltigkeiten 

;i  (j\  •  •  •  .rj  =  Const., 

deren  Orlhogonallrajeclorien  Bahncurven  ')  der  vorgelegten  in- 
liiiilesim.il en  Berührungslransformalion  sind. 

Es  ist.  nun  sehr  merkwürdig,  duss  die  infinitesimalen  Be- 
ruhrungstransformationen von  der  Form  ({)  eine  hervorragende 
Holle  in  der  Mechanik  spielen. 

Die  Bewegung  eines  Punktsystems  wird  nämlich  definirt 
durch  eine  partielle  DilVerentialgleichung  erster  Ordnung 

I]  Werden  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  (iruppe  von  Bc- 
rnhrungstransformalioncn  auf  ein  Element  ausgeführt,  so  erhall  das- 
selbe oo'  Lagen,  deren  l'unklort  im  Texte  als  Bahnvurve  der  vorgelegten 
infinitesimalen  Transformation  bezeichnet  wird. 
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die  sich  folgendermassen  schreiben  lässt: 

(2.)  rf+--+|*-*(IM-A)— 0  - 

Ich  habe  nun  langst  bemerkt,  dass  die  Integration  einer  jeden 
partiellen  Differentialgleichung 

flpfa  ••  •'»,  Pi  •••/'«)  —  a  =  0 
dadurch  geleistet  werden  kann,  dass  man  die  infinitesimale  Be- 
rUhrungslransformalion  betrachtet,  deren  charakteristische  Func- 
tion (p  —  a  ist,  und  die  zugehörige  eingliedrige  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen bestimmt.  Im  vorliegenden  Falle  trilt 
aber  eine  w  ichtige  Vereinfachung  ein,  indem  sich  die  Gleichung  , 
(2.)  auf  die  Form 

V%  [U+h) 

bringen  Uisst.  Hier  ist  die  linke  Seite  homogen  von  der  ersten 
Ordnung  in  />,  ...  />„;  sie  stellt  daher  eine  infinitesimale  homogene 
Berührungstransformation  dar,  welche  der  früher  besprochenen 
allgemeinen  Categorie  angehört. 

Aus  dieser  Bemerkung  Hessen  sich  interessante  Schlüsse 
ziehen.  Es  vvüre  andererseits  leicht,  die  v  orangehenden  Betrach- 
tungen auf  den  Fall  auszudehnen,  dass  die  Coordinatcn  xn  durch 
gegebene  Relationen  verbunden  sind. 

2. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe  (im  dreifach  ausgedehnten 
Baume  alle  infinitesimalen  Berührungslransformalionen  zu  fin- 
den, welche  Krümmungslinien  in  eben  solche  Curvcn  über- 
fuhren. 

Die  Krümmungslinien  der  Flüchen  f(xi  ,rt  :r3)  =  0  werden, 
wenn  wir  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  j\  .  .r3  wie 
gewöhnlich  mit  pitptJp3  bezeichnen,  durch  die  Differential- 
gleichung 

dp,  (p%  dx3  —  p3  dx%)  +  <lpt  (l>3      —  />»  d ae,) 
+  dp9ipi  dxt-  /;1(/a  i)  =  0 
oder  durch  die  äquivalente 
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dpt  dp.  dp3 

J=     Pi    Pt    Pt  =*> 

da\  dxt  r/a*3 

definirt.  Unser  Problem  kann  daher  folgendermassen  fonnulirt 
werden : 

Es  sollen  alle  infinitesimalen  homogenen  Berühntnystrans- 
formationen 

gefunden  werden,  welche  das  (ileic/ninyssystem 

(3.)  J  =  0  ,    px  dxx  H  1-  />»  rffiTn  =  0 

invariant  lassen. 

Die  homogene  Function  //  muss  also  derart  gewühlt  werden, 
dass  der  Ausdruck 

ÖJ 
dt 

vermöge  des  Gleichungssystems  (3.)  verschwindet. 
Durch  Ausführung  kommt 


6J 

dl  ~~ 

dpt  dpt  dp9 
bH  d//  bll 
ö.r,  oj-,  ÖJ-, 


ÖJ't      ö./^  d./'3 

Pl  Pl 

f/.r,  f/.ra 

r/  pt  di 


+ 


/'i  /'*  Pt 

,  bll  .  ä//    .  ?»// 

(/  x  d        d  - — 
ift 


(/  xt  da?,  </j?3 

Dieser  Ausdruck  ist  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  den  Differentialen  dpk,  dp%,  dj>3,  d.vt,  dxt,  dx2J  deren 
Coefticienten  nur  \on  den  ac,  />  abhängen.  Ks  besteht  daher 
identisch  iu  den  soeben  genannten  Differentialen  eine  Gleichung 

(*•)   ft  =lJ  V*  d  rx  (JT*  "x  f/ a  x  Px  ll  /'x )  i 

in  welcher  A,  «f  .../*,  Functionen  von  den  j-,  p  bezeichnen. 
Beide  Seiten  dieser  Gleichung  sind  homogene  Functionen  zweiten 

Matb.-pby*.  Classe.  ISs9.  \\ 
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Grades  von  den  Differentialen  ilx,  dp;  werden  daher  links  wie 
rechts  die  entsprechenden  Cocfficicnten  berechnet  und  einander 
gleichgesetzt,  so  ergeben  sich  mehrere  Relationen,  welche  nach 
Elimination  der  Htllfsgrössen  X,  er,  ß  diejenigen  Differential- 
gleichungen liefern,  die  //  bestimmen. 

Unter  den  rechtsstehenden  Gliedern  der  Gleichung  4.)  findet 
sich  keines  von  der  Form  Päpfdpj]  daher  erhält  man  ohne 
weiteres  sechs  von  den  er,  ß  und  /.  freie  Gleichungen,  die  sich 
mit  Benutzung  der  Abkürzung 

folgendermassen  schreiben  lassen: 


(5.) 


(p,  II,  -  P,  « J  =  0  , 


--  (p,  //,  -  p,  «J  =  0  , 


(p.     -  /'«  ",)  -  o  , 


(6.) 


ji;i(p,«,-p,öj+4(p,«>-p,«o 

-L  {p,  II,  -  Vt  II,)  +  ^  {p,  H,  -  p,  II,) 

i^-(p.".  -p»«.)  +  4t  (/'."«-p.»,) 

ufl  u/'l 


=  0 


=  0 


=  0 


Die  drei  ersten  geben  durch  Integration 

-  /'.l       =  A«  (/'i/'s  t  r3)  I 

Pi      -  Fi  "i  =      (/'a/'t  't  i 

Pi      -  />i  "«  =  hu  iPi  Pt  «i    *  aV  » 
und  dabei  ist  es  einleuchtend,  dass  die  A,  wie  //  selbst  von  der 
ersten  Ordnung  in  den  p  sein  müssen;  durch  Einsetzung  der 
gefundenen  Werlhe  erhalten  die  Gleichungen  (6.)  die  Form 

**\*(P*Pi  Jt  gg  O   .   **«(/'«  P,  •''')  _  n 


+  *p,  -  ' 


»p,  +  >ft  -  ' 
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und  werden  daher  in  allgemeinster  Weise  erfüllt  durch  Aus- 
drücke von  der  Form 

ffl*asfM(#|-/<ttMft  • 

Folglich  gehen  die  Gleichungen  (7.)  in  die  folgenden  Uber: 

1\  P%  P* 

die  sieh  nach  Einfuhrung  einer  Hülfsgrösse  q  folgendermassen 
schreiben  lassen: 

|  Ht=QPt  -M«  . 

(8.)  <  ^  =  » 

Hier  sind  //t ,  //,,  //,  die  Differentialquotienlen  von  //  nach 
,  />t  und  p, ;  also  geben  die  bekannten  InlegrabilitiUsbeding- 
ungen  die  Gleichungen 

ö  q        dp  dp 

&Pj  __  ^P?  .  ,  ftpi 

Px         Pt  P,  ' 

so  dass  q  die  Form 

q  =  P  (|>J  +  />*  +  ,  ./•, ,  .rt ,  arj 

haben  muss.  Wird  dieser  Werth  von  q  in  (8.)  eingesetzt,  so 
erhalten  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  //;  und  da 
wir  andererseits  wissen,  dass  //  homogen  von  der  ersten  Ord- 
nung in  den  p  ist,  so  können  w  ir 

  :» 

//  =  ß(avr4u-,)  V  v\  +  P\  +  P\  +^^x      •lV*i)/'«  • 

setzen. 

Jetzt  können  wir  unser  Problem  in  zwei  einfachere  Pro- 
bleme zerlegen. 

Bemerken  wir  nämlich,  dass  die  Grösse  //  und  ihre  DÜVe- 
renlialquotienten  linear  und  homogen  in  der  Bedingungsgleich- 
ung (i.)  auftreten,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  der  allgemeinste 
Werth  von  //  sich  darstellen  lässt  als  Summe  zweier  specieller 

H* 
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Werihe  dieser  Grösse  ,  die  wir  finden,  indem  wir  einmal  Si 
gleich  Null  und  das  andere  Mal  alle  §  gleich  Null  Selzen. 

Das  Problem,  die  allgemeinste  infinitesimale  AmÄarans- 
formation 

zu  finden,  welche  die  Differentialgleichung  der  Krümmungs- 
linien  invariant  Ulsst,  deckt  sich  bekanntlich  mit  dem  von 
LiorviLLB  erledigten  Probleme,  alle  conforme  Punkttransfor- 
mationen des  gewöhnlichen  Baumes  zu  bestimmen. 

Wir  brauchen  also  nur  noch  die  allgemeinste  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation  von  der  spcciellen  Form: 

//  =  a  (./•,  .r4  .,-,)  \  p]  4-  pl  +  pl 

zu  finden,  welche  Krttmmungslinicn  in  ebensolche  Überführt. 
Tragen  wir  diesen  spcciellen  Werth  von  //  in  (4.)  ein,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  £2  die  Belation 


öa*       ÖJ-J       Ö.7-;  1  bx^Xj 
welche  zeigen,  dass  H  die  Forin 


=  0  , 


,9.)  KrJ+a-I+jr*)^^ 

besitzt. 

Setzt  man  z.  B. 

a  —  b{  =  ht  =  63  =  0  ,    C  =  \  , 

so  wird 

H  =  Vp\+pl  +  p\  ; 

die  entsprechende  Transformation  ist  eine  infinitesimale  Parallel- 
transformation.    Setzt  man  andererseits 

a=  I  ,       C*=b\  +  b\  +  bl  , 

so  erhält  //  die  Form 

// '  =  f  [xt  +  bj*  +  (x,  +  o  j«  +  .r3  -f     i>;  +  /'l  +  /'I 

oder  nach  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 

..      .   fx  +  bx  

'  *  +       +      +       +      +  fr»)1 

die  Form 

//'  =  ►,,;'+,,;«  +  /,'. 
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Die  infinitesimale  Transformation  II'  ist  daher  mittelst  einer 
Transformation  durch  reciproke  Radien  mit  einer  infinitesimalen 
Piiralleltransformation  ähnlich. 

Nimmt  man  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation  II 
von  der  Form  (9.),  bestimmt  die  zugehörige  eingliedrige  Gruppe 
und  führt  alle  Transformationen  derselben  auf  eine  ganz  beliebige 
Fläche  aus,  so  erhalt  man  oo'  Flüchen,  die  einem  Orthogonal- 
systeme angehören.  Dabei  liefert  die  Formel  (9.)  die  allgemeinste 
infinitesimale  Berührungstransformation  von  dieser  Beschaffenheit. 

Kine  allgemeinere  Methode  zur  Constmction  von  Orthogo- 
nalsystemen erhalt  man,  indem  man  in  (9.)  die  Coeffieienten 
a,  bt1  bi7  b3,  c  als  Functionen  eines  Parameters  auffasst. 

An  einer  anderen  Stelle  werde  ich  den  hier  angegebenen 
Zusammenhang  zwischen  meinen  alten  Methoden  zur  Construc- 
lion  von  Orthogonals\  steinen  und  den  Problemen  der  Mechanik 
genauer  ausführen. 

3. 

Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  eine 
continuirliehe  Gruppe  von  Punkttransformalioncn,  so  sind  nach 
meinen  alteren  Untersuchungen  nur  die  folgenden  Falle  müglich: 

4   Die  Gruppe  ist  ahnlich  mit  der  achlgliedrigen  Gruppe 

(I.)        p,  7,  xq,  xp,  yp,  yq,  x*p  -f-  xyq,  xyp  +  y*q  , 

welche  nur  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  nämlich 
»/'  =  0  invariant  lasst. 

2)  Die  Gruppe  ist  ahnlich  mit  der  dreigliedrigen  Gruppe 
(U.)  p,  i  xp  +  yq  ,        x*p  +  xyq  , 

welche  oo'  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

y*  y"  —  A  =  Const. 

invariant  lasst. 

3y  Die  Gruppe  ist  ahnlich  mit  der  Gruppe 

(in.).        p  +  9i  np  +  yq  ,  K*p+y*q  i 

welche  oo'  Differentialgleichungen  zw  eiter  Ordnung : 

(<r  -  y)  y~l  U"  +  2  i.y'  l-fy'-*)  =«  =  Const. 
invariant  lasst. 
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4)  Die  G nippe  ist  ähnlich  mit  der  Gruppe 

(IV.)  p,  </,  Xp+{x  +  y)q  , 

welche  oo'  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

y"  +  /,-e-?''  =  0         (Ä  =  Const.) 
invariant  Uisst. 

5)  Die  Gruppe  ist  ähnlich  mit  der  Gruppe 

(V.)        />,  q,  xp  +  cyq  ,    c4=0,c4=oo,c  +  4, 
welche  oo'  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

l-c 

y"y'<-^  sso  =  Consl. 

invariant  lässl. 

6]  Die  Gruppe  ist  ähnlich  mit  der  Gruppe 

(VI.)  P,  q  , 

welche  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form : 

invariant  iHsst. 

7)  Die  Gruppe  ist  Hhnlich  mit  der  Gruppe 

(VH.)  p,xp+yq, 

welche  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 
invariant  lüsst. 

8)  Die  Gruppe  ist  ähnlich  mit  der  Gruppe  welche  jede 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

invariant  lässl. 

Wir  wollen  nun  insbesondere  annehmen,  dass  eine  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  von  der  speciellen  Form 

i  o.)  /  +  /:,  i.<  y)  ,r + /;    ?/* + r,  {xyw + /■(•>;/)  =  o 

vorgelegt  ist.  Da  eine  jede  Punkttransformation  eine  Differential- 
gleichung von  dieser  Form  in  eine  ebensolche  Überführt,  können 
wir  sogleich  schliessen,  dass  die  Gruppe  einer  derartigen  Glei- 
chung nie  die  Form  (IV.)  besitzt,  und  dass  sie  die  Form  (I.)  nur 
dann  besitzt ,  wenn  die  betreffende  Differentialgleichung  durch 
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Punkttransformation  in  y"  =  0  übergeführt  werden  kann.  Be- 
sitzt andererseits  die  Gruppe  einer  Differentialgleichung  (10.)  die 
Form  (III.),  so  kann  diese  Differentialgleichung  die  Form 

(*-y)iT+*y't  +  2y'  =  o 

und  in  Folge  dessen  auch  die  Form  y"  =  0  erhalten.  Besitzt 
endlich  die  Gruppe  einer  Differentialgleichung  1 0.)  die  Form  (V.), 
so  muss  die  Constante  c  eine  unter  den  drei  Gleichungen 

c  —  2  r  —  2  c  —  2  c  —  2 

- — T=3  ,  - — J^i,  *=i  ,  v  =  0 

c  —  \  c  —  4  c  —  4  c  —  \ 

erfüllen ;  unter  den  drei  entsprechenden  Werthen 

C  =  ~  ,    c  =  0,    r  =  oo,    c  =  2 

kommen  nach  dem  Vorangehenden  nur  die  beiden  offenbar 
gleichberechtigten  Werthe 

in  Betracht;  dabei  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  entsprechende 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  die  Form  y"  —  0  er- 
halten kann. 

Diese  einfachen  Ueberlegungen ,  die  sich  weiter  ausfuhren 
lassen,  geben  u.  a.  den  folgenden  Salz : 

ilestatlet  die  Schaar  der  geodätischen  Curven  einer  Fläche, 
deren  h'rümmungsmaass  nicht  constant  ist ,  mehr  als  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  so  erzeugen  diese  Trans- 
formationen eine  dreigliedrige  Gruppe,  welche  die  canonische  Form 
p,  Zj*p  +  yq,  x*p-\-xyq  besitzt.  Die  Bestimmung  der  betreffen- 
den Curvcnschaar  verlangt  im  ungünstigsten  Falle  die  Integration 
einer  Riccatf  sehen  Gleichung  erster  Ordnung.  Die  dreigliedrige 
Gruppe  lilsst  immer  eine  Schaar  bestehend  aus  oo1  geodätischen 
Curven  invariant. 

4. 

Ist  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  von  reellen  Trans- 
formationen einer  einfachen  Mannigfaltigkeit  r  vorgelegt,  so  er- 
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kennt  man,  indem  man  einen  reellen  Punkt  x  ==  o  festhält,  dass 
die  entsprechenden  oo'-'  reellen  Transformationen  eine  reelle 
Untergruppe  bilden.  Man  findet  in  dieser  Weise  oo'  reelle  (r  —  \  )- 
gliedrigen  Untergruppen. 

Daraus  folgt,  dass  jede  reelle  Gruppe  der  einfachen  Mannig- 
faltigkeit .r  durch  reelle  Variabelnünderung  eine  unter  den  drei 
Formen 

p;    p,  xp;    p,  xp,  x*p 

erhalten  kann. 

Liisst  eine  reelle  Gruppe  von  Punkttransformationen  einer 
Ebene  nur  eine  Differentialgleichung  erster  (resp.  zweiter)  Ord- 
nung invariant,  so  ist  diese  Differentialgleichung  reell;  lüsst  sie 
zwei  und  nur  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in- 
variant, so  sind  dieselben  entweder  alle  beide  reell  oder  imaginär 
conjugirt. 

Indem  man  diese  Bemerkungen  mit  meiner  allgemeinen 
Bestimmung  von  allen  /-gliedrigen  Gruppen  einer  Ebene  ver- 
bindet, findet  man  sozusagen  ohne  neue  Bechnungen  canonische 
Formen,  aufweiche  alle  reelle  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen einer  Ebene  durch  reelle  Aenderungen  der 
Veränderlichen  gebracht  werden  können. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  betreffende  Gruppe  zwei  und 
nur  zwei  Curvenschaaren  tp  vy  =  «,  ip{xy}  =  h1  welche  paar- 
weise imaginiir  conjugirt  sind,  invariant  liisst,  treten  neue  cano- 
nische Formen  auf.  Man  findet  dieselben,  indem  man  alle  reelle 
Gruppen  von  Punkttransformationen  aufstellt,  welche  Kreise  in 
Kreise  Überführt;  noch  schneller  kommt  man  zum  Ziele,  wenn 
man  in  die  von  mir  (Math.  Ann.  Bd.  XVI,  S.  524,  Gl  aufgestellten 
Gruppen  statt  an  y  die  neuen  Veränderlichen  r  \)  durch  die 
Substitution 

r  +  *>  ,       //  =  r—  i> 

einführt  und  sodann  verlangt,  dass  die  hervorgehenden  »  -glied- 
rigen Gruppen  /•  reelle  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen enthalten  sollen. 

Aehnliche  Ueberlegungen  geben  alle  reellen  unendlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene, 
alle  reellen  projectiven  continuirlichen  Gruppen  der  Ebenen. s.w. 
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Friedrich  Engel,  Zur  Invariantentheorie  der  Systeme  von 
Pfuff  sehen  Gleichungen.  (Vorgelegt  v.  d.  w.  M.  A.  Mayer.) 

Die  Invariantentheorie  einer  einzelnen  PFAFF'schen  Glei- 
chung ist  schon  lange  erledigt,  dagegen  bleibt  für  die  Systeme 
von  PFAFF'schen  Gleichungen  fast  noch  Alles  zu  thun.  Kin 
kleiner  Anfang  hierzu  soll  im  Folgenden  gemacht  werden. 

In  §  \  erinnere  ich  an  den  Zusammenhang,  welcher  zwi- 
schen den  Systemen : 

n 

(j .)      2ü/  at*i(xi  •  •  •  ;rn) —  °  (/* = ^ ...  W) 

l 

von  in  unabhängigen  PFAFF'schen  Gleichungen  und  den  Systemen : 

1  oxi 

von  n  —  m  unabhängigen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  stattfindet  Obwohl  dieser  Zusammen- 
hang längst  bekannt  ist,  glaubte  ich  doch  denselben  kurz  be- 
gründen zu  müssen,  um  das  Versländniss  der  übrigen  Para- 
graphen zu  erleichtern. 

In  §  2  und  §  3  entwickle  ich  zwei  verschiedene  Methoden, 
um  aus  einem  vorgelegten  Systeme  von  PFAFF'schen  Gleichungen 
neue  Systeme  dieser  Art  abzuleiten,  welche  mit  dem  ursprüng- 
lichen S>  stem  invariant  verknüpft  sind.  Diese  beiden  Methoden 
sind  neu.  Besonders  möchte  ich  auf  den  einfachen  aber  wich- 
tigen Satz  4,  S.  165  aufmerksam  machen,  auf  dem  die  Methode 
des  §  3  beruht. 

In  §  4  endlich  gebe  ich  eine  vollständige  Invariantentheorie 
der  Systeme  von  zwei  unabhängigen  PFAFF'schen  Gleichungen 
in  vier  Veränderlichen. 
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§<• 

Man  kann  jedes  System  (\.)  von  PFAFF'schen  Gleichungen 
auf  zwei  verschiedene  Weisen  deuten. 

Erstens  kann  man  es  als  ein  System  von  Differentialglei- 
chungen auffassen  und  kann  sich  dementsprechend  die  Aufgabe 
stellen,  in  den  Veränderlichen  xt  . . .  xn  alle  Gleichungen- 
systeme zu  bestimmen,  welche  (\.)  erfüllen,  das  heisst  alle 
Gleichungensysteme : 

welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  Gleichungen  (\.)  vermöge 

d>4  =  0  ,  •  •  •  Q>q  =  0  ,  d0{  =  0  ,  ...  d(Dg  =  0 
bestehen. 

Aber  man  kann  auch  zweitens  die  Grössen  dxA  .  . .  dxn  in 
(<.)  als  die  unendlich  kleinen  Zuwachse  auffassen,  welche  eine 
infinitesimale  Transformation : 

ö  f  hf 

Xf=*§t  («,  •  •  •  arj  g~  H  h        •  •  •  •'«)  ö~ 

den  Veränderlichen  ;r4  •  •  •  .t„  ertheill.    Für  diese  Auffassung 
definirt  (1.)  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  infinitesimalen 
Transformationen,  nämlich  den  Inbegriff  aller  infinitesimalen 
Transformalionen  Xf.  welche  die  m  Gleichungen: 
»i 

(3.)  ","»'      '  "  '  r"'  B  =  0  (/'  =  1  •  •  '  ») 

i 

identisch  befriedigen.  Die  nächstliegende  Aufgabe  würde  dann 
sein  :  alle  Gleichungensysteme  in  xt  . . .  .^fl  zu  bestimmen,  welche 
diese  siimmtlichen  infinitesimalen  Transformationen  gestatten ; 
im  Allgemeinen  ist  das  eine  von  der  obigen  verschiedene  Auf- 
gabe. 

Es  seien  nun : 

£1  =  Sm  ix*  ' ' '  •''»■)  »    "  >n  =  Skn  l-ri  *  *  '  7  n) 
(A •==  4  •  •  •  n  —  m) 

n  —  m  solche  Lösungensysleme  der  Gleichungen  (3.),  dass  zwi- 
schen den  n  —  im  infinitesimalen  Transformationen: 


ZlR  I.tVARIANTEYTilEORIE. 


159 


keine  Identität  von  der  Form : 

9t  lxi'"  -rn)  •  V H  h  '/>«-«(-Ti  •  '  '  xn)  '  *n-mf  =  0 

besteht,  in  welcher  ipt  •••  </>„_„,  nicht  sünimtlich  verschwin- 
den ;  dann  stellt  der  Ausdruck : 

(*•}    Zi  («|  •  '  *  xn)  *        H  H  Xn-mt^«  *  '  *  -Tn)  '  A*n-w/' 

mit  den  «  —  /;<  willkürlichen  Functionen:  Xi  •••  Xn— »i  den  m~ 
begriff  aller  infinitesimalen  Transformationen  dar,  welche  das 
System  (1.)  bei  Zugrundelegung  der  zweiten  Auffassung  definirt. 
Der  Ausdruck  (4.)  erscheint  daher  für  die  betreffende  Auffassung 
nur  als  eine  andere  Schreibweise  des  Systems  der  PFAFp'schen 
Gleichungen  (4.)-  Darin  liegt,  dass  das  System  (1.)  und  der  Aus- 
druck 4.1  invariant  miteinander  verknüpft  sind:  jenes  ist  durch 
diesen  eindeutig  bestimmt  und  umgekehrt,  und  die  betreffende 
Beziehung  zwischen  beiden  bleibt  erhalten,  wenn  man  an  Stelle 
von  ir,  •  •  •  .rn  neue  unabhängige  Veränderliche  einführt.  Ins- 
besondere ist  klar,  dass  jede  Transformation: 

x{  =  Ff  xn)  ,    (i  ao  I  . » .  n)  , 

welche  das  System  (f.)  invariant  lässt,  auch  den  Inbegriff  aller 
infinitesimalen  Transformationen  (4.)  in  sich  überführt  und  um- 
gekehrt. 

Setzen  wir  alle  Ausdrücke  von  der  Form  (4.)  gleich  Null, 
so  erhallen  wir  das  System  der  n  —  m  unabhängigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen : 

V=o,  ...  An_H<A=o, 

welches  natürlich  ebenfalls  mit  dem  Systeme  [\.)  invariant  ver- 
knüpft ist.    Wir  können  daher  sagen: 

Zwischen  den  Systemen  von  m  unabhängigen  PFAFFSchen 
Gleichungen  {\ .)  und  den  Systemen  von  n  —  m  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  (2.)  besteht  ein  eindeutig  umkehrbares 
Entsprechen:  jedem  Systeme  der  einen  Art  ist  eindeutig  um- 
kehrbar ein  System  der  andern  Art  zugeordnet. 

Das  System  (2.),  welches  einem  vorgelegten  Systeme  (I.)  ent- 
spricht, erhalt  man  offenbar  durch  Nullsetzen  aller  (///  -f  1)- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix: 
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•  • 

•  • 

andererseits  bekommt  man  das  einem  vorgelegten  Systeme  (2.) 
entsprechende  System  (1.)  durch  Nullselzen  aller  n  —  m  +  1)- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  : 


(1  ar, 

ßu 

•  • 

'  ßlH 
•  • 

ru—m,n 

Ist  ein  System  1.)  in  aufgelöster  Form: 

»»-MI 

[\ '.)  r/ar^  -^M  om^f  udcrm+k  =  0    (,i  =  |  . . .  w) 

i 

vorlegt,  so  kann  man  auch  das  entsprechende  System  (2.)  sofort 
in  aufgelöster  Form  hinschreiben,  es  lautet : 

(SM  %m*kf  =  j  *f  -  +Zf  W, ,  S-  =  ft 

I,  —  \  •  •  •  n  —  m)  . 
Diese  Bemerkungen  geniigen  für  das  Folgende. 

Die  beiden  oben  besprochenen  Auffassungen,  welche  bei 
Betrachtung  eines  Systems  von  PFAFP'schen  Gleichungen  mög- 
lich sind,  führen  uns  sehr  leicht  zu  einem  neuen  Systeme  von 
PFAFP'schen  Gleichungen,  welches  mit  dem  ursprünglichen  in- 
variant verknüpft  ist. 

Kin  System  von  m  unabhängigen  PpAFP'sohen  Gleichungen 
sei  in  aufgelöster  Form  vorgelegt: 

(5.)   Jtt  =  dxu  -y?*a„,+ktfi  <i  rm+k  =  0    (i<  =  1  • . .  m)  . 
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Deuten  wir  in  demselben  da\  .  . .  (/./•„  als  die  unendlich  kleinen 
Zuwachse,  welche  ./•,  .  . .  ,rn  bei  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation erhalten,  so  delinirt  5.)  w  ie  wir  oben  gesehen  unendlich 
viele  infinitesimale  Transformationen,  deren  allgemeines  Sym- 
bol verknüpft  ist : 

(6.)  "7=  Zm+i  (*i  *  '  '  *J  '  *m-M  r+  •  +  Xn  (»,  ■  '  '  , 
wo  die  2lm+jt/  die  unter  2'.)  angegebene  Form  besitzen. 

Die  Schaar  der  infinitesimalen  Transformationen  (6.)  ist  mit 
dem  S\ steine  (5.)  invariant  verknüpft.  Denken  wir  uns  daher 
auf  das  System  (5.)  alle  infinitesimalen  Transformationen  (6.) 
ausgeführt,  so  erhalten  wir  nothwendig  ein  neues  System  von 
PrAFr'sctien  Gleichungen,  welches  mit  dem  Systeme  (5.)  in- 
variant verknüpft  ist. 

Bei  Ausführung  der  infinitesimalen  Transformation  Wf 
geht  das  System  (5.)  Uber  in: 

(7.)  Jfl  -f  dl  •  WJp  =  0    (ii  =  1  •  •  •  //i)  , 

wo  dt  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet  und  wo  WJ^ 
"den  Werth: 

/» —  M 

WJp  =  d  Wx^  -Jgk  \Vam+kilLt  •  (U;n+k  - 

i 

n—m 

i 

besitzt ').    Nun  aber  ergiebt  sich : 

H—M 

i 

es  ist  also : 

H  —  M 

I 

Berücksichtigen  wir  daher,  dass         •  .  •  Xn  willkürliche  Func- 

i)  Vgl.  »Theorie  der  Transformationsgruppen«,  Erster  Abschnitt, 
unler  Mitwirkung  von  BXGKL  bearbeitet  von  Supiiüs  Lik,  Leipzig  < 888  bei 
Teubner  und  zwar  S.  529,  530. 
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tioDcn  ihrer  Argumente  sind,  so  erkennen  wir,  dass  die  Glei- 
chungen ^7.)  durch  die  folgenden  ersetzt  werden  können : 

{?'.)  J%  =  0  ,  •  •    Jm  =  0  ,  %m+kJl  =  0  ,  ...  Ki+k^m  =  « 

(Ä-  b  I  •  •  •  n  —  m)  . 

Um  das  Gleichungensystem  ("'.)  wirklieh  aufzustellen,  be- 
merken wir,  dass  für  jede  Function /"von  x%  ...  .r„  die  Gleichung: 


Ii  — r« 


18-) 


*f  =2°  Wr-  J"  +2  W-  </3W 


identisch  besieht.    Mit  Hälfe  dieser  Identität  bekommen  wir: 


•) 


(A  '  ('ll'tn  +j 


ii  -  in 


was  sich  unter  Benutzung  der  Abkürzung: 


»1-1 


auch  schreiben  lässt: 
Demnach  hat  das  Gleichungcns} stein  (7  .)  die  Form: 

II  —  Hl 


(i<  =  |  . . .  m  ;  A  =  1 
und  wir  haben  den 
Satz  1.  Ist  : 


n  —  m 


ii — in 


(5.) 
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ein  System  von  m  unabhängigen  Pfaffschen  Gleichungen  in  den 
Veränderlichen  und  ist : 

w=  4b  +¥  "",+*"  4 = 0 

[k=  \  •  •  •  «  —  m] 

r/as  zugeordnete  System  von  n  —  m  unabhängigen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen,  so  ist  das  System  der  Pfaff  sehen 
Gleichungen : 

[T.)       =  0  ,  %,+kJu  =  0  (u  =  A  =  4  ...»  -  m), 

oder  ausführlicher  geschrieben  das  System: 


(12.) 


«  —  M 


n  —  mi 


(/<  =  1  •  •  •  m ;  j  =  \  •  •  •  n  —  m) 

nä  f/em  Systeme  (5.)  invariant  verknüpft. 

Unter  Umständen  fUIl t  das  Glcichungensystem  (12.)  mit 
dem  Systeme  (5.)  seihst  zusammen,  dann  niimlich,  wenn  die  Aus- 
drüeke  alle  identisch  verschwinden;  in  diesem  Falle  ge- 
stallet das  Gleichungcnsystem  (o.)  alle  infinitesimalen  Transfor- 
malionen (6.)  es  ist  daher  unbeschrankt  integrabel  und  die 
Gleichungen: 

%n  +  J=0,  •   •  *«/*=<> 

bilden  ein  (n  —  m)-gliedriges  vollständiges  System. 

Das  System  (12.)  kann  naturlich  wieder  so  gedeutet  werden, 
dass  es  eine  Schaar  von  infinitesimalen  Transformalionen  definirl. 
Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Schaar  sind  dadurch 
merkwürdig,  dass  sie  alle  das  Gleichungensystem  (5.)  invariant 
lassen. 

In  der  Thal,  soll  die  infinitesimale  Transformation: 

das  System  (5.)  invariant  lassen,  so  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  m  Ausdrücke  XJ^  sämmtlich  vermöge  (5.) 
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verschwinden.  Nun  haben  die  infinitesimalen  Transformationen 
V/',  welche  durch  (12.)  definirt  sind,  die  Form: 

n  —  im 

&l  5m+k%*+kf  i 

i 

wo  die         die  Gleichungen: 

M  —  IM 

i 

=  4  •  •  •  m  ;  /  =  \  •   •  «  —  /«) 
identisch  erfüllen,  es  wird  daher: 

N  —  M 

oder  mit  Benutzung  der  Formel  (9.)  und  der  Identitäten  (13.): 

n  -  m     tu  \  ^ 

=  ^2,'Sm*k    4     r  --4.  . 

was  wirklich  vermöge  (5.)  verschwindet. 
Es  gilt  in  Folge  dessen  der 
Satz  2.  Ist: 

n—tn 

(5.)  Jp  =  f/  Xp  —        a  m+k,fi d  J  m+k  =  0 

(u  =  1  .  .  •  /;/) 

<?m  System  roM  /»  unabhängigen  P/naschen  Gleichungen  in  den 
Veränderlichen  jc(  •  •  •  j-n  und  ist : 

(k  =  I  •  •  •  h  —  /«) 

r/äs  zugeordnete  System  t  on  n  —  in  unabhängigen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen ,  so  gestattet  das  System  (5.)  alle 
infinitesimalen  Transformationen  : 

k,  •••*„)  ^ , 

i  ' 
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tvelche  xt  . . .  xn  solche  unendlich  kleine  Zuwachse :  d.i\  .  .  .  dxn 
ertheilen,  dass  die  Gleichungen: 

dp  =  0  ,    %.m+kJfi  =  0    (/<  =  1  •  •  •  m  ;  &  =  i  •  •  •  h  —  //») 

identisch  bestehen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es  gestattet 
alle  infinitesimalen  Transformationen  Xf,  welche  die  Gleichungen : 

n—m 

(44.)       '  «Z» 

(%m+k*m+j,u  —  Km+jÜrn+k^Sm+k  =  0 

l 

{fi  =  4  .  .  .  m ;  j  =  1  •  •  •  n  —  m) 

identisch  erfüllen. 

Die  eben  besprochenen  infinitesimalen  Transformationen 
lassen  selbstverständlich  auch  das  mit  (5.)  invariant  verknüpfte 
System  (12.)  invariant,  also  ist  dieses  letztere  unbeschränkt  inte- 
grabel : 

Satz  3.  Das  System  der  Pfaff 'sehen  Gleichungen  ist 
stets  unbeschränkt  inlegrabel. 


§3. 

In  diesem  Paragraphen  entwickeln  w  ir  eine  andere  Methode, 
um  aus  einem  vorgelegten  Systeme  von  PpAFF'schen  Gleichungen 
neue  derartige  Systeme  zu  finden,  welche  mit  dem  ursprünglichen 
invariant  verknüpft  sind.  Die  betreffende  Methode  beruht  auf 
dem  folgenden  wichtigen ,  aber  bisher  unbeachtet  gebliebenen 
Satze : 

Satz  4.  Mit  dem  Systeme  der  n  —  m  unabhängigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen : 

(15.)    Akf=]g      (X{...Xn)^=Q     (k  =  \  •  •  •  n  —  m) 

ist  das  System  der  Gleichungen : 
[{%.)        Akf=0  ,    AkAjf-  AjAkf=  (AkAjt  =  0 

1  ...n—m) 

invariant  verknüpft. 

Hath.-pby«.  CImb«.  im.  4  2 
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Dieser  Satz  sagt  zweierlei  aus: 

Erstens:  Das  System  (16.)  ist  durch  das  System  (15.)  be- 
stimmt unabhängig  von  der  Form,  in  welcher  man  (15.)  zu 
Grunde  legt;  ist  also: 


Bkf  =       tykj       " '  *  a\)  Ajf  =  0     (A  =  1  •  •  •  n  —  m) 


irgendeine  andere  Form  von  (15.),  so  ist  das  Gleichungensystem  : 
**/■=<>  ,  BkBjf-BJBkf=0 
(Ä-,  7  =  1  •  •  •  n  —  m) 

mit  (16.)  äquivalent. 

Zweitens:  Verwandelt  sich  Akf  bei  Einftlhrung  der  neuen 
Veränderlichen : 


Das  erste  leuchtet  unmittelbar  ein,  das  zweite  folgt  aus  dem 
bekannten  Satze,  dass  der  Ausdruck:  AkAjf  —  AjAkf  bei  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  x!  in:  CkCjf —  C^C^./' Uber- 
geht (vgl.  Theorie  der  Transformalionsgruppen  I,  S.  84,  Satz  2). 

Der  Satz  4  gilt  auch  dann,  wenn  die  n  —  m  Gleichungen 
(15.)  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  er  kann  in  Folge 
dessen  sofort  auf  das  System  (16.)  angewendet  werden.  Auf 
diese  Weise  erkennt  man  zunächst,  dass  das  S)  stein : 


'        (*>  i>  /*,/,  =  i  ...  n  —  m) 

mit  (16.)  invariant  verknüpft  ist;  daraus  aber  erhellt,  dass  es 
auch  zu  dem  ursprünglichen  Systeme  (15.)  in  dieser  Beziehung 


n—m 


x{  =  Fi  (xx  •  •  •  xn)  [i  =  1    •  •  n) 
in  Ckf  und  demnach  (15.)  in: 

C'if—Q  >  •  •  •  Cn-ml  =  0  > 
so  erhält  das  System  (16.)  in  den  x  die  Gestalt: 


steht. 
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Auf  (17.)  kann  man  wiederum  den  Satz  4  anwenden  und 
so  weiter. 

Noch  mag  hier  ein  Satz  ausdrücklich  ausgesprochen  werden, 
welcher  in  dem  Satze  4  enthalten  ist: 

Satz  5.  Bleibt  das  System  der  n  —  m  linearen  partiellen 
Differentialgleich  ungen : 

«5.)  Arf^Jl  (iki[xt  ■  •  •  acj^  =0     [k  =  I   •  n  —  m) 

bei  der  Transformation : 

x{  =  F,  (x,  •  •  •  arj  (/ '  =  1  ■  • .  ») 
invuriant,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  : 

{\ e.)      Akf = o ,  ,1,  y  -  4  v-  Mi  4J  =  o 

[kj  =  1  •  •  •  n  —  m)  . 

In  diesem  Satze  kann  das  System  (16.  auch  durch  (17.) 
ersetzt  werden  und  so  weiter. 

Die  beiden  SHtze  4  und  5  lassen  sich  nun  ohne  Weiteres 
auf  Systeme  von  PpAPF'schen  Gleichungen  Ubertragen.  Nach  §  1 
ist  ja  durch  (15.)  und  16.)  je  ein  System  von  PFAFF'schen  Glei- 
chungen eindeutig  bestimmt  und  es  leuchtet  ein,  dass  zu  (16.) 
ein  System  von  pFAPp'schen  Gleichungen  gehört,  welches  mit 
dem  zu  15.)  gehörigen  invariant  verknüpft  ist.  Denken  wir 
uns  daher  zu  grösserer  Bequemlichkeit  die  Gleichungen  (15.) 
in  aufgelöster  Form : 

(«'.)  w/  =  ^  +jp  <w,„  in  ■  ■  • *„)     =  • 

(Ä  =  1  ...  n  —  m) 

vorgelegt,  so  erhalten  wir  aus  Satz  4  den 

Satz  6.  Mit  dem  Systeme  der  m  unabhängigen  PfafP  sehen 
Gleichungen : 

n  —  m 

18.)  d,ru -J£k  [*•••■  *»)  <i3rm+k  —  0  (n  =  1  •  •  ■  m) 

i 

ist  dasjenige  System  Pf  afp  scher  Gleichungen  invariant  verknüpft, 
welches  dem  Systeme  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  : 

12» 
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i 


(»6'.; 


(^ffl^Jt  %m+j)  (*m+*  *m+j,/*  —  %m+j*m+k,u)        =  0 

(A-,  7  =  4  •  •  •  n  —  m) 


entspricht. 


und  aus  Satz  5  den 

Satz  7.  Bleibt  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen  (18.) 
bei  der  Transformation : 


invariant,  so  gilt  dasselbe  auch  von  demjenigen  Systeme  Pf  afp  scher 
Gleichungen  t  welches  dem  Systeme  (16'.)  entspricht. 

Wenn  das  System  (18.)  unbeschränkt  inlegrabcl  ist,  so  ver- 
schwinden alle  [Sm+i  »1,,,+/  identisch ,  das  System  von  Pfaff- 
schen  Gleichungen,  welches  (10'.)  entspricht,  füllt  daher  mit 
(18.)  zusammen  und  der  Satz  6  liefert  nichts  Neues.  Ist  anderer- 
seits das  System  (18.)  nicht  unbeschränkt  inlegrabel,  so  kann 
es  vorkommen,  dass  (16'.)  gerade  n  von  einander  unabhängige 
Gleichungen  enthält;  in  diesem  Falle  schrumpft  das  zu  (16'.)  ge- 
hörige System  PfaffscIrt  Gleichungen  auf  0  =  0  zusammen 
und  der  Satz  6  liefert  ebenfalls  nichts  Neues. 

Ein  wirklich  neues  mit  (18.)  invariant  verknüpftes  System 
pFAFF'scher  Gleichungen  erhalten  wir  durch  den  Satz  6  dann 
und  nur  dann,  wenn  (18.)  nicht  unbeschrankt  inlegrabel  ist 
und  wenn  (16'.)  weniger  als  n  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen enthalt.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt  und  bilden 
die  von  einander  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  (16'.; 
kein  vollständiges  System,  so  kann  man  auf  das  zu  (16'.)  gehörige 
System  PFAFF'scher  Gleichungen  wieder  den  Satz  6  anwenden 
und  erhält  so  möglicher  Weise  ein  neues  mit  (18.)  invariant  ver- 
knüpftes System  PFAFF'scher  Gleichungen.  Unter  Umständen 
kann  man  eine  ganze  Reihe  solcher  Systeme  finden. 

Ist  w  =  2  und  ist  (18.)  nicht  unbeschränkt  inlegrabel,  so 
enthält  (16'.) gerade  drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen. 
Wir  können  daher  den  Salz  aussprechen: 


J'n)  (*  =  *  '  '  '  n) 
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Satz  8.  Jftil  jedem  nicht  unbeschrankt  integrabeln  Systeme: 

(<9.)  dXp  -  an_1>/U  dx%_i  —  an/<  dxn  =  0 

Ift  =  I  ...  n  —  2) 

fo/i  n  —  2  unabhängigen  Pf  afp  sehen  Gleichungen  in  n  ^>  3  IVr- 
Hnderlichen  xt  .  .  .  xn  ist  ein  System  von  n  —  3  unabhängigen 
Gleichungen  dieser  Art  invariant  verknüpft  ;  dasselbe  wird  er- 
halten durch  Nullsetzen  aller  vierreihigen  Determinanten  der 
Matrix  : 

dxt  •    dxn_i  dxn_{  dxn 

an-i,i  '  *  0 

wo  die  Symbole  yin_Jund  %nf  die  Gestalt: 


bf  V 


besitzen. 

Aehnliche  Sätze  gelten  für  »i=n  — 3,n>6,  für  m  =  n  — 4, 
n  >  <  0  und  so  weiter. 

Von  dein  Satze  8  lasst  sich  eine  bemerkenswerthe  Anwen- 
dung machen. 

In  seiner  Dissertation  (American  Journal  Bd.  X,  S.  293 — 346) 
bestimmt  Herr  Page  alle  primitiven  Gruppen  des  vierfach  aus- 
gedehnten Raumes.  Besondere  Schwierigkeiten  macht  ihm  dabei 
der  Nachweis,  dass  gewisse  Gruppen  dieses  Raumes  nicht 
primitiv  sind.  Die  betreffenden  sind  transitiv  und  ausserdem 
folgendermassen  beschaffen:  Halt  man  bei  einer  solchen  Gruppe 
einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  in  dem  projec- 
liven  Räume  deroo3  Richtungen,  welche  durch  den  Punkt  gehen, 
ein  ebenes  Büschel  von  oo'  Richtungen  invariant,  nicht  aber  ein 
ebenes  Bündel  von  oo*  Richtungen. 

Auf  Grund  des  Satzes  8  lasst  sich  mit  Leichtigkeit  nach- 
weisen, dass  die  so  definirten  Gruppen  sammtlich  imprimitiv  sind. 

In  der  That,  es  ist  zunächst  klar,  dass  jede  der  in  Rede 
stehenden  Gruppen  des  /f4  ein  System  von  zwei  unabhängigen 
PpAFp'schen  Gleichungen  in  vier  Veränderlichen  invariant  lasst, 
nicht  aber  eine  einzelne  PFAFp'sche  Gleichung  in  diesen  Verander- 
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liehen.  Wäre  nun  dieses  System  nicht  unbeschränkt  integrabel, 
so  müsste  es  nach  Satz  8  eine  pFAFF'sche  Gleichung  geben, 
welche  bei  der  Gruppe  invariant  bliebe,  das  aber  ist  ein  Wider- 
spruch. Folglich  ist  das  betreffende  System  von  PFAFF'schen 
Gleichungen  unbeschrankt  integrabel  und  besitzt  oo*  zweifach 
ausgedehnte  Integralmannigfaltigkeiten,  welche  den  vierfach 
ausgedehnten  Raum  gerade  einmal  erfüllen  und  eine  Zerlegung 
desselben  bestimmen.  Diese  Zerlegung  bleibt  natürlich  bei  der 
Gruppe  invariant  und  die  Gruppe  ist  daher  imprimitiv. 

Die  ziemlich  langwierigen  Rechnungen,  mittelst  deren  Herr 
Page  die  Imprimitivität  der  besprochenen  Gruppen  nachweist, 
sind  durch  die  eben  angestellten  Ueberlegungen  erspart.  Gleich- 
wohl bleibt  das  Verdienst  des  Herrn  Page  ungeschmälert,  denn 
einmal  ist  er  der  Erste,  welcher  alle  primitiven  Gruppen  des 
vierfach  ausgedehnten  Raumes  bestimmt  hat  und  andererseits 
liefert  seine  Abhandlung  Uberhaupt  wichtige  Beitrage  zur  Be- 
stimmung aller  transitiven  Gruppen  dieses  Raumes. 

§*• 

Die  gewonnenen  Sätze  gestatten  uns,  die  Invariantentheorie 
der  Systeme  von  zwei  unabhängigen  pFAFF'schen  Gleichungen : 

4 

i 

in  vier  Veränderlichen  vollständig  zu  entwickeln. 

Den  Fall,  dass  das  System  (21.)  integrabel  ist,  können  wir 
sehr  leicht  erledigen. 

Ist  es  nämlich  unbeschränkt  integrabel  und  sind  »/,  (.r, . . .  ./",,), 
ut(x.  ...  a?J  zwei  unabhängige  Inlcgralfunclionen  desselben,  so 
führen  wir  n4,  ni  nebst  zwei  geeigneten  Functionen  u3,  ut  der  x 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  dann  erhält  es  die  ein- 
fache Form : 

(21'.)  du{  =  0  ,    </>/t=0  . 

Ist  es  andererseits  zwar  integrabel  aber  nicht  unbeschränkt 
und  ist  i\(.rt  ...  a?J  eine  Integralfunction,  so  führen  wir  neue 
Veränderliche  r4  ...  i\  ein  und  bekommen: 

4 

(tft.)  r/r,  =  0  .    M  ai{vK  .  • .  t»J  dr4  -  0  . 
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In  diesen  Gleichungen  betrachten  wir  i\  als  eine  Gonstante, 
dann  ist: 

°t  d vt  ~h  ai  dv*  +  a*  dvA  =  0 
eine  nicht  integrable  PpAFp'sche  Gleichung  in  den  Veränderlichen 
r*>  vv  v*  una*  ^ann  daher  nach  der  Theorie  des  PFAFP'schen  Pro- 
blems durch  eine  Transformation  von  der  Gestalt : 

«>ji»«>«>t)    ('  =  2,3,4) 

auf  die  Form:  </f/4  —  ?/,  </u4  =  0  gebracht  werden.  Setzen  wir 
endlich:  r,  =  m4  und  führen  wir  u,  ...  t/4  in  (22.)  als  neue  Ver- 
änderliche ein,  so  ergibt  sich : 

(21. "j  äu%  =  0  ,    diit  —  i/j  rtu4  =  0  . 

Auf  diese  Form  kann  also  das  System  (81.)  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  gebracht  werden. 

Uebrig  bleibt  der  interessantere  Fall,  dass  das  Sy  stem  (21.) 
Uberhaupt  nicht  inlegrabel  ist.  Den  wollen  wir  jetzt  behandeln. 

Der  Bequemlichkeit  wegen  denken  wir  uns  das  System  (21 .) 
in  aufgelöster  Form : 

(23  )  f  J*  ~  dX*  ~~  °3 ' C*  ' ' '      dX*  ~  "* f  /  |  ' ' '      J*'  4  ° 

vorgelegt.  Da  es  nicht  integrabel  ist,  giebt  es  dann  sicher  keine 
solchen  Functionen  q{  und  gt  von  xt  ...  .r4,  dass  der  Ausdruck: 
(j,  Jx  -f-  Qt  Jt  ein  vollständiges  Di  deren  tial  wird. 

Unser  Erstes  ist,  das  System  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  aufzustellen,  welches  (23.)  zugeordnet 
ist.  Ks  lautet: 


"      ha-,       '  6.T,      1  s  Äx, 


und  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sicher  kein  zwei- 
gliedriges vollständiges  System.  Hieraus  folgt,  dass  der  Ausdruck 

A,AJ-A,A,f  =  Bf=(A,ai  -  A.a,}  K.+{Atß,-A,ß^- 

nicht  identisch  verschwindet  und  dass  die  drei  Gleichungen: 


172 


Friedrich  Engel, 


(24'.)  V-*i  Bf=° 

von  einander  unabhängig  sind. 

Dem  Systeme  (24'.}  entspricht  nun  eine  PFAPP'sche  Gleichung, 
welche  nach  Satz  6,  S.  1 67  mit  dem  Systeme  der  pFAFp'schen 
Gleichungen  (23.)  invariant  verknüpft  ist.  Dieselbe  besitzt  die 
Gestalt: 


dxt 

dx3 

dxA 

A 

1 

0 

«4 

0 

4 

A.a.-A.a, 

0 

0 

oder: 

(25.)  J=  [A^.-  Atß>)  J{  -  (Asa<-  A^JJ^O  , 

wofür  wir  auch  schreiben  können : 

(25'.)  J  =  Bx%  •  Jx  —  Bx{  -  Jt  =  0  , 

sie  ist  selbstverständlich  nicht  integrabel.  Daraus  schliessen  wir, 
dass  unter  den  beiden  Gleichungen : 

(26.)  AiBf  —  BAJ  =  C3f  =  0  ,    AABf— BAJ=*CJ=*Q 

jedenfalls  eine  von  Bf  =  0  unabhängig  ist,  dass  al*o  die  Deter- 
minanten: 


Bxt  Bxt 

Bxt  Bxt 

CAx%  C4xt 

jedenfalls  nicht  beide  identisch  verschwinden. 

Auf  die  PFAFP'sche  Gleichung  (25'.)  wenden  wir  jetzt  den 
Satz  \ ,  S A  62  an,  das  heisst,  wirbilden  das  System  von  PFAFp'schen 
Gleichungen : 

(28.)      z/  =  0,    A.J^O,    AtJ  =  0,    BJ  =  Q  , 

welches  nach  dem  betreffenden  Satze  mit  der  Gleichung  (25.'] 
und  also  auch  mit  dem  ursprünglichen  Systeme  (23.)  invariant 
verknüpft  ist. 

Um  die  Gleichungen  (28. )  wirklich  aufzustellen,  bemerken 
wir  zunächst,  dass  für  jede  Function  f  von  xK  ...  xK  die  Identität : 

besteht.  Vermöge  derselben  ergiebt  sich  (vgl.  S.  162): 


und 
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A3  Jk  =  da3  —  A3a3  •  dx3  —  A3 a4  •  dx\ 
ö  er.  d  er. 

also  wird: 

A3  d  =  yl,  Ärrt  •      —  yl,  fi-x,  •  /4%  -\- 

was  sich  auch  folgendermassen  schreiben  Uisst: 

so  dass  wir  bekommen : 
und  ebenso: 

AtJ=C,xt.J,-Cta-.,.Jt+fö  +  l^J. 

Da  nun,  wie  oben  gesagt,  die  Determinanten  (27.)  nicht 
e  verschwinden,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  das  System 
der  drei  Gleichungen: 

=  0  ,    A3J  =  0,    AtJ  =  0 

mit  dem  Gleichungensysteme :  Jx  =  0,  Jt  =  0  äquivalent  ist. 

Nunmehr  ist  hlos  noch  die  Gleichung:  BJ  =  0  zu  berechnen. 
Wir  finden: 

Ä^/  =  rf(Äac4)  —  Äcr,  •  dx3  —  Äa4  •  (/.r4 

=  d(Bxt)  —  BA3xs  •  dx3  —  BAAxt  •  rf.T4  , 

woraus  sich  mit  Benutzung  der  Identität  (29.)  ergiebt: 

BJK  =  Cs.r4  •  dxt  -f-  C4.rf  .  dx%  -\-  oK  •  J      ax  -  J%  . 

Ebenso  kommt: 
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(30.) 


BJ%  —  Cs  x%  •  d  iT3  +  CA  x%  •  dxA  -J"  iK  •  dK  -f-  rt  •  J%  , 
also: 

BJ=(Bxt  ■  Cix{—BxA  ■  C3  aej  ^-{-(Ä.r, .  C4  xs  —  Bx% .  C4  .rj  tfcr4+ 

-f-  w4  •  4K  -f-  «t  •  ^4  . 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  (28.)  durch  das  System  der  drei 
von  einander  unabhängigen  Gleichungen : 

dxK  —  a3  dx3  —  aA  dxA  =  0  ,  dx%  —  ß3  dx3  —  ßA  dxA  ■=.  0 

|  [Bxs  •  Crrt— Bxt- C3xi)dx3-\-(Bxt •  CAxt— Bxt> CAxA)dxA=  0 

ersetzt  werden  kann.  Dieses  System  [30.]  ist  sowohl  mit  der 
PFAFF'schen  Gleichung  (25'.)  als  mit  dem  ursprünglichen  Glei- 
chungensysteme (23.)  invariant  verknüpft. 

Deutet  man  dxA  ...  dxA  in  der  bekannten  Weise  als  die 
unendlich  kleinen  Zuwachse,  welche  eine  infinitesimale  Trans- 
formation den  Veränderlichen  ertheilt,  so  bestimmt 
(30.  eine  Schaar  von  infinitesimalen  Transformationen,  deren 
allgemeines  Symbol  man  leicht  angeben  kann.  Setzt  man  nämlich: 


(31.)  Of= 


B  xt  B  xt 
CA  xA  CA  xt 


v  - 


BxA  Bxt 

.X"4  x^ 


Ar 


und  versteht  man  unter  %  eine  willkürliche  Function  von  x^ ... xA , 
so  lautet  das  betreffende  allgemeine  Symbol  einfach :  *(.t4  ...  xA)  Df. 
Nun  aber  ist  das  Gleichungensystem  (30.)  nur  eine  andere  Form 
von  (28.)  und:  A3f—  0,  AAf=  0,  Bf=  0  ist  das  System  linearer 
partieller  Differentialgleichungen,  welches  zu  der  PFAFF'schen 
Gleichung  (25'.)  gehört,  also  ergiebt  sich  aus  Satz  2,  S.  1 64,  dass 
die  pFAFF'sche  Gleichung  (25'.)  bei  allen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  der  Form:  %  [x{  ...xA)  ■  Df  invariant  bleibt. 

Nunmehr  führen  wir  an  Stelle  von  xA  ...  xA  neue  unab- 
hängige Veränderliche  yt  ...yA  ein,  die  so  gewählt  sind,  dass 

die  infinitesimale  Transformation  Df  die  Gestalt  -  -  annimmt. 

In  diesen  neuen  Veränderlichen  erhält  das  System  (30.;  offenbar 
die  Form: 

(30'.)  dyA  =  0,    dyf  =  0,    dy,  =  0 

und  die  pFAFF'sche  Gleichung  (25V  die  nachstehende: 
(25".)  A''//1+iV/i/t+ft'/v1  =  «  . 
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wo  ^, ,  tfv  (J3  von  y4  frei  sind,  denn  (25".)  muss  augenscheinlich 

alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form :  ip  (yi . . .  yj 

gestatten.  Da  nun  aber  die  PpAFF'sche  Gleichung  (25".)  nicht 
integrabel  ist,  so  können  wir  die  Veränderlichen  yK,  yiy  y3  ins- 
besondere so  gewählt  denken,  dass  (25".)  in  der  einfachen  Form: 

(25'".)  <ty*-y>dyt  =  o 

erscheint. 

Das  üleichungensystem  (23.)  bekommt  in  unsern  neuen 
Veränderlichen  ebenfalls  eine  neue  Form.  Diese  Form  ist  not- 
wendig von  dy4  frei,  denn  (23.)  ist  in  dem  Systeme  (30.)  ent- 
halten und  dieses  letztere  nimmt  die  von  dyt  freie  Form  (30'.) 
an.  Femer  muss  die  neue  Form  von  (23.)  jedenfalls  die  Gleichung 
(25'".)  umfassen,  denn  (23.)  umfasst  die  Gleichung  (25'.),  also 
lautet  die  Form : 

(23'.)   dyt  -  y*dy{  =  0  ,    dy,  -  iü{yx  •  • .  y4)  dy4  =  0  . 

Hier  ist  die  Function  oi  weder  gleich  Null  noch  gleich  Unendlich, 
sonst  wäre  ja  das  System  (23'.)  unbeschrankt  integrabel.  Aus 
demselben  Grunde  ist  10  auch  nicht  frei  von  y4;  führen  wir 
daher  u(yi  ...  y4)  als  neues  y4  ein,  so  erhalt  (83'.]  die  einfache 
Gestalt : 

(23".)  dyt  -  y3  dyt  =  0  ,    dy3  -  y4  dyt  =  0  . 

Fassen  wir  die  bisherigen  Ergebnisse  des  gegenwärtigen 
Paragraphen  zusammen,  so  erhalten  wir  den  bemerkenswerthen 

Satz  9.  Jedes  System  von  zwei  unabhängigen  Pfuff'schen 
Gleichungen : 

4 

I 

m  vier  Veränderlichen  kann  durch  Einführung  neuer  unabhängiger 
Veränderlicher :  y,  ...  y4  auf  eine  der  drei  Formen  . 

(32'.)  dyK  =  0  ,    dyt  =  0 

(32".)  ^-.y3^=0,  dy4=0 

ß*"'.)        rfjf, -y,^,  =  0,   rfy,  -  yA  dy%  =  0 

gebracht  werden ,  je  nachdem  es  unbeschränkt,  beschränkt  oder 
gar  nicht  integrabel  ist. 
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Hiernach  ist  es  leicht,  die  invarianten  Eigenschaften  anzu- 
geben, welche  ein  frei  iebiges  System  32.)  von  zwei  unabhängigen 
PFAPF'schen  Gleichungen  gegenüber  allen  Transformationen  in 
den  vier  Veränderlichen  xx  ...  xA  besitzt.  Ist  nämlich  VJ  =  0, 
=  0  das  zu  (32.)  gehörige  System  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen,  so  sind  die  betreffenden  invarianten 
Eigenschaften  nichts  anderes  als  die  folgenden  beiden  Zahlen : 
Erstens  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  unter  den 
Gleichungen : 

und  zweitens  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  unter 
den  Gleichungen : 

tf./*=o,  iV=o,  (fr!f/4)==o,(t7,(L/lt/4))=o,(t/t(f/lf/t))=o. 

Auf  Grund  des  Satzes  9  lassen  sich  auch  alle  Gruppen  des 
vierfach  ausgedehnten  Raumes,  welche  ein  nicht  integrables 
System  (32.)  invariant  lassen,  in  sehr  einfacher  Weise  kenn- 
zeichnen. 

Ist  in  xt  ...  x4  eine  Gruppe  vorgelegt,  welche  ein  nicht 
integrables  System  (32.)  invariant  lüsst,  so  denken  wir  uns  solche 
neue  unabhängige  Veränderliche  y"  eingeführt,  dass  (32.) 

die  Form : 

(33.)  dy  —  y'dx  =  0  ,    dy' —  y"dx  =  Q 

erhält;  aus  der  ursprünglichen  Gruppe  wird  dabei  natürlich  eine 
Gruppe  in  x,  y,  y  y" ,  welche  (33.)  invariant  lässt.  Nun  geht 
aus  den  Untersuchungen  von  A.  V.  Bäcklund  in  den  Mathema- 
tischen Aunalen  Bd.  IX,  S.  297  ff.  hervor,  dass  jede  Transfor- 
mation in  r,  y,  y\  y'\  welche  (33.)  invariant  lässt,  aus  einer 
Berührungstransformation : 

=  X  (<*,  y,  y) ,   yK  —  Y(x,  y,  y') ,   y[  =  p(.r,  y ,  y) 
der  Ebene  .r,  y  durch  Erweiterung  entsteht.  Folglich  gilt  der 

Sats  10.  Jede  Transformationsgruppe  des  vierfach  ausge- 
dehnten Baumes,  welche  ein  nicht  integrables  System  von  zwei 
unabhängigen  Pf  äff  sehen  Gleichungen  invariant  lässt,  ist  mit 
einer  Gruppe  ähnlich ,  welche  aus  einer  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  xy  y  in  der  Weise  entsteht,  dass  man 
die  Transformationen  dieser  letzteren  durch  Hinzunahme  des 
zweiten  Differentialquotienten  von  y  nach  x  erweitert. 
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E.  Study,  Complexe  Zahlen  und  Transformationsgruppen. 
(Vorgelegt  v.  d.  wirkl.  Mitglied  S.  Lie.) 

Zweck  der  folgenden  Zeilen  ist,  den  Zusammenhang  dar- 
zulegen, welcher  zwischen  den  sogenannten  Systemen  von  com- 
plexen  Zahlen  und  bestimmten  continuirlichen  Gruppen  von 
Transformationen  besteht1). 

Da  einige  der  Salze,  zu  welchen  man  bei  Verfolgung  dieses 
Zusammenhanges  gelangt,  sich  auch  noch  auf  gewisse  Trans- 
formationsgruppen  ausdehnen  lassen,  welche  nicht  nothwendig 
zu  Systemen  complexer  Zahlen  in  Beziehung  stehen,  so  erscheint 
es  angezeigt,  zuvörderst  diese  allgemeineren  Gruppen,  die  Ein- 
fach-transitiven Gruppen  zu  betrachten. 


1)  Dass  zwischen  den  Systemen  complexer  Zahlen  und  gewissen 
Gruppen  von  Transformationen  eine  nahe  Beziehung  stattfindet,  wird  wohl 
keinem  der  Mathematiker  entgangen  sein,  die  sich  überhaupt  mit  Systemen 
complexer  Zahlen  beschäftigt  haben;  ausdrücklich  auf  dieselbe  hinge- 
wiesen hat  aber  wohl  zuerst  Herr  Poiscare.  Ich  selbst  habe  im  Herbst 
des  Jahres  4  886  einige  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  angestellt, 
und  dieselben  verschiedenen  Mathematikern  mitgetheilt;  der  in  §  6  ange- 
gebene Hauptsatz  ist  aber  erst  zu  Ende  des  Jahres  1888  hinzugekommen. 

Von  einer  neuerdings  veröffentlichten  Abhandlung  meines  verehrten 
Kreundcs,  Herrn  Schür  (»Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten 
complexen  Zahlen«  Matb.  Ann.  Bd.  38,  S.  50  [4888]),  die  sich  ebenfalls  auf 
den  Zusammenhang  zwischen  complexen  Zahlen  und  Transformations- 
gruppen bezieht,  ist  meine  Arbeit  nach  Inhalt  und  Methode  unabhängig. 

Hinsichtlich  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  verweise  ich 
auf  das  grundlegende  Werk:  Theorie  der  Transformationsgruppen,  unter 
Mitwirkung  von  Fa.  Eügel  bearbeitet  von  S.  Lie,  Leipzig  4888.  Dasselbe 
wird  im  Folgenden  einfach  mit  (Lir)  citirt.  Für  uns  kommt  besonders  in 
Betracht  der  Inhalt  der  Kapitel  4  6.  20.  i4.  26.  27. 
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§«• 

Allgemeines  über  reciproke  Gruppen. 

Nach  der  von  Herrn  Lib  entwickelten  Theorie  ist  jede  con- 
tinuirliche  Gruppe  mit  ihrer  Parametergruppe,  einer  einfach 
transitiven  Gruppe,  gleich  zusammengesetzt;  andererseits  sind 
zwei  gleichzusammengesetzte einfach-transitive  Gruppen  ahnlich. 
Also  ist  jede  einfach-transitive  Gruppe  mit  ihrer  Parametergruppe 
Bhnlich.  Das  heisst,  man  kann  in  jede  vorgelegte  einfach-transi- 
tive Gruppe,  welche  nicht  ihre  eigene  Parametergruppe  ist,  neue 
Veränderliche  (oder  auch,  falls  man  es  vorzieht,  neue  Parameter; 
derart  einfuhren,  dass  sie  ihre  eigene  Parametergruppe  wird. 

In  derThat,  sei  vorgelegt  eine  einfach-transitive,  von  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugte  Gruppe  G%1  geschrieben 
in  den  Veränderlichen  a\  ...  xn  und  den  Parametern  y{  . . .  yn. 

Seien  dann  yt  ...;/„  die  Parameter  einer  Transformation  der  Gruppe, 
w  elche  den  beliebig,  aber  fest  gewählten  Punkt  allgemeiner  Lage 
E(x*...rn*)  in  den  Punkt  ...  ir^j  Uberfuhrt,  so  werden,  wegen 
der  vorausgesetzten  Eigenschaft  der  Gruppe  (/, ,  die  Veränder- 
lichen y{  .  .  .  yn  unabhängige  Functionen  von  x{  . ..  srm.  Wir 

können  daher  yx  ...  yn  als  neue  Veränderliche  einfuhren. 
Hierdurch  geht  aber  die  Gruppe  in  ihre  Parametergruppe  Uber. 
Denn  seien  yt1  ...  »/„],  ff',  y"  die  Parametersysteme  der 

Transformationen  S,  T,  ST  der  Gruppe  (*,,  so  wird  die  allge- 
meine Transfonnation  der  Parametergruppe  von  f»'4  die  Form 
haben : 

vf  —  Vite*  •••2/n,  yl'-yn)  (•—*••••), 

oder  kurzer 

Hier  sind  y4  •  yn  als  unabhängige  Veränderliche,  y[  ...  yn'  als 
Parameter,  und  \j\ . . .  yn"  als  abhängige  Veränderliche  zu  denken. 
Die  hingeschriebene  Transfonnation  ist  diejenige  Transformation 
T  der  Parametergruppe,  welche  der  Transformation  T  von  C»x 
entspricht.  Nun  sind  aber  nach  Obigem  y,  y',  y"  zugleich  die 
Coordinatensysteme  der  drei  Punkte  (/:)£>,  (E)T,  (E)ST,  welche 
aus  dem  willkürlich  angenommenen  Punkte  E  durch  die  Trans- 
formationen vS ,  r,  ST  von  (ix  hervorgehen.  Von  diesen  drei 
Punkten  ist  der  letzte  dem  ersten  in  der  Transformation  T  von 
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6,  zugeordnet,  und  zwar  unabhängig  von  der  Auswahl  der 
Transformation  8,  Soeben  haben  wir  aber  gesehen,  dass  der 
Punkt  x([ . ..  yn"  dem  Punkte  yK  ...  yn  auch  in  der  Transformation 
r  entspricht.  Es  fallen  mithin  die  Transformationen  T  und  T 
zusammen. 

Wir  nehmen  von  hier  ab  an,  die  Veränderlichen  seien  bereits 
so  gewählt,  dass  die  einfach-transitive  Gruppe  Gt  ihre  eigene  Para- 
metergruppe wird. 

Alsdann  wird  eine  jede  symbolische  Formel,  welche  die 
Zusammensetzung  einer  Transformation  S  aus  gegebenen  Trans- 
formationen von  Gt  fordert,  z.  B.  S  =  S4  6't  S,  noch  einer  zweiten, 
bei  anderen  Gruppen  nicht  in  gleicher  Weise  möglichen  Deutung 
fähig.  Es  entspricht  nämlich  jetzt  zugleich  einer  jeden  in  der 
Formel  auftretenden  Transformation  ein  gewisser  Punkt  des 
Raumes,  derjenige  Punkt  nümlich,  dessen  Goordinaten  die 
Parameter  der  Transformation  sind.  Die  Formel  giebt  also  zu- 
gleich eine  Abhängigkeit  zwischen  verschiedenen  Punkten  des 
Raumes  an. 

Wir  wollen  nun,  um  derartige  Abhängigkeiten  einfach  durch 
Formeln  ausdrücken  zu  können,  eine  symbolische  Bezeichnung 
einführen. 

Sei  aoi  . . .  ./„  das  Parametersystem  der  Transformation  S,  so 
stellen  wir  durch  das  Zeichen  .x*  den  Punkt  dar,  welcher  die  Co- 
ordinaten  xK  ...  xn  hat.  Seien  ferner  y  und  3  diejenigen  Punkte, 
welche  auf  die  nUmliche  Art  den  Transformalionen  T  und  6'  T 
entsprechen,  so  schreiben  wir  symbolisch 

*  =  xy  ; 

wir  bedienen  uns  also  dieser  Schreibart  als  einer  Abkürzung  für 
das  Glcichungssystem 

*i  =  <Pi(J\  '  ■  •  ^n,  #1  '  '  •  Vn)  (f «H  ••)  . 
Seien  »S,  T,  R  drei  beliebige  Transformationen  von  Ctl  x,  y,  z  die 
entsprechenden  Punkte,  so  bezeichnen  wir  ebenso  denjenigen 
Punkt,  welcher  der  Transformation  S  TR  zugeordnet  ist,  sym- 
bolisch durch  [xy)z  oder  x(yz),  oder  einfacher  durch  xyz; 
dieses  Zeichen  stellt  also  einen  Punkt  dar,  dessen  Goordinaten 
gegeben  sind  durch  die  Ausdrücke 

9<<9ifa9)'*'ftito9'  »  zi  "'  *n) 
=  '/»<(  ri  '  •  *  <rn  1  <Pi  (//,  »)  •  •  *  <PnÜ> s))  • 
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Aehnlich  stellen  wir  weiterhin  einen  jeden  Punkt  dar,  der  einer 
aus  beliebig  vielen  Transformationen  von  <  >,  zusammengesetzten 
Transformation  zugeordnet  ist,  was  wohl  nicht  näher  auseinander- 
gesetzt zu  werden  braucht. 

Sei  ferner  x'  derjenige  Punkt,  welcher  der  Transformation 
S~*  (der  entgegengesetzten  Transformation  von  S)  entspricht, 
so  setzen  wir 

x  —  x~K  . 

Diese  symbolische  Gleichung  dient  uns  mithin  als  Abkürzung  für 
ein  Gleichungssystem,  das  man  folgendermassen  erhält:  Ergeben 
sich  durch  Auflösung  der  n  Gleichungen 

die  Gleichungen 

y»  =  <pi(y[  -  •  -  yn \  K'-^n)  » 

worin  «?/•••  xn'  gewisse  Functionen  von  xt  ■  •  •  xn  sind : 

x/  =  tf?i (xt  •  •  •  xn)    (/«<•••»)  , 

so  ist  das  letztere  Gleichungssystem  gleichwerthig  mit  der  sym- 
bolischen Formel  x  =  x~*.  Diese  Formel  stellt  augenscheinlich 
eine  involutorische  Transformation  dar;  es  ist  natürlich  auch 
umgekehrt 

xi=<Pi(x'i-'xn)     (»aal  •••»)  . 

Endlich  werden  wir,  in  folgerechter  Weiterbildung  der  einge- 
führten Schreibart  denjenigen  Punkt,  welcher  der  identischen 
Transformation  <S°  =  jT0  = . . .  =  1  entspricht,  durch  das  Sym- 
bol ;r°,  oder  auch  nach  Bedürfniss  durch  das  Symbol  y°,  oder 
endlich  am  Einfachsten  durch  das  Symbol  1  darstellen.  So  geht 
aus  der  symbolischen  Gleichung:  SS"1  =  S1  =  1  diese  andere 
hervor  xx~l  =  i°  =  1  ,  die  nichts  Anderes  besagt,  als  dass 
.r,  ...  xn  und  x[  . . .  xn'  die  Parametersysteme  entgegengesetzter 
Transformationen  der  Gruppe  G,  sind.  Die  Identitäten 

Xi  =  </',(</>.  V'nK)       =  ») 

aber  schreiben  wir  jetzt  einfach  so : 

u.  s.  w.  u.  s.  w.  Für  das  Rechnen  mit  den  Symbolen  xy  ?/,  . . . 
gelten  offenbar  alle  Regeln,  die  für  das  Rechnen  mit  den  Sym- 
bolen S,  T Geltung  haben.  Es  wird  also  z.  B.  (xy)~{  =  y^'x"1. 
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Wie  zweckmässig  die  eingeführten  symbolischen  Bezeich- 
nungen sind,  zeigt  sich  sogleich,  da  es  gelingt,  mit  ihrer  Hülfe 
eine  Reihe  von  wesentlichen,  grösstenteils  bis  jetzt  noch  nicht 
bemerkten  Eigenschaften  der  einfach-transitiven  Gruppen  auf  die 
einfachste  Weise  abzuleiten  und  durch  Formeln  zur  Anschau- 
ung zu  bringen.  Zunächst  ergibt  sich  eine  symbolische  Darstel- 
lung der  Gruppe  Gt  selbst: 

1 .  Die  symbolische  Gleichung 

(<.)  x'  =  xa  , 

tfl  welcher 

x  als  veränderlich,  a  als  Parameter  (Parametersystem)  gedacht 
wird,  stellt  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  G{  dar. 

(2.)  x'  =  xa~l 

ist  die  entgegengesetzte  Transformation  von  (1.);  x'  —  xab  ist 
diejenige  Transformation  von  Gk,  welche  durch  Zusammensetzung 
der  Transformationen  x  —  xa  und  x'  =  xb  entstanden  ist; 
x'  r=  xa~~*  ba  ist  diejenige  Transformation  von  ,  welche  aus 
der  Transformation  x  =xb  entsteht,  wenn  man  vermöge  der 
Transformation  x'  =  xa  neue  Veränderliche  einführt. 

2.  Die  symbolische  Gleichung 
(3.)  x'  =  ax 

gibt  die  allgemeine  Transformation  der  zu  Gt  reciproken  einfach- 
transitiven Gruppe  G4-!)  x'  =  a~%X  ist  die  entgegengesetzte 
Transformation  von  (3.);  x'  =  bax  ist  die  aus  x'  ■=  ax  und 
x'  =  bx  zusammengesetzte  Transformation;  daher  ist  auch  die 
Gruppe  G%  in  der  Schreibart  (3.)  ihre  eigene  Parametergruppe. 

3.  Die  reciproken  Gruppen  G4  und  Gt  sind  vermöge  der  in- 
volutorischen  Transformation  x'  =  x~K  zu  einander  ähnlich,  so 
zwar,  dass  jeder  Transformation  x'  =  xa  von  Gt  die  Transfor- 
mation x'  =  a~l  x  von  Gt  zugeordnet  wird. 

In  der  That,  seien  die  Transformationen  x'  =  xa  und 
x  —  x~K  durch  S  und  T  bezeichnet,  so  wird  die  Transformation 
S~XTS  =  STS  gegeben  durch  die  symbolische  Gleichung 

x'  =  ((a*-1)^""1  =  a~*  x  ; 

4)  Wir  werden  weiterhin  das  Wort  »reciproke  Gruppen«  ohne  den 
selbstverständlichen  Zusatz  •einfach-transitive«  gebrauchen. 

lUtta.-phyg.  CIms*  1889.  13 
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dies  ist  aber  eine  Transformation  von  Gt.  Ueberdies  sieht  man 
sogleich,  dass  die  zusammengesetzte  Transformation  x'  =xab 
der  Transformationen  x=xa  und.T'  =  .r&  von  GK  übergeht 
in  die  Transformation  x'  =  (ab)~~xx  =  b~~K  a~ {x  von  Gi,  in 
eine  Transformation  also ,  die  man  auch  unmittelbar  durch  Zu- 
sammensetzung derjenigen  Transformationen  von  Gt  erhalten 
kann,  die  den  Transformationen  x  —  xa  und  x  =  xb  von  G% 
zugeordnet  sind.  Ueberhaupt  sind  Gx  und  Gt  vermiige  jeder 
Transformation  x  =  ax~l  ß  zu  einander  ahnlich;  dieselbe  führt 
die  Transformation  x  —  xa  tlber  in  x  —  au~{  u~*  x. 

4.  Die  symbolische  Gleichung 
(4.)  x'  =  axb 

gibt  die  allgemeine  Transformation  derjenigen  Gruppe  Ct4, 
welche  man  erhält .  wenn  man  die  allgemeine  Transformation 
von  G{  und  die  allgemeine  Transformation  von  C,  hinter  ein- 
ander ausführt.  Man  Uberzeugt  sich  sofort,  dass  Gt  und  Gt  in 
dieser  Gruppe  invariant  sind;  ferner,  dass  die  Gruppe  Gi%  nur 
2n  —  m  wesentliche  Parameter  hat,  wenn  Gt  und  Gt  eine  »i- 
gliedrigo  Untergruppe  gemein  haben. 

5.  Die  symbolische  Gleichung 

(5.)  x!  =  a~*  xa 

gibt  die  allgemeine  Transformation  einer  (n  —  m) -gliedr  igen  conti  - 
nuir liehen  Gruppe  ,  welche  als  Untergruppe  von  GK  %  dadurch 
gekennzeichnet  ist,  dass  ihre  Transformationen  den  Punkt  allge- 
meiner Lage  x  =  1  in  Ruhe  lassen.  In  Folge  einer  unter  Nummer  1 . 
gemachten  Bemerkung  gibt  die  Gleichung  (5.)  an,  wie  die  Trans- 
formationen von  G,  durch  die  Transformationen  von  Gt  unter 
einander  vertauscht  werden. 

Hüll  man  also  in  derjenigen  Gruppe  Gi  t ,  welche  durch  Zu- 
sammensetzung der  Transformationen  zweier  reeiproker  Gruppen 
Gt  und  Gt  entsteht,  einen  Punkt  allgemeiner  Lage  fest,  so  ist  dir 
dadurch  bestimmte  grüsste  conti nuirliche  Untergruppe  von  Git 
mit  der  adjungirten  Gruppe  von  Gt  und  Gt  ähnlich. 

Die  Gruppe®  ist  vermöge  der  Transformation  r'==x~t 
derart  zu  sich  selbst  Uhnlich,  dass  immer  zwei  entcecenccsetzte 
Transformationen  =  a~~*xa  und  x*  =  fl.rr/*~'  einander  zu- 
geordnet werden. 
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Ist  ;«  =  0,  so  hat  die  Gruppe  noch  eine  weitere  bemer- 
kenswerthe  Eigenschaft.  Sie  hat  nämlich  alsdann,  in  der  Form 
(5.)  geschrieben,  als  Parametergruppe  wieder  die  Gruppe  Gt; 
schreibt  man  ®  dagegen  in  der  gleichwertigen  Form  x  —  a  x  a  ~ 1 , 
so  erhalt  man  die  Gruppe  Gt  als  Parametergruppe. 

Auch  diejenige  continuirliche  Untergruppe  von  G% „  welche 
einen  anderen  Punkt  6  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lässt,  kann  man 
sofort  hinschreiben:  Man  braucht  nur  in  die  Gleichungen  der 
Gruppe  x  =  a~ 1  oea  oder  x'  —  «  1  vermöge  der  Trans- 
formation x  =.t6  oder  der  anderen  x'  =  bx  neue  Veränder- 
liche einzuführen.  Man  erhalt  dann  zwei  symbolische  Darstel- 
lungen der  gesuchten  Gruppe: 

X*  =  a""1  xb~*  ab    und    x  =  bab~x xa~x  . 

Beide  Schreibweisen  sind  unter  einander  gleichwertig;  sie 
gehen  durch  die  Substitution  a  =  bub~x  oder  u  =  b~xab  in 
einander  über. 

Zur  Vervollständigung  des  Gesagten  mag  endlich  noch  die 
Beziehung  angegeben  werden,  in  welcher  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe  zu  denen  von  GK  und  0'4  stehen, 
wiewohl  wir  spater  keinen  Gebrauch  von  ihr  machen  werden : 

6.  Seien  Xtf  .  ..  Xmf ,  Xm+J  .  .  Xnf  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe  Gt)  die  so  gewählt  sind, 
dass  jede  ausgezeichnete  Transformalion  von  Gt  die  Form 

K  %if-r-  ■  •  •  +  Ki*mf 
hat;  mögen  ferner  die  Ausdrücke  XJ  durch  die  Transformation 
.t'  =  x   '  übergehen  in  A,/;  so  ist  identisch 

•Vm +  ,/*-+-  Aw+,  /*  •••*"„/*  +  Afl/*  o6<»r  «in//  </#>  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe  ®. 

Auch  dieser  Satz  ergibt  sich  uns  ohne  alle  Rechnung.  Sei 
(I.)  ac/=.-r,.-f-f(.ö*/ 

eine  infinitesimale  Transformation  von  G, ,  welche  durch  die 
Transformation  x  =.x~*  in  die  infinitesimale  Transformation 

(2.)  flC/'a"*Efc  +  5*' 

von  Gt  übergeführt  werden  möge.  Beide  geben  dann  hinter  ein- 
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ander  ausgeführt  eine  Transformation  von  ®  [siehe  oben 
Formel  (5.)]: 

(3.)  *f—*i+8t+fd*t. 

Ist  nun  (2.)  insbesondere  eine  solche  Transformation  von  Ct1 
welche  zugleich  Gi  angehört,  so  ist  sie  die  entgegengesetzte 

Transformation  von  (<.),  es  ist  also  '§]  identisch  gleich  —  J,-.  — 

Die  abgeleiteten  Satze  sind  für  die  allgemeine  Theorie  der 
Transformationsgruppen  insofern  von  Bedeutung,  als  ja  mit  jeder 
continuirlichen  Transformationsgruppe  ein  Paar  von  reciproken 
Gruppen  Gv  Gt  verknüpft  ist,  nHmlich  die  Parametergruppe  der 
gegebenen  Gruppe  und  ihre  reciproke.  Schreibt  man  die  Trans- 
formationen der  gegebenen  Gruppe  insbesondere  in  einer  cano- 
nischen Form: 

xi  —  xi  +2*  ek  '  h^i  H          (t  =  4  .  •  •  n) 

(Lie,  Cap.  9,  §  46,  S.  174),  80  bilden  die  zugehörige  Parameter- 
gruppe (eine  r>  canonische  Parameter gruppe«)  gi}  ihre  reciproke 
gv  und  die  adjungirte  Gruppe  ®  drei  Gruppen  der  von  uns  be- 
schriebenen Art.  Die  Transformation  x*  =  sc"-1,  erhült  in  diesem 
Falle  einen  besonders  einfachen  analytischen  Ausdruck:  Ks  ist 
keine  andere,  als  die  involutorisch-  perspective  Transformation 

ek  =  —  ek' 

Vermöge  dieser  Transformation  sind  also  nach  unserem  all- 
gemeinen Satze  die  canonische  Parametergruppe  und  ihre  reci- 
proke Gruppe  zu  einander  ähnlich. 

§*. 

Hülfssätze  aus  der  Theorie  der  linearen  Transformationen. 

Ausser  den  in  §  4  dargelegten  Sätzen  Uber  reciproke  Grup- 
pen bedürfen  wir  für  unsere  weiteren  Entwickelungen  noch 
einiger  Hülfssütze  aus  der  Theorie  der  bilinearen  Formen.  Die  be- 
treffenden Sätze  mögen  hier  kurz  zusammengestellt  werden ;  eine 
ausführlichere  Ableitung  derselben  findet  man  in  einer  im  Druck 
befindlichen,  im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  erscheinenden  Schrift 
des  Verfassers:  »Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formena. 
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Eine  lineare  Transformation  eines  Gebietes  nUr  Stufe  kann 
bekanntlich  dargestellt  werden  durch  eine  gleich  Null  gesetzte 
bilineare  Form  mit  zwei  Reihen  von  je  n  (sogenannten  contragre- 
dienten)  Veränderlichen : 

Ss=[AX)  (UP)=2aikXiuk  . 

Sei 

T=(BX)(UQ)=2bikXiuk 

eine  zweite  solche  Form,  so  wird  alsdann  die  Transformation, 
welche  aus  der  Zusammensetzung  der  Transformationen  S  =  0 
und  7=0  (in  dieser  Reihenfolge)  entsteht,  in  gleicherweise 
repräsentirt  durch  eine  simultane  Co  Variante  der  Formen  S  und 
T,  das  »Product«  von  S  und  T: 

ST=(AX){BP)(UQ)  =  2aihbkJxiuJ  . 

Die  Form  (UX)  =  2xiui  vertritt  die  identische  Transformation 
$•  =  r° ;  sie  genügt  identisch  den  Gleichungen  S°  8  =  SS°  =  S. 
Zu  jeder  Form  S,  deren  Discriminante  nicht  verschwindet,  ge- 
hört ferner  eine  gewisse  Form  S~\  welche  gleich  Null  gesetzt 
die  entgegengesetzte  Transformation  von  $  =  0  darstellt,  u.  s.  w.1) 
Eine  Schaar,  und  insbesondere  eine  continuirliche  Gruppe  von 
linearen  Transformationen  wird  bestimmt  durch  ein  gewisses 
System  von  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  aik.  Eine 
r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  enthält  r  linear  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen,  welche  man  durch  r  Formen 
des  Typus 

S°  +  &t  S 

darstellen  kann,  worin  S  insbesondere  eine  Form  von  ver- 
schwindender linearer  Invariante  [A  P)  =  2i(iiiy  eine  sogenannte 
Xormalform  bedeutet.  Die  Normalform  S  ist  das  »Symbol«  der 
infinitesimalen  Transformationen  S°  -f-  dt  S  der  Gruppe;  durch 
Gebrauch  desselben  gelangen  eine  Anzahl  von  wichtigen  Eigen- 
schaften der  Gruppe  in  sehr  einfacher  Weise  zum  Ausdruck. 

Sind  S4...  Sr  die  Symbole  der  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe ,  so  ist  X{  St  +  •  •  ■  +  Är  Sr  das 
Symbol  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe ; 
bezeichnet  man  durch  [SiSk]  die  Combinante  SiSk  —  SkSi 


4)  Vergl.  Frobenius,  Ueber  lineare  Substitutionen  und  bilineare 
Formen.    Crelle's  Journ.  Bd.  84. 
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der  Formen  (die  wieder  eine  Norraalform  ist),  so  bestehen 

r  •  r  —  I 

 Relationen 

2 

(SiSk)  =  ZciksS,  , 

worin  die  Constanten  c,-  ks  die  für  die  Zusammensetzung  derGruppe 
charakterislischen  Constanten  sind ;  führt  man  in  das  Symbol  S 
vermöge  einer  endlichen  Transformation  T  der  Gruppe  neue 
Veränderliche  ein,  so  erhült  man  wieder  eine  bilineare  Normal- 
form derselben  Schaar,  die  einfach  so  geschrieben  werden  kann : 
T~lST;  endlich  stellt  die  Uberall  convergente  Reihe 

Ol  C3 

+    +  , 

wenn  S  das  Symbol  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transforma- 
tion einer  Gruppe  ist,  die  allgemeine  endliche  Transformation  der- 
selben Gruppe  dar,  und  zwar  durch  eine  bilineare  Form  von  der 
Determinante  Eäns. 

Hat  man  zwei  verschiedene  projeetive  Gruppen,  von  welchen 
die  süinmt  liehen  Transformationen  der  einen  mit  sämmtlichen 
Transformationen  der  anderen  vertauschbar  sind,  so  besteht 
zwischen  den  Symbolen  der  beiderseitigen  iniinitcsimalen  Trans- 
formationen S  und  .S"  die  Relation  {SS')  =  0,  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

§3. 

Systeme  von  complcxen  Zahlen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Definition  eines  »Systems  von 
complcxen  Zahlen«.  Wir  setzen  dabei  der  Kürze  halber  den 
Begriff  einer  aus  n  »Grundzahlen«  oder  »Ilaupteinheiten«  mit 
reellen  oder  gewöhnlichen  complexen  Coefficienten  gebildeten 
sogenannten  complexen  oder  extensiven  Grösse  voraus;  ferner 
die  Begriffe  der  Multiplication  und  Division  einer  extensiven 
Grösse  mit  einer  reellen  oder  complexen  Zahl,  sow  ie  der  Addition 
und  der  Multiplication  von  zwei  extensiven  Grössen.  (Vgl. 
Grassmann,  Ausdehnungslehre  von  1862,  Cap.  1,  2.)  Es  wird 
nun  das  System  aller  aus  denselben  Gruudzahlen  e%  ...  en  linear 
ableitbaren  Grössen  a,  6,  ...  unter  folgenden  Bedingungen  ein 
»System  von  complejcn  Zahlen*  genannt: 

\ .  Es  muss  das  Product  ei  ek  von  irgend  zweien  dieser  Grund- 
zahlen ei  und  ek  wieder  eine  Zahl  des  Systems  =  ^yiks  es  sein 
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wobei  die  Cuefticienten  y^g  reelle  oder  gewöhnliche  complexe 
Zahlen  sind.) 

2.  Es  muss  das  in  der  Formel  (ab)  c=  a(bc)  ausgedrückte 
sogenannte  associative  Gesetz  der  Multiplication  erfüllt  sein. 

3.  Es  muss  in  dem  System  eine  Grösse  a°  vorhanden  sein, 
welche  den  beiden  Gleichungen  a°x*  =  x,  a?a°  =  oc  unabhängig 
von  x  genügt. 

Ich  habe  an  einem  anderen  Orte  gezeigt,  wie  man  auf  Grund 
dieser  Definition  alle  möglichen  Systeme  von  zwei,  drei  oder 
vier  Grundzahlen,  und  eine  gewisse  Klasse  von  Systemen  mit 
beliebig  vielen  Grundzahlen  bestimmen  kann  (Gött.  Nachr.  vom 
2.  Marz  1889,  S.  241  u.  ff.:  d lieber  Systeme  von  complexen 
Zahlen  a).  Ich  werde  im  Folgenden  nicht  vermeiden  können, 
mich  auf  die  Ergebnisse  der  genannten  Untersuchung  zu  stützen ; 
ich  werde  daher  auch  die  weiteren  Definitionen,  durch  welche 
ich  in  ihr  den  Begriff  eines  »Systems  von  complexen  Zahlen« 
naher  prücisirt  habe,  hier  nicht  ausführlich  wiederholen,  zumal 
eine  solche  Wiederholung  an  dieser  Stelle  zu  viel  Raum  bean- 
spruchen würde.  Ks  sei  daher  nur  kurz  an  jene  Begriffe  er- 
innert. 

Zwei  Systeme  von  je  n  Grundzahlen  mit  den  charak- 
teristischen Constanten  yiks,  /iks  heissen  »reeiprok«,  wenn  die 
Relationen  bestehen: 

riks  =  /kis  («, a , s  =  4  ...  n)  . 

Zwei  Systeme  gehören  demselben  »Typus«  an,  wenn  das  eine 
aus  dem  anderen  oder  aus  dem  reeiproken  System  des  anderen 
dadurch  hervorgeht,  dass  man  an  Stelle  der  Grundzahlen  c, ...  en 
durch  eine  lineare  Substitution  von  nicht  verschw  indender  Deter- 
minante: 

<'i  =  c/i?iH  \-c(nen   (/  =  1  •••/*)  , 

neue  Grundzahlen  einführt,  wobei  die  Grössen  cik  gewöhnliche 
complexe  Zahlen  sind;  zwei  Systeme  desselben  »Typus«  mit 
reellen  Werthen  der  Gonstanten  gehören  derselben  »Gestalt« 
an,  wenn  das  eine  aus  dem  anderen  oder  aus  dem  reeiproken 
System  des  anderen  insbesondere  durch  eine  lineare  Substitution 
mit  reellen  Goefficienten  hervorgeht. 

Die  oben  definirte  Grösse  o°  wird  die  nZahl  Eins«  des 
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Systems  genannt,  und  öfter  einfach  durch  das  Zeichen  1  dar- 
gestellt. — 

Von  den  Rechnungsoperationen ,  welche  man  in  einem 
System  complexer  Zahlen  vornehmen  kann,  kommen  für  uns 
besonders  in  Betracht  die  Addition  mehrerer  complexer  Zahlen, 
ferner  die  Multiplikation  und  deren  entgegengesetzte  Operation, 
die  man  als  »Division«  bezeichnen  kann.  Bei  letztererhandeltes 
sich  hauptsächlich  um  die  Auflösung  linearer  Gleichungen 
oder  Gleichungssysteme  der  Form 

ax  =  b    oder   ya  =  b  , 

in  welchen  a  und  b  gegebene,  x  und  y  zu  suchende  Zahlen  eines 
vorgelegten  Systems  bedeuten. 

Seien  e0 ,  e ,  ••         die  Grundzahlen  des  Systems,  ferner 

«  =  »oeo  +  *  *  '  +  «n-i  en-i  » 

X=X<,en  +  h^n-i^-i  , 

u.  s.  w. 

Rechnen  wir  dann  in  obigen  beiden  Gleichungen  die  Producte 
links  aus,  und  vergleichen  beiderseits  die  Coefficienten  von 
t%  •  •  •  fn_4 ,  so  erhalten  wir  zwei  Systeme  von  je  n  linearen 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  x0  ...  xn^t  und 
f/o  •  ■  ■  !/n-i-  Ob  diese  Gleichungen  gemeinsame  Lösungssysteme 
haben,  beziehungsweise  wie  viele  unabhängige  Lösungen  sie 
besitzen,  kann  dann  in  bekannter  Weise  durch  Betrachtung  ihrer 
Determinanten  und  Unterdeterminanten  entschieden  werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  der  Fall,  wo  die  auf 
der  rechten  Seite  obiger  Gleichungen  stehende  Zahl  b  die  Zahl 
Eins  des  Systems  ist. 

Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  der  Satz: 

Die  Determinanten  der  beiden  Gleichungen  ax  =  1  und  xa  =  \ 
sind  nicht  identisch  verschwindende  ganze  Functionen  der  Coeffi- 
cienten o0  ...  an_,  der  Zahl  a,  welche  dieselben  einfachen  Theiler 
haben.  Sind  diese  Determinanten  von  Null  verschieden,  so  haben 
beide  Gleichungen  die  nämliche  Lösung,  die  wir  durch  das  Symbol 
x  =  a~l  bezeichnen;  im  anderen  Falle  gibt  es  überhaupt  keine 
Zahl  x  des  Systems,  welche  einer  dieser  Gleichungen  genügte. 

Dass  die  genannten  Determinanten  nicht  identisch  ver- 
schwinden, folgt  sofort,  wenn  wir  für  a  den  besonderen  Werth 
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a  =  1  setzen ;  wir  haben  dann  in  der  Zahl  x  =  1  eine,  und 
zwar  die  einzige  Lösung  einer  jeden  von  beiden  Gleichungen. 

Sei  nun  die  Zahl  a  des  Systems  von  der  Beschaffenheit,  dass 
die  Gleichung  ax  =  1  eine  Lösung  x  besitzt,  und  seien  «0  =  1 , 
u\  ...  a*~ 1  {k  <^  n  -j-  1)  linear  unabhängige  Potenzen  der  Zahl  a, 
wahrend  a*  durch  jene  linear  mit  numerischen  Coefficienten 
ausdrtlckbar  sein  soll : 

ak  =  «4  ak~ 1  +  h  «fc  ft0  • 

Dann  ist  nothwendig  ak  4-  1 1 ;  denn  sonst  könnte  man  aus  der 
vorstehenden  Relation  durch  Multiplication  mit  x  eine  andere 
von  der  nämlichen  Form  herleiten,  in  welcher  an  Stelle  der  Zahl 
A  eine  kleinere  Zahl  getreten  wäre;  es  wären  also  a9  ...  o*-1 
nicht  linear  unabhängig.  Multipliciren  wir  nun  obige  Relation 
mit  x,  so  ergibt  sich 

X  Ä  Vk  (a      ~  a,a   a°)  ; 

wir  erhalten  mithin  einen  eindeutig  bestimmten  Ausdruck  für  x, 
und  zwar  einen  Ausdruck,  der  offenbar  auch  der  anderen 
Gleichung  ax  =  1  genügt. 

Uebrigens  würde  es  bereits  völlig  hinreichend  gewesen 
sein,  nur  zu  zeigen,  dass  mit  einer  Lösung  der  Gleichung 
ax  =  \  immer  auch  zugleich  eine  Lösung  xt  der  Gleichung 
xa  =  \  vorhanden  ist;  denn  dann  folgt  aus  dem  associativen 
Gesetze  der  Multiplication  x%  —  (xt  a)  r0  =  x{  [ax9)  =  xt\  es 
ist  also  nur  eine  Lösung  beider  Gleichungen  vorhanden,  und 
ihre  Determinanten  sind  immer  gleichzeitig  von  Null  verschieden. 

Verschwinden  nun  die  genannten  Determinanten  nicht,  so 
können  wir  aus  der  Lösung  x  =  a~*  der  Gleichungen  ax  =  4 
und  xa  =  \  ohne  Weiteres  auch  die  Lösungen  der  allgemeineren 
Gleichungen: 

ax  =  6    und    ya  =  b 

herleiten :  es  wird 

x  =  a~ 1  b  ,     y  —  ba~i  , 

und  zwar  für  alle  Werthe  von  b. 

Wir  werden  die  Zahl  er,  wenn  jene  Determinanten  von  Null 
verschieden  sind,  als  eine  »allgemeine«  Zahl  des  Systems  be- 
zeichnen, im  Gegensatz  zu  den  »speciellcn  Zahlen  t,  bei  welchen 
das  Symbol  a~'  keine  bestimmte  Bedeutung  mehr  hat. 
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Ist  die  Zahl  «  eine  specielle,  so  werden  nicht  allein  die 
Gleichungen  ax=  \  und  xa  =  I  unlösbar,  sondern  mit  ihnen 
zugleich  auch  alle  Gleichungen  ax  =  b  und  ya  =  b7  in  welchen 
die  Zahl  b  eine  allgemeine  ist.  Denn  gesetzt,  es  wUre  etwa 
a.i-0  =  6,  so  würe  x0b~ 1  eine  Lösung  der  Gleichung  a  x  =  \ ,  was 
unmöglich  ist.  Um  zu  entscheiden,  ob  die  Gleichungen  a.i  =6 
und  ya  =  b  für  eine  specielle  Zahl  b  lösbar  sind,  bedarf  mau 
einer  Untersuchung  der  Unterdeterminanten  der  diesen  Glei- 
chungssystemen zu  entnehmenden  Matrix.  Ergibt  sich  das  Vor- 
handensein einer  Lösung,  so  kann  diese  natürlich  keine  be- 
stimmte sein:  a  ist  in  unserem  Falle  das,  was  man  einen  »Theiler 
der  Null«  genannt  hat.  Der  Inbegriff  aller  Zahlen  des  Systems, 
welche  der  Gleichung  ax  =  0  genügen,  und  ebenso  der  Inbe- 
griff aller  Zahlen,  welche  die  Gleichung  ya  =  0  befriedigen, 
bilden  mit  der  Zahl  Eins  des  Systems  zusammen  bereits  für  sieh 
je  ein  System  von  complexen  Zahlen. 

Nachdem  wir  nunmehr  das  Gebiet  abgegrenzt  haben,  in 
welchem  die  der  »Multiplicationu  entgegengesetzte  Operation  aus- 
führbar ist,  können  wir  mit  den  complexen  Zahlen  eines  vorge- 
legten Systems  alle  Rechnungsoperationen  vornehmen ,  welche 
sich  aus  der  Addition  einschliesslich  der  Subtraction) ,  Muh  i- 
plicalion  und  Division  in  die  Einheil  in  beliebiger  Wiederholung 
zusammensetzen.  Wir  haben  nur  bei  Ausführung  der  letztge- 
nannten Operation,  welche  durch  die  symbolische  Gleichung 
x '  =x~*  dargestellt  wird,  das  Gebiet  der  speciellen  Zahlen 
x  auszuschliessen. 

Die  einfachsten  mit  einem  System  complexer  Zahlen 
verknüpften  Transformationsgruppen. 

Gruppen  Ct,  Ct,  Gl>t,  0»\  wie  wir  sie  in  §  1  behandelt  haben, 
sind  mit  einem  jeden  System  von  complexen  Zahlen  verbunden, 
und  zwar  in  doppelter  Weise. 

Seien  (?,  b  .  .  .  x,  x  .  ...  Zahlen  eines  beliebig  vorgelegten 
Systems,  z.  B.  x  =  ar0  tf0  -f-  •  •  •  +  rn— i^n-r  Dann  können  wir 
zunächst  ./•„  ...  xn_K  als  VerhüUnissgrössen  auffassen,  und  als 
homogene  Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  Gebiete  nt(,T  Stufe 
oder  Räume  von  n  —  1  Dimensionen  H  deuten.  Betrachten  wir 
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o,  6,  . . .  als  Parameter,  x  als  unabhängige  und  x  als  a'bhängig 
veränderliche  Grösse,  so  wird  jede  der  Formeln 

a/  =  .Ta  ,    x'=ax  ,    x'  =  axb  ,    x'  =  a~x  xa  , 

so  lange  die  Parameter  a  und  b  allgemeine  Zahlen  des  Systems 
(§  3)  sind,  eine  eigentliche  Transformation  des  Raumes  R  dar- 
stellen. Lasst  man  die  Zahlen  a,  6  sich  andern,  so  erhalt  man 
einer  jeden  von  ihnen  entsprechend  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen ;  und  zwar  stehen  die  vier  erhaltenen  Gruppen  genau 
in  der  Beziehung  der  oben  untersuchten  Gruppen  G0  Gt,  G,jS,(N, 
und  mögen  daher  ebenso  bezeichnet  werden.  Zu  bemerken  ist 
nur,  dass  sie  in  homogenen  Veränderlichen  geschrieben  sind,  und 
dass  daher  die  oben  n  genannte  Zahl  jetzt  durch  n  —  \  ersetzt 
werden  muss.  Wir  wollen  gleichzeitig  auch  m  —  I  für  m 
schreiben ;  so  dass  nunmehr  m  —  1  die  Parameterzahl  der 
grössten,  G{  und  Gt  gemeinsamen  Untergruppe  bedeutet,  und 
die  Parameterzahlen  der  vier  genannten  Gruppen  bezüglich 
werden : 

n  —  4  ,    n  —  \  ,    2  n  —  m  —  \  ,    n  —  m  . 

Die  Gruppen  G,,  Gt ,  Gi  tt  (9 ,  mit  welchen  wir  es  hier  zu 
thun  haben,  sind  nun  Gruppen  von  besonderer  Art:  es  sind 
projeeiive  Gruppen;  die  Gruppe  ®  überdies  ist,  wie  wir  spater 
sehen  werden,  eine  sogenannte  lineare  homogene  Gruppe.  Wir 
können  auch  sogleich  eine  andere  wesentliche  Eigenschaft  der 
genannten  Gruppen  angeben :  Ein  Punkt  allgemeiner  Lage  bleibt 
bei  keiner  Transformation  von  ö|  oder  G4  stehen,  ausser  bei  der 
identischen  Transformation.  Es  kann  daher  ein  Punkt  u  von 
allgemeiner  Lage  immer  nur  durch  eine  Transformation  'von 
ft',  {(fj  in  einen  anderen  b  übergeführt  werden  —  nämlich 
durch  die  Transformation  x'~xa~Kb  (x'  —  ba~Kx)\  die 
Gruppe  ®  besteht  in  Folge  dessen  aus  dem  Inbegriff  ulier  Trans- 
formationen von  Gt  t,  welche  den  Punkt  x  =  \  in  Ruhe  lassen. 

3fan  kann  nun  natürlich  sofort  die  Sehaaren  von  bilincaren 
Formen  hinschreiben,  welche  nach  §  2  die  Gruppen  Gi ,  Gtl  Gt ($ 
zur  Darstellung  bringen.  Hinsichtlich  der  Gruppen  (*,  und  Gt 
ergibt  sich  hierbei  die  Bemerkung,  dass  die  zu  ihnen  gehörigen 
Schaaren  von  bilinearen  Formen  lineare  Schaaren  sind,d.  h. 
solche,  in  welchen  die  Coefficienten  der  allgemeinen  Form  als 
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lineare  Functionen  von  n  homogenen  Parametern  ausgedrückt 
werden  können. 

In  der  Thal,  sei  ei  ek  =^  yiks  e„  x  =Jg  x(eit  y  =J£V<  e„ 

so  wird 

■ 

t,  *.  i 

Schreibt  man  hier  us  an  Stelle  von  es,  so  entsteht  eine  Form  mit 
drei  Reihen  von  Veränderlichen : 

betrachtet  man  in  dieser  Form  ty0  .  .  .  als  Parameter,  so  er- 
hält man  eine  Schaar  von  bilinearen  Formen,  welche,  gleich 
Null  gesetzt,  sämmtliche  Transformationen  der  Gruppe  Gi  dar- 
stellen. 

Man  kann  nun  weiter  bemerken,  dass  die  Multiplikation  der 
Zahlen  unseres  Systems  genau  identisch  ist  mit  der  »Multiplication« 
der  zugehörigen  bilinearen  Formen. 

Setzt  man  der  Reihe  nach  y  =  e0,  et . . .  en_ und  bezeichnet 
die  den  Grundzahlen  e„  ekl     zugehörigen  bilinearenFormen  durch 

si  =^YXifi  rX  ufi  ,   sk  =J£yhx>  &  > 

M  Mi » 

so  haben  wir  in  Folge  der  bekanuten  aus  dem  associativen  Gesetz 
(eX  ei)  ex  =  eX  (ei  ex  fliessenden  Relationen 

thatsächlich  auch  für  die  Zusammensetzung  der  bilinearen  Formen 
S.  und  Sfc  die  Identität: 


a)  SiSk=^Yixf*Sf^  - 

Die  sogenannten  complexen  Zahlen  sind  hiernach  nichts  An- 
deres als  abkürzende  Bezeichnungen  für  bilineare  Formen,  welche 
gewisse  Gruppen  von  linearen  Transformationen  darstellen  ;  denn 
nichts  hindert  uns,  die  complexen  Zahlen  e.  geradezu  mit  den 
zugehörigen  Formen  <St  zu  idenlificiren,  da  ja  aus  jeder  Formel 
der  einen  Theorie  durch  blosse  Aenderung  der  Bezeichnung  eine 
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gleichlautende  Formel  der  anderen  Theorie  abgelesen  werden 
kann. 

Bisher  haben  wir  über  die  Wahl  der  Grundzahlen  e0 .. .  en_{ 
keinerlei  besondere  Voraussetzung  gemacht.  Nunmehr  wollen 
wir  annehmen,  es  sei  eine  von  ihnen,  etwa  eü1  die  Zahl  Eins  des 
Systems,  so  dass  S0  =  (UX)  =  2  m,-  sc,-  wird;  die  anderen  aber, 
...       ,  seien  so  gewählt,  dass  die  linearen  Invarianten 

H-l 


1  YUX  der  zugehörigen  bilinearen  Formen  verschwinden. 


Die  in  der  Multiplicationstafel  des  Systems  auftretenden 
Constanten  y iks  erhalten  dann  zum  Theil  einfache  Zahlenwerthe. 
Es  wird  nämlich  jetzt  offenbar 

Yoti  =  Yioi  =  1  »   Yoik  =  Yhh  =  0    ('  =t=  *)  ; 
und  ausserdem  hat  man  für  t,  k  m*  4  . . .  n  —  1  die  Relationen 


Es  ist  nämlich  die  lineare  Invariante  der  bilinearen  Form 
SiSk  gleich  derjenigen  von  S^S,- ,  für  die  erstere  aber  findet  man 
den  Werth  nyiko1  für  die  letztere  den  Werth  nyki0. 

Diese  Bemerkungen  sind  von  Nutzen,  weil  sie  zeigen,  wie 
man  aus  der  Multiplicationstafel  des  Systems  die  Werthe  der  für 
die  Zusammensetzung  der  Gruppe  G,  charakteristischen  Con- 
stanten ciks  auf  eine  sehr  einfache  Weise  ablesen  kann,  und  zwar 
auch  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Grundzahlen  e0  ...  en 
nicht  gerade  in  der  genannten  besonderen  Art  ausgewählt  siud. 

Zunächst  ergeben  sich  durch  Einsetzung  der  oben  ange- 

n  —  \ .  n  —  2 

schriebenen  Werthe  der  Constanten  yiks  —  Relationen 

der  besonderen  Form : 

(a.)  0<  ek  -  ek  e,  =  £  (Yiks  -  Ykis)«s    (t,  A%  s  =  I  •  •  •  n  —  1)  . 

Andrerseits  aber  hat  man,  da  die  Formen  S,  die  Symbole  der 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  GK  sind, 


N    ^i^k-SkSi  =  j;ciksSs   Mt*  — <  ...»-!)  ; 


Yiko  = 


Ykio  • 


vergleicht  man  beide  Formeln,  so  folgt 
(c-)  ciks  =  Yiks  —  Ykis  • 
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Führt  man  nun  an  Stelle  der  Grundzahlen  e9  ...  en_{  neue 
Grundzahlen  ein  durch  die  Substitutionen: 

so  erhält  man  an  Stelle  der  Relationen  ja.)  die  folgenden : 

(d.)  ?t-  ek  —  ek  t'i  =  2?  ciks  es  —  J£  ciks  ls  <>%  ; 

es  treten  also  an  Stelle  der  Gleichungen  (a.)  Congruenzen  mit  dem 
Modul  cü.  Die  Grundzahlen  ...  £n_4  können  aber  als  ganz  be- 
liebige Zahlen  des  Systems  betrachtet  werden,  die  nur  der  einen 
Bedingung  zu  genügen  haben,  dass  die  Zahl  Eins  des  Systems 
nicht  linear  aus  ihnen  abgeleitet  werden  kann. 

Setzen  wir  8  =^     S%  +  j-         Sn_A ,  so  wird  e5  =  0 

die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  GK  (vgl.  S.  186).  Diese 
Transformation  können  w  ir  nunmehr,  unter  Benutzung  der  Be- 
zeichnung 

f  =  £.     H  r-?„_,  en-< 

auch  so  schreiben : 

x '  =  x  pi  . 

Lassen  wir  die  Constanten  J,  ...  £M_t  sich  derart  andern,  dass 
ihre  Verhältnisse  die  nämlichen  bleiben,  so  erhalten  wir  sämmt- 
liehe  Transformationen  der  allgemeinen  eingliedrigen  Untergruppe 

von  Gv  Sind  unter  den  Potenzen  der  Zahl  §  k  linear  unabhängige, 

£°  =  eÄ,  ..  j,  so  wird  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  x  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  in  die  Punkte  einer  Gurve 
übergeführt,  welche  in  einem  ebenen  Gebiete  Stufe  enthalten 
ist.  Wir  haben  hier  also  eine  einfache  Deutung  der  (a.  a.  0.  zur 
Classification  der  Systeme  complexer  Zahlen  benutzten)  Zahl  Ir. 
Sic  ist  die  Stufenzahl  der  kleinsten  linearen  Mannigfaltigkeit, 
welche  eine  allgemeine  Bahncurve  einer  allgemein  genug  ge- 
wählten eingliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe  Gx  umschliesst. 

Eine  andere  Deutung  der  Zahl  A'  ergibt  sich  aus  der  Be- 
trachtung der  Transformation  .t'  =  x~l.  Diese  ist  jetzt  offen- 
bar eine  CREMONA'sche  Transformation  vom  Grade  k  —  1.  (Vgl. 
§  3,  S.  189.)  Sie  ist  also  insbesondere  eine  projective  Trans- 
formation, so  oft  k  den  Werth  2  hat. 

Ist  die  Zahl  x  eine  allgemeine  (vgl.  §  3),  so  ist  der  Punkt 
X  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  in  Bezug  auf  die  Transformationen 
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von  G{  und  Giy  und  ausserdem  ein  Punkt,  in  welchem  die  Trans- 
formation x'  =  x~l  ein  reguläres  Verhalten  zeigt;  ein  solcher 
Punkt  entspricht  zugleich  einer  eigentlichen  (nicht  ausgearteten) 
Transformation  der  Gruppen  ff',  und  Gt.  Ist  dagegen  die  Zahl 
x  eine  specielle,  so  artet  die  zugeordnete  Transformation  der 
Gruppen  Gi  und  Gt  aus ;  der  Punkt  x  ist  ferner  eine  singulare 
Stelle  der  Transformation  X*  =  x ~ ' ,  und  er  wird  sowohl  von 
den  Transformationen  der  Gruppe  GK  als  auch  von  denen  der 
Gruppe  Gt  nach  weniger  als  n  —  1  unabhängigen  Richtungen 
fortgeführt.  Man  erhält  den  Inbegriff  aller  dieser  Punkte  spe- 
cialer Lage,  wenn  man  eine  der  in  §  3  näher  bezeichneten  De- 
terminanten gleich  Null  setzt.  Der  hierin  liegende  Satz,  dass 
die  (n  —  2)-fach  ausgedehnte  gegenüber  den  Transformationen 
der  Gruppe  G{  invariante  Punktmannigfaltigkeit  identisch  ist 
mit  der  entsprechenden  zu  der  Gruppe  G%  gehörigen  Mannig- 
faltigkeit, ist  übrigens  nur  ein  besonderer  Fall  eines  Satzes,  der 
sich  auf  beliebige  reeiproke  Gruppen  erstreckt;  man  findet  ohne 
Mühe,  dass  der  Inbegriff  aller  Punkte,  welche  bei  den  Trans- 
formationen einer  einfach-transitiven  Gruppe  oder  irgend  einer 
ihrer  Untergruppen  in  Ruhe  bleiben,  eine  gegenüber  den  Trans- 
formationen der  reeiproken  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit 
bildet. 

§!i. 

Eine  Eigenschaft  der  projectiven  reeiproken  Grnppen. 

Von  dem  bis  jetzt  Gesagten  soll  zunächst  eine  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  Gruppe  ®  gemacht  werden,  welche  zur  Er- 
kenntniss  eines  Satzes  führt,  der  auch  ausserhalb  der  Theorie 
der  complexen  Zahlen  ein  gewisses  Interesse  besitzt. 

Wir  gelangten  vorhin  zu  der  Gruppe  indem  wir  die  end- 
lichen Transformationen  y  =  yx  der  Gruppe  GK  auf  die  Punkte 
x  des  Raumes  /?  (eindeutig-umkehrbar)  bezogen ,  und  nun  die 
Vertauschung  dieser  Transformationen  durch  die  Transfor- 
mationen von  GK  selbst  wiederum  als  eine  Transformation  von  H 
deuteten.  Wir  haben  auch  hervorgehoben,  dass  die  so  erhal- 
tene Gruppe  Ob :  x  =  xa  selbstverständlich  mit  der  adjun- 
girten  Gruppe  von  G,  ähnlich  ist. 

Wir  können  aber  die  Transformationen  von  G{  noch  in 
einer  zweiten  bemerkenswerthen  Weise  auf  Punkte  des  Raumes 
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R  abbilden.  Setzen  wir  nämlich  x  =  e$ ,  und  stellen  wir  nun- 
mehr die  Transformationen  von  Gi  unter  der  Form  y'  =  y^ 
dar,  so  können  wir  der  so  geschriebenen  Transformation  von  <?, 

auch  den  Punkt  f  =  e0  +  ?  von  R  zuordnen.  Es  entspricht  auch 
dann  noch  einem  jeden  Punkte  f  des  Raumes  R  eine  bestimmte 
Transformation  von  GK ;  umgekehrt  aber  werden  jetzt  einer  ge- 
gebenen Transformation  von  Gk  eine  endliche  oder  unendliche 
Zahl  discreter  Punkte  des  Raumes  R  zugeordnet. 

Die  Gruppe,  durch  welche  die  Punkte  des  Raumes  R  nun- 
mehr vermöge  der  Transformationen  von  GK  vertauscht  werden, 
ist  bei  Auffassung  von  Jt  ...  £n_4  als  Cartesischen  Coordinaten 
augenscheinlich  die  adjungirte  Gruppe  von  Gv 

Wir  können  ihre  endlichen  Gleichungen  sofort  hinschreiben: 
sie  werden  dargestellt  durch  die  Formel 

d.  h.  wir  erhalten  wieder  die  Gruppe  ®. 

Wir  werden  nun  alsbald  sehen,  dass  die  hier  belrachleleu 
Gruppen  G%  und  Gt  überhaupt  das  allgemeinste  Paar  von  reci- 
proken  projectiven  Gruppen  vorstellen.  Wir  wollen  dies  vor- 
laufig als  bewiesen  annehmen,  um  die  Entwickelung  nicht  unter- 
brechen zu  müssen;  und  können  dann,  mit  Zuziehung  einer  auf 
S.  191  gemachten  Bemerkung,  den  Satz  aussprechen: 

Sind  zwei  reciproke  Gruppen  Gt  und  Gt  beide  projectiv,  so 
ist  diejenige  Untergruppe  (&  der  von  Gt  und  Gt  erzeugten  Gruppe 
Gi  t,  welche  durch  Festhaltung  eines  Punktes  allgemeiner  Lage  be- 
stimmt wird,  continuirlich,  und  mit  der  adjungirlen  Gruppe  von 
Gt  und  Gt  durch  eine  projeclive  Transformation  ähnlich. 

Zu  einer  neuen  Auffassung  und  zugleich  zu  einer  bemer- 
kenswerthen  Erweiterung  dieses  Satzes  gelangen  wir,  wenn  wir 
den  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  benutzten  Abbil- 
dungen selbst  wieder  als  eine  Transformation  des  Raumes  /{ 
deuten.  Entspricht  einer  Transformation  von  der  Determinante 
Eins  der  Gruppe  Gt: 

y'  =  yx  =  y<£  =yeS-t'o 
in  der  ersten  Abbildung  der  Punkt  x%  in  der  zweiten  der  Punkt 

§,  so  hängen  die  complexen  Zahlen  x  und  £  =  e 0  -f-  |  durch 
die  Gleichung  zusammen: 


Digitized  by  Google 


Gomplexe  Zahlen  ind  Transformationsgrippen.  197 


x  aas  e£  9o  , 

an  deren  Stelle  wir,  da  es  hier  auf  einen  allen  Coordinalen  des 
Punktes  r  gemeinsamen  Proportional  itatsfactor  nicht  ankommt, 
auch  die  folgende  setzen  können : 

()  x  =  e%  . 

Diese  Formel  bedeutet  eine  im  Allgemeinen  nicht  projective 
Transformation  des  Raumes  fl,  die  einem  jeden  Punkte  S  einen 
einzigen  Punkt  x,  einem  Punkte  .r  allgemeiner  Lage  aber  noch 
eine  endliche  oder  unendliche  Zahl  discreter  Punkte  S  zuordnet. 
Man  sieht  sogleich,  dass  dieselbe  mit  allen  Transformationen  der 
Gruppe  (tt  vertauschbar  ist.  Ftthrt  man  daher  durch  diese  Trans- 
formation in  die  Gleichungen  der  Gruppe  ®  an  Stelle  der  Ver- 

ünderlichen  -  1  •  •  •  die  neuen  Veränderlichen  >4  ...  sn_, 

ein,  so  wird  nicht  allein  der  Inbegriff  der  Transformationen  von 
sondern  jede  einzelne  Transformation  dieser  Gruppe  in  sich 
selbst  tibergeführt.  Durch  die  nämliche  Transformation  x  =  e$ 
gehen  aber  aus  den  Gruppen  G,  und  (;tzwei  im  Allgemeinen  nicht- 
projective  Gruppen  r/,  und  g%  hervor,  welche  ebenfalls  eine  ein- 
fache Bedeutung  haben.  Fasst  man  ...  wie  oben,  als 
Garlesische  Coordinalen  auf,  so  ist  die  Gruppe  gK  offenbar  keine 
andere,  als  diejenige  Parametergruppe  der  Gruppe  Gv  welche 
zu  der  canonischen  Darstellung 

oder  der  äquivalenten  Darstellung 

x  =  xe% 

gehört. 

Man  erhalt  daher,  unter  Gebrauch  einer  bereits  gelegent- 
lich (S.  184  eingeführten  Bezeichnung  den  folgenden  Satz: 

Sind  zwei  reciproke  Gruppen  Gt  und  Gt  beide  projectic,  so 
kann  man  nach  geeigneter  Wahl  der  projectiven  Coordinalen  eine 
im  Allgemeinen  nicht-projective  Transformation  angeben,  welche 
die  Gruppe  Gt  in  ihre  canonische  Parametergruppe  gt ,  G 4  natür- 
lich in  deren  reciproke  Gruppe  gt  überführt,  und  zugleich  jede 
einzelne  Transformation  der  Gruppe  ®  stehen  lässt.   Die  Gruppe 

a*ht  -phj*.  cu»<«.  insu.  1 4 
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($  wird  bei  dieser  Wahl  der  Coordinaten  die  Adjungirte  der  Grup- 
pen G4,  G%. 

Wünscht  man  die  canonische  Parametergruppe  auch  in  der 
canonischen  Form  zu  erhalten,  so  muss  man  natürlich  in  die 
Gleichungen  der  Gruppe  GK  durch  die  nämliche  Transformation 
auch  neue  Parameter  einführen. 

Man  überzeugt  sich  unschwer,  dass  die  Transformation 
x  =  in  jedem  Falle,  wo  sie  überhaupt  projectiv  ist,  sich  auf 
die  identische  Transformation  reduciren  muss.    Die  Reihe 

bricht  dann  immer  mit  dem  zweiten  Gliede  ab.  Dies  tritt  zum 
Beispiel  ein,  wenn  die  Gruppe  G,  aus  der  Gruppe  aller  Trans- 
lationen des  Raumes  l\  besteht. 

Um  die  Ueberführung  der  Gruppe  Gx  in  ihre  canonische 
Parametergruppe  auch  im  allgemeinen  Falle  zu  leisten,  hat  man 

die  Gleichung  r  =  in  welcher  ./  das  Parametersystem  einer 
Transformation  von  der  Determinante  Eins  der  Gruppe  G%  be- 
deutet, nach  |  aufzulösen.  Dies  lässt  sich  durch  ein  allgemein 
zu  kennzeichnendes  Verfahren  bewerkstelligen.  Wir  gehen  in- 
dessen auf  die  Behandlung  dieser  Aufgabe  nicht  ein,  da  wir  uns 
alsdann  zu  weit  von  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer 
Untersuchung  entfernen  müssten.  Es  mag  genügen,  den  auf- 
gestellten Satz  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern. 

Wir  wühlen  ein  System  mit  vier  Grundzahlen  f0,  e,,  ef, 
dessen   Multiplicationsregeln  durch  die  Formeln  dargestellt 
werden : 

'\  ''3  =  es  px  —  h  <\  —  ('3  p,  —  e]  =  Q  . 

Dasselbe  ist  in  der  oben  genannten  Abhandlung  (Göll. 
Nachr.  S.  i'W)  aufgestellt  und  als  das  S\ stein  IX  bezeichnet 
worden.  Setzen  wir: 

so  folgt : 

«*  =  <•„  +  i, +  |,r,  +  \£,  +  r,  . 
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Die  Transformation,  durch  welche  wir  in  die  Gleichungen  der 
Gruppen  ßtJ  G%}  ®  neue  Veränderliche  einzufahren  haben,  lautet 
also,  wenn  wir  x0  von  vorn  herein  gleich  Eins  nehmen : 

(1 .)  x,  =  S, ,  *,  =  ?, ,  ,r3  =  &  +  ä±£S  . 

Die  Gleichungen  der  Gruppen  (#t  und  @)  schreiben  wir  am 
zweck  massigsten  nicht  allein  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen, 
sondern  auch  in  Bezug  auf  die  Parameter  in  nicht  homogener 
Form : 

|  x[  =  ;r,  -f-  a{  ,  x'%=x%  +  ut  , 

la?,'  =  »a  4-  «3  4-  (»i  +  »,)     —  («4  —  cot)  a?,  , 

ß  j  |     53  -ri  i  •'*» 50  J«  i 

l<r,'  =  ar,  +  8(/vr,  —  • 
Führt  man  nun  in  die  letzteren  Gleichungen  vermöge  der  Trans- 
formation [I.)  neue  Veränderliche  ein,  so  bleiben  sie  völlig  un- 
geändert,  wie  es  der  Satz  verlangt.  Aus  dem  Gleichungssystem 
(2.)  dagegen  erhalten  wir  ein  neues  Gleichlingssystem.  Führen 
wir  gleichzeitig  neue  Parameter  ein  vermöge  der  Substitutionen  : 

a;  +  c  ((t 

(1  b.)  at  =  «,  ,  r/4  =  «4  ,  «,  =  a3  +  ^    ^     *  , 

so  nehmen  die  aus  (1.)  hervorgehenden  Gleichungen  die  einfache 
Form  an : 

(4.)  + 

'  ü  =  ^3  +  «3  +  «i        —  «.  ' 

Dieses  also  ist  die  canonische  Parametergruppe  der  Gruppe 
(2.),  und  zwar,  bei  der  von  uns  getroffenen  Wahl  der  Parameter, 
die  canonische  Parametergruppe  in  der  canonischen  Form.  In 
der  That  kann  man  sich  sofort  durch  Ausrechnung  überzeugen, 
dass  die  Gruppe  (i.)  ihre  eigene  canonische-  Parametergruppe 
ist.  Auch  können  wir  nun  an  dem  Beispiele  der  Gruppe  [i.) 
einen  in  §  1  bewiesenen  Satz  bestätigen:  wir  finden  sogleich, 
dass  die  Gruppe  (4.)  zu  ihrer  reciproken  vermöge  der  Trans- 
formation 

ähnlich  ist. 
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Aus  den  Gleichungen  (4.)  ist  die  willkürliche  Constante  c, 
welche  in  den  Gleichungen  2.)  noch  vorkommt,  völlig  heraus- 
gefallen. Wir  können  daher  nunmehr  die  Gruppe  (2.)  mit  den 
Constanten  c  sofort  auch  in  eine  Gruppe  überführen,  deren 
Transformationen  die  nämliche  Form  haben,  wie  [8.),  aber  statt 
der  Constanten  c  eine  neue  Constante  d  enthalten : 

Dies  leistet  die  quadratische  Transformation 

J>4  =  //,  t  xi  =  y**  j'3  =  !h  + c  2  d  u\  » 

sofern  wir  zugleich  auch  durch  eine  entsprechende  Transfor- 
mation neue  Parameter  einführen. 

Dieses  letztere  Ergebniss  hatten  wir  übrigens  auch  voraus- 
sehen können.  Denn  die  Grössen  ciks,  welche  die  Zusammen- 
setzung der  Gruppe  (2.)  bestimmen,  sind  von  dem  Parameter  c 
frei;  es  sind  daher  alle  diese  Gruppen  zu  einander  ahnlich,  und 
es  kann  der  Parameter  c  auch  in  den  Gleichungen  der  canonischen 
Parametergruppe  nicht  auftreten. 

Die  Gleichungen  sind  nichts  anderes,  als  die  Gleichungen 
derjenigen  Gruppe  Gt1  welche  dem  Zahlensystem 

angehört.  Dieses  Zahlensystem  ist  identisch  mit  dem  a.  a.  0.  auf 
S.  261  angegebenen  und  mit  XIV  bezeichneten  System.  —  Den 
Entwiekelungen  des  nächsten  Paragraphen  wird  man  ohne  Sehwie  - 
rigkeit  den  Satz  entnehmen,  dass  die  Gruppe  4.)  und  die  Gruppe 
aller  Translationen  des  Raumes  die  einzigen  dreigliedrigen  pro- 
jectiven  Gruppen  sind,  welche  mit  ihrer  canonischen  Parameler- 
gruppe  zusammenfallen. 

§6. 

Umkehrbarkeit  der  Beziehung  zwischen  den  Systemen 
complexer  Zahlen  und  den  reziproken  projectiven  Gruppen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  je  zwei  reciproke  projectivc 
Gruppen  unter  Auszeichnung  eines  Punktes  allgemeiner  Lage  in 
die  uns  bekannte  Beziehung  zu  einem  S\  stein  von  eomplexen 
Zahlen  gesetzt  werden  können. 

Hierzu  dient  der  folgende,  leicht  zu  beweisende  Satz: 
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Der  Inbegriff  aller  infinitesimalen  projectiven  Transforma- 
tionen, welche  mit  den  infinitesimalen  Transformalionen  einer  vor" 
gelegten  projectiven  Gruppe  veilauschbar  sind,  erzeugt  eine  pro- 
jeclive  Gruppe  von  der  besonderen  Eigenschaft,  dass  ihr  e  endlichen 
Transformationen  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
Trans formationscoefficienten  bestimmt  werden  können. 

In  der  That,  seien  S'  die  Symbole  der  vorgelebten.  S  die 
Symbole  der  zu  suchenden  infinitesimalen  Transformationen,  so  ist 
die  Bedingung  der  Vertauschbarkeit:  (S»S')  =  0,  also  linear  in 
den  Coefficienten  von  S.  Seien  S,  ...  Sr  die  r  unabhängigen 
Normalformen,  welche  dieser  Bedingung  genügen;  so  werden 
die  sümmtlichen  Formen 

nicht  allein  mit  den  Formen  S',  sondern  auch  mit  allen  Potenzen 
und  Producten  dieser  letzteren  vertauschbar;  also  sicher  auch 
die  Transformationen  der  Schaar 

VS°  +  *AH  Mr.s,.  =  o 

mit  allen  Transformationen  der  von  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen 8'  erzeugten  Gruppe.  Die  genannte  lineare  Schaar 
enthält  aber  die  infinitesimalen  Transfortnationen  »S4 .  . .  S'r,  und 
ist  folglich  die  von  ihnen  erzeugte  Gruppe. 

Ist  daher  im  Gebiete  ntt,T  Stufe  die  reeiproke  Gruppe  f»4'  einer 
einfach-transitiven  projectiven  Gruppe  G[  ebenfalls  projectiv,  so 
folgt  sofort,  dass  die  allgemeine  endliche  Transformation  \on  G[ 
(und  ebenso  von  G't)  in  der  Form 

+ VS\H  M„_,  o 

geschrieben  werden  kann. 

Nun  können  wir  ein  System  von  complexen  Zahlen  angeben, 
welches  zu  der  Gruppe  (»,',  wenn  auch  noch  nicht  unmittelbar 
in  der  gesuchten,  so  doch  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung 
steht:  die  bilinearen  Formen  S°,  Sn__ {.  Zu  ihnen,  die  wir 

als  Grundzahlen  durch  e0  ...  en_{  bezeichnen,  gehört  eine  ge- 
wisse Gruppe  Gti  die  Purametergruppe  von  G[.  Um  den  zu  be- 
weisenden Satz  darzuthun,  haben  wir  also  nur  noch  zu  zeigen, 
dass  diese  Gruppe  GK  mit  der  gegebenen  G[  nicht  allein  ähnlich 
—  das  ist  selbstverständlich  —  sondern  insbesondere  durch 
eine  projective  Transformation  ähnlich  ist.    Das  ergibt  sich  aber 
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unmittelbar,  wenn  wir  als  Coordinaten  eines  Punktes  des  Ge- 
bietes nUr  Stufe  die  Parameter  derjenigen  Transformation  von  G[ 
einführen,  welche  einen  beliebig,  aber  fest  angenommenen  Punkt 
allgemeiner  Lage  E  in  jenen  Punkt  überführt:  die  neuen  Coor- 
dinaten hängen  dann  mit  den  alten  natürlich  durch  lineare 
Gleichungen  zusammen. 

Hiermit  ist  der  behauptete  Satz  erwiesen.  Wir  können  aber 
noch  weiter  gehen. 

Führt  man  in  die  Gleichungen  der  Gruppe  G[  überhaupt 
durch  irgend  eine  lineare  Transformation  von  der  Determinante 
Eins  neue  Veränderliche  ein,  so  bleiben  die  Beziehungen  der 
Gruppe  zu  den  (natürlich  gleichzeitig  transformirlen)  bilinearen 
Formen  $*,  S,  ...  .Sn_t  völlig  ungestört.  Daraus  folgt,  dass  allen 
projectiven  Gruppen,  welche  innerhalb  der  allgemeinen  projek- 
tiven Gruppe  mit  G[  gleichberechtigt  sind,  ein  und  dasselbe 
Zahlensystem  eü  ...  en_{  zugeordnet  werden  kann.  Aber  auch 
der  zu  reciproken  Gruppe  G^  und  den  mit  ihr  gleichberech- 
tigten Gruppen  entspricht  ein  von  e0  ...  nicht  wesentlich 
verschiedenes  Zahlensystem:  dasjenige  nämlich,  welches  man 
aus  dem  gegebenen  durch  Vertauschung  aller  Constanten  yiks 
mit  den  entsprechenden  Constanten  ykiit  erhält,  und  welches 
wir  als  das  »reciproke«  System  des  Systems  e{)  ...  en_K  bezeichnet 
haben.  Da  umgekehrt  bei  Vertauschung  der  yiks  und  ykis  die  zu 
dem  System  gehörigen  Gruppen  G{  und  Gt  nur  ihre  Rolle 
wechseln,  da  ferner  die  Einführung  neuer  Grundzahlen  an  Stelle 
von  en  ...  e„_x  nur  die  Einführung  von  neuen  Veränderlichen 
und  Parametern  durch  lineare  Transformation)  in  die  Gruppen 
Gt  und  Gt  zur  Folge  hat,  so  können  wir  nunmehr  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Jedem  System  von  eomple.ren  Zahlen  mit  n  Haupteinheiten 
sind  in  bestimmter  Weise  zwei  reciproke  projective  Gruppen  eines 
Gebietes  nter  Stufe  (Raumes  von  n  —  \  Dimensionen)  zugeordnet, 
und  umgekehrt.  Und  zwar  entsprechen  je  zwei  Zahlensystemen 
desselben  Typus  Gruppenpaare,  welche  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sind,  je  zwei  Zahlensystemen 
verschiedener  Typen  aber  auch  verschiedene  Typen  von  Paaren 
reciproker  projectiver  Gruppen. 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  die  beiden  reciproken 
Gruppen  zusammenfallen,  so  ergibt  sich: 
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Jedem  System  von  complexen  Zahlen  mit  n  Haupteinheiten, 
in  tvelchem  das  commutative  (lesetz  der  Multiplicaiion  gilt,  ist  eine 
transitive  Gruppe  von  vertauschbaren  linearen  Transformationen 
eines  Gebietes  nUr  Stufe  zugeordnet,  und  umgekehrt.  Und  zwar 
entspricht  einem  jeden  Typus  von  Zahlensystemen  ein  bestimmter 
Typus  von  Gruppen  der  genannten  Art. 

Diese  Sätze  haben  nicht  nur  ein  theoretisches  Interesse, 
sondern  sie  sind  auch  von  praktischem  Nutzen;  sie  zeigen,  dass 
man  die  verschiedenen  Typen  von  Paaren  reciproker  projectiver 
Gruppen  auf  eine  einfachere  und  unmittelbarere  Weise  finden 
kann,  als  es  durch  Anwendung  der  allgemeinen  Methoden  der 
Theorie  der  Transformationsgruppen  möglich  wäre.  Dass  die 
nachgewiesene  Wechselbeziehung  sich  auch  auf  die  Realitüts- 
verhältnisse  erstreckt,  dass  also  immer  zwei  verschiedenen  Ge- 
stalten von  Zahlensystemen  desselben  Typus  auch  zwei 
Gruppenpaare  desselben  Typus  entsprechen,  die  innerhalb  der 
Gruppe  «iller  reellen  linearen  Transformationen  noch  verschieden 
sind,  und  umgekehrt,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  her- 
vorgehoben zu  werden. 

§7. 
Beispiele. 

Ein  einfaches  Beispiel  für  den  nachgewiesenen  Zusammen- 
hang der  Systeme  complex er  Zahlen  mit  gewissen  continuirlichen 
Gruppen  von  Transformationen  habe  ich  bereits  früher  betrachtet, 
gelegentlich  einer  Besprechung  der  Untersuchung  des  Herrn 
Weierstrass  über  Systeme  von  complexen  Zahlen  (a.  a.  O. 
S.  263  u.  ff.).  Ein  anderes,  eben  so  einfaches  Beispiel  bietet 
die  Gruppe  aller  Translationen  der  (n  —  4)-faeh  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  dar,  welcher  das  Zahlensystem  e0  =  \7  eiei{.  =  0 
(i, ftsss  |  ...  n  —  1)  zugehört.  Es  ist  aber  vielleicht  nicht  über- 
flüssig, auch  die  allgemeinere  Betrachtung  des  §  6  durch  ein  im 
Einzelnen  durchgeführtes  Beispiel  zu  erläutern. 

Die  Gesammtheit  aller  perspectiven  Transformationen  der 
Ebene,  welche  eine  gemeinsame  Perspectivitätsaxe  besitzen, 
und  ausserdem  ihr  Centrum  auf  einer  zweiten  festen  Geraden 
haben,  bildet  offenbar  eine  zweigliedrige,  transitive  Gruppe. 
Man  überzeugt  sich  durch  eine  ganz  einfache  geometrische  Be- 
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trachtung.  dnss  ihre  reciproke  Gruppe  wieder  von  linearen  Trans- 
formationen gebildet  wird;  nämlich  von  denjenigen  perspectiven 
Transformationen,  deren  Perspectivitatsaxedie  zweite  Gerade  ist, 
und  deren  Centrum  auf  der  ersten  Geraden  liegt.  Hier  haben 
wir  also  zwei  Gruppen  G,',  G,',  welche  die  verlangte  Eigenschaft 
besitzen. 

Wählen  wir  die  Gerade  .Tf  =  0  als  Perspectivitütsaxe,  die 
Gerade  r.t  =  0  als  Ort  der  Perspectivitiitscentren  der  Gruppe  G[y 
so  können  wir  die  endlichen  Transformationen  derselben  durch 
folgende  Gleichungen  darstellen: 

,r\  —  ^0  Ti        ^1  Ti  ' 

(i.)    '  s«;  =  (K  +  *j  .rt , 

.i'3  =  AD.rj . 

Der  Punkt  ./ ,  :  <rf  :  r3  =  A<  :  kt :  0  ist  dann  das  Centrum  dieser 
Transformation.  Nennen  wir  (£},  (/i),  (v)  die  Parametersysteme 
von  drei  Transformationen  N,  T,  ST  von  G[,  so  erhalten  wir 
die  Gleichungen  der  zugehörigen  Parametergruppe  in  der  Form: 

s==  /'ü  ^0 

=  +      *o  + 

Um  nun  das  zu  der  Gruppe  G[  gehörige  System  von  com- 
plexen  Zahlen  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  Transformationen 
[\.\  zunächst  durch  bilineare  Formen  dar,  d.  h.  wir  multipliciren 
die  Ausdrücke  von  x[,  .rt',  .r3'  beziehungsweise  mit  ?/,,  i/4,  m3  und 
setzen  die  Summe  der  Producte  gleich  Null.  Wir  erhalten  dann 
die  allgemeine  Transformation  von  G[  in  der  Form 

worin 

/  S,  =  S°  =  xK  uK  -f  rt  U|  -f  »/.,  , 
l       St^wtut ,       St  =  a?tt#t  . 

Die  bilinearen  Formen  S0 ,  Sl ,  St  bilden  ein  System  von 
coraplexen  Zahlen,  dessen  Multiplicationsregeln,  bei  Einführung 
der  neuen  Bezeichnungen  e0,eiyet  durch  die  Fonneln  dargestellt 
werden : 

(4.)    e0—\,    ,.^  —  0,    v',  — Oi    e*  =  et. 
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Setzt  man 

und  definirt  analog  /<  und  »>,  so  kann  man  mit  Hülfe  dieses 
Zahlensystems  die  Formeln  (2.)  in  eine  einzige  zusammenfassen 

5.)  Xfi  =  v  ; 

die  Formeln  (5.)  stellen  also,  wenn  man  X  als  unabhängig,  v  als 
abhängig  veränderlich,  und  fi  als  Parameter  auffasst,  die  zu  dem 
System  (4.)  gehörige  Gruppe  G%  dar. 

Um  G[  in  G{  überzuftlhren,  wählen  wir  einen  weder  auf 
der  Geraden  .r,  =  0  noch  auf  der  Geraden  x3  =  0  gelegenen 
Punkt  E  willkürlich  aus,  etwa  den  Punkt  1:1:1.  Bezeichnen 
wir  dann  mit  yQ:yt:  y%  die  Parameter  derjenigen  Transformation 
S=  0,  welche  den  Punkt  E  in  den  Punkt  z\  :  rf  :  r3  überführt, 
so  hangen  y0,  ylJyi  und  X%i  x„  or,  durch  eine  auflösbare  lineare 
Substitution  zusammen,  die  als  Transformation  von  der  Deter- 
minante Eins  so  geschrieben  werden  kann  : 

(6.)         .Tt  =  y0  +  yx  ,    x%  =  y„  -f  //,  ,    ^  ^  ^  • 
Gleichzeitig  wird 

(7.)  U|  =  r,  ,    m4  =  t»,  ,    ?/,  =  r„  -  l?4  -  r4  , 

wenn  t>0,  r,,  vt  die  zu  dem  System  y0,  yt1  yt  gehörigen  Linien- 
coordinaten  bedeuten. 

Durch  die  Substitution  (6.)  gehen  dieGleichungen  der  Gruppe 
(4.)  Über  in  diese: 

(8.)  y[=--hiii  +  Vv«,+  » 

deren  Vergleichung  mit  den  Formeln  (2.)  zeigt,  dass  wir  that- 
sächlich  die  Gruppe  Gt  erhalten. 

Vermöge  der  Substitutionen  (6.  und  (7.)  gehen  ferner  die 
Formen  S0,  S|}  St  über  in 

(9.)  S0  =  «/0r0+y1t>1  +  ;/trt,  8t~*fa+vjv%1  ^Hfc+ftK- 

Die  Beziehung  dieser  Ausdrücke  zu  den  Formeln  (8.)  ist  augen- 
scheinlich dieselbe,  wie  die  Beziehung  der  Ausdrücke  (3.)  zu 
den  Formeln  [\.\  d.  h.  es  sind  .Stt,  St ,  .S4  die  Coefficienten  von 
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A0,  lt,  in  dem  Ausdrucke  i\yü'  -f-  vtyt'  -f-  i\yt':  es  sind  aber 
jetzt  die  Formeln  (8.)  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Gruppe  G{. 
welche  zu  dem  durch  die  bilincaren  Formen  (9.  bestimmten 
Zahlensystem  (4.)  gehört. 

Das  Zahlensystem,  zu  dem  wir  hier  gelangt  sind,  gehört 
dem  vierten  der  Typen  an,  welche  a.  a.  0.  S.  25 \  für  den  Fall 
der  Annahme  von  drei  Grundzahlen  aufgestellt  worden  sind.  Es 
geht  in  die  canonische  Form  IV  über  durch  die  Substitutionen : 

u  —7,       e  —e       e  —  C(>  ~*~  ?t  • 

Hierdurch  werden  in  die  Gleichungen  8.)  der  Gruppe  y  =yk 
neue  Veränderliche,  und  zugleich  neue  Parameter  eingeführt; 
neue  Veränderliche  durch  die  Substitutionen 

=  y%  +  fy,  i  *i  =  fy, ,     =  .y«  , 

und  neue  Parameter  durch  die  nämliche»  Substitutionen: 

«„  =  K  +  i*i .   "i  =  i*, »   ot  =  • 
Die  Gleichungen  (8.)  gehen  hierdurch  über  in  diese: 

i  =  («.  —  «,)  a-i  +  «,     +  -r«)  i 

die  man  unter  Gebrauch  der  neuen  Grundzahlen  einfacher  so 
schreiben  kann:  x'  =  xa. 

Das  Perspectivitätscentrum  der  Transformation  (40.)  hat 
jetzt  die  Coordinaten  «4  :a,  :at)  die  Axe  die  Gleichung  xa-f-x.  =  0. 

Die  allgemeine  Transformation  der  reciproken  Gruppe  (!t 
erhült  die  Gleichung  x  =  oa',  oder  ausgeschrieben: 

^«  =  K  +  ai)  x%  +  «,  ixt  —  Ti)  : 

das  zugehörige  Perspectivitätscentrum  hat  die  Coordinaten: 
—  äj :  o4 :  a,,  die  Axe  die  Gleichung  .r0  —  x{  —  0.  Die  Trans- 
formation x  —  x~ oder  ausgeschrieben,  nach  Weglassung  des 
den  rechten  Seiten  gemeinsamen  Nenners  (.r0  —  .rj  (x9  +  xt) : 

(i  2.)         .r(;  s=r  ./-0 ,  .r;  =  —  .f, ,  .r4'  =  _  .Tl 
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wird  im  vorliegenden  Falle  (vgl.  S.  194)  ebenfalls  eine  lineare 
Transformation;  es  ist  diejenige  involutorisch-perspective  Trans- 
formation ,  deren  Centrum  der  Punkt  E{\  :  0  :  0)  ist,  und  deren 
Axe  sr0  =  0  durch  die  zu  G%  und  Gt  gehörigen  Perspectiv  itiits- 
axen  x0  -\-  :r,  =  0  und  x0  —  x{  =  Q  vom  Punkte  E  harmonisch 
getrennt  wird.  Auch  die  Gruppe  ©  besteht  aus  lauter  perspec- 
tiven Transformationen: 


deren  gemeinsames  Centrum  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
4-  &t  =  0  und  x0  —  ri  =  0  ist,  und  deren  Axen  a,  ,rt  —  atx{  —  0 
sämmtlich  den  Punkt  E  enthalten;  ©  ist  also  in  unserem  beson- 
deren Falle  zu  Gy  und  Gt  vermöge  einer  dualistischen  Trans- 
formation ahnlich.  Die  Gruppe  Glt  endlich  ist  die  Gruppe  aller 
derjenigen  linearen  Transformationen,  welche  jede  der  beiden 
Geraden  xQ  -f-  xi  =  0,  x0  —  xt  =  0  in  Ruhe  lassen. 

Wir  haben  hier  das  einfachste  Beispiel  eines  Paares  von 
reciproken  Gruppen  behandelt,  welches  auf  ein  System  von 
complexen  Zahlen  führt,  deren  Multiplication  nicht  commutativ 
ist.  Wir  haben  damit  zugleich  das  einzige  Paar  von  nicht  zu- 
sammenfallenden reciproken  projectiven  Gruppen  untersucht, 
welches  in  der  Ebene  vorhanden  ist.  In  mehrfach  ausgedehn- 
ten Gebieten  gibt  es  eine  grössere  Mannigfaltigkeit  solcher 
Gruppen.  Unter  ihnen  befindet  sich  ein  Gruppenpaar,  welches 
als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  des  hier  behandelten 
angesehen  werden  kann.  So  bilden  z.  B.  im  dreifach  ausge- 
dehnten Räume  die  Gesammtheit  aller  perspectiven  Transfor- 
mationen, welche  eine  gemeinsame  Perspectivitütsebene— K  haben, 
und  deren  Centren  auf  einer  zweiten  festen  Ebene  — 4  liegen, 
eine  einfach-transitive  Gruppe  Gx.  Die  reciproke  Gruppe  Gt  wird 
von  allen  perspectiven  Transformationen  gebildet,  deren  Ebene 
die  Ebene  2ft  ist,  und  deren  Centren  auf  — t  liegen.  Beide 
Gruppen  zusammen  erzeugen  eine  sechsgliedrige  Gruppe  G{  v 
diejenige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  aller  5,  und  i't 
in  Ruhe  lassenden  linearen  Transformationen,  bei  der  alle 
Punkte  der  Schnittlinie  von  — .  und  — 4  einzeln  fest  bleiben.  Die 
Gruppe  ©  besteht*  aus  allen  geschaart-porspecthen  Transfor- 
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mationen,  deren  eine  Perspectivitätsaxe  die  Schnittlinie  von  5, 
und  JS4  ist,  und  deren  zweite  Axe  durch  einen  weder  auf  -t 
noch  auf  2t  gelegenen  festen  Punkt  geht.  Das  zugehörige  Zahlen- 
system ist  das  System  XV  (a.  a.  0.  S.  264). 

Ein  anderes,  bekannteres  Beispiel  von  Gruppenpaaren  der 
genannten  Art  bilden  die  beiden  invarianten  Untergruppen  der 
Gruppe  der  allgemeinen  Fläche  zweiten  (Jrades.  Auf  dieses 
Gruppenpaar  werden  wir  weiter  unten  noch  zu  sprechen 
kommen. 

§  «• 

Weitere  mit  einem  System  complexer  Zahlen  verbundene 

Transformationsgrnppen. 

Mit  den  bis  jetzt  aufgeführten  Sätzen  sind  die  Beziehungen 
der  Systeme  complexer  Zahlen  zur  Theorie  der  Transformations- 
gruppen natürlich  noch  keineswegs  erschöpft. 

Der  Theorie  der  Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe 
wird  sich  hier  eine  Theorie  an  die  Seite  stellen  lassen,  welche 
von  den  die  Zahl  Eins  enthaltenden,  in  einem  gegebenen  System 
complexer  Zahlen  eingeschlossenen  Theilsystemen  handelt. 
Einen  hierher  gehörigen  Satz  haben  wir  bereits  gelegentlich  (in 
§  3)  angeführt;  ein  anderer  besagt,  dass  der  Inbegriff  aller 
linear  unabhängigen  Zahlen  c,  welche  identisch  der  Gleichung 
cx  =  xc  genügen,  und  also,  im  Sinne  der  vorausgehenden  Enl- 
wickelungen,  die  Parameter  der  (ik  und  (/',  gemeinsamen  [m  —  t  )- 
gliedrigen  Untergruppe  darstellen,  bereits  für  sich  ein  ge- 
schlossenes (commutatives)  System  von  complexen  Zahlen  bilden. 

Ferner  haben  wir  oben  bereits  angedeutet,  dass  mit  jedem 
System  von  complexen  Zahlen  noch  auf  eine  zweite  Art  vier 
Gruppen  verknüpft  sind,  welche  zu  einander  in  der  Beziehung 
der  Eingangs  betrachteten  Gruppen  Cf| ,  d't,  GM,  ©  stehen.  Man 
erhalt  dieselben,  wenn  man  in  den  Gleichungen 

x'  =  xa  ,        =  ax  ,    x'  —  axb  ,    x'  ==  a~{  xa 

die  Coefhcienten  xu ...  xn_l  u.  s.  w.  nicht,  wie  bisher  geschah, 
als  Verhültnissgrössen  auffasst,  sondern  ihre  absoluten  VVerthe 
betrachtet,  und  diese  dann  als  Curtesische  Coordinaten  deutet. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  werden  dann  die  Gleichungen 

von  vier  Gruppen  eines  Raumes  von  /*  Dimensionen  K,  welche 
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wir  mit  Gl ,  (it ,  Gt  4 ,  ©  bezeichnen  wollen ;  die  zugehörigen 
Parameterzahlen  werden  n}  n,  Sn  —  m,  n  —  m,  wobei  n  und 
in  die  auf  S.  \9\  erklarte  Bedeutung  haben.   Diese  Gruppen 

(lt .  Gt,  r71>4,  ©  haben  nun  aber  viel  speciellere  Eigenschaften 
als  die  bisher  betrachteten  Gruppen  Gt  ,  Gt,  Git1  ©,  und 
scheinen  mir  daher  auch  ein  geringeres  Interesse  zu  besitzen. 
Zunächst  sieht  man  sofort,  dass  die  Zahl  m  mindestens  den  Werth 
Em*  hat,  und  dass  daher  die  Gruppen  (7,  und  immer  nur 
merotdrisck  isomorph  sind.  Ferner  sind  sie  sogenannte  lineare 
homogene  Gruppen,  d.  h.  solche  projective  Gruppen,  deren 
Transformationen  erstens  die  unendlich  ferne  Mannigfaltigkeit 
zweitens  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt,  den  Punkt 
0.  0,  ...  0  stehen  lassen. 

Da  diejenigen  Gruppen,  durch  welche  die  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Mannigfaltigkeit  vermöge  der  Transformationen 

von  GK,  6fJ  B|fJ  ©  transformirt  werden,  offenbar  keine 
anderen  sind,  als  die  in  den  §§4  —  6  behandelten  Gruppen  GK , 
6t,  Gx  j,  ©,  so  erkennt  man  sofort  das  gegenseitige  Verhültniss 
dieser  beiden  Reihen  von  Gruppen:  Man  bestimme  die  mit  (#, , 
('n  G|,ti  ®  gleichzusammengesetzten,  der  sogenannten  speci- 
alen linearen  homogenen  Gruppe  angehörigen  continuirlichen 
Gruppen  G[ ,  (*t' ,  G\% ,  welche  die  unendlich  ferne 

Mannigfaltigkeit  in  der  vorgeschriebenen  Weise  Iransformiren. 
Die  Gruppe      ist  dann  unmittelbar  identisch  mit  der  Gruppe 

©;  die  Gruppen  Gi1  Gi:  Gi  t  aber  entstehen  aus  den  Gruppen 
C/ij  wenn  man  noch  die  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen ausgezeichneten  Untergruppe  der  allgemeinen  line- 
aren homogenen  Gruppe  hinzufügt:  die  Theorie  der  Gruppen 

Gx ,  Gt ,  Gi  t ,  ist  also  durch  ganz  einfache  Operationen  aus 
derjenigen  der  Gruppen  Gn  Gs,  G,  t,  ©  abzuleiten. 

Ausserdem  aber  sind  die  Gruppen  G, ,  Gs,  G4  4,  ®,  welche 
zu  dem  gegebenen  System  von  n  Grundzahlen  gehören,  bereits 
völlig  bekannt,  wenn  man  alle  Systeme  von  n  -f  4  Grundzahlen 
hestimmt  hat:  denn  nach  unserem  allgemeinen  Satze  muss  sich 
ein  System  mit  n  -f- 1  Grundzahlen  angeben  lassen,  zu  welchem 

die  Gruppen  G, ,  Gtt  6,  ©  in  der  nämlichen  Beziehung  stehen? 
wie  die  Gruppen  G, ,  Gs,  ^'i,»>  ®  zu  dem  gegebenen  System. 
Man  kann  jenes  System  von  n  -f-  1  Grundzahlen  auch  sofort 


Digitized  by  Google 


210  E.  Sti  dy, 

hinschreiben:  Man  hat  den  Grundzahlen  e9  . . .  en__,  nur  eine 
weitere  Grundzahl  r;  hinzuzufügen ,  und  festzusetzen ,  dass 
ry*  =  tj ,  et -  Y}  =  rj  ei  —  0  sein  soll.  Auf  solche  Art  entsteht  zum  Bei- 
spiel das  Zahlensystem  VI,  n  =  4  aus  dem  Zahlensystem  IV,  n  =  3 
(a.  a.  0.  S.  258,  251):  d.h.  die  zu  dem  ersteren  System  gehörigen 
Gruppen  G%i  Gt,  Git1  sind  innerhalb  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  des  Raumes  gleichberechtigt  mit  den  Gruppen 

G% ,  5tf  CM,  ©,  welche  zu  dem  letzteren  Zahlensystem  gehören. 


Wir  haben  oben  gesehen,  dass  sich  eine  jede  Transformation 

der  Gruppe  Gt  unter  der  Form  ,x'=  ace?  oder  unter  der  nicht 
wesentlich  verschiedenen  Form  .r '  =  .re€  darstellen  lässt,  wobei 

J  und  S  =  e0  -f-  §  die  auf  Seite  194  erklärte  Bedeutung  haben. 
Daraus  folgt  jetzt  sogleich  eine  entsprechende  Darstellung  der 

Gruppe  Gt  unter  der  Form  x  =  re\  wobei  r;  nunmehr  die  all- 
gemeine Zahl  des  Systems  ist.  Die  Transformation  x  =  er>  ergibt 
sich  also  jetzt  als  diejenige  Transformation,  welche  die  Gruppe 

Gt  in  ihre  canonische  Parametergruppe  überführt.   Sind  die 

Transformationen  von  Gt  sämmtlich  vertauschbar,  d.  h.  befolgt 
die  Multiplikation  in  dem  vorgelegten  Zahlensystem  das  commu- 
tative  Gesetz ,  so  wird  die  canoniscbe  Parametergruppe  eine 
Gruppe  von  Translationen;  in  der  That  ziehen  in  diesem  Falle 
die  (ileichungen  x  =  e^,  x'  =  x"  =  e''",  +  rf  =  tf'  sofort 
die  weitere  Gleichung  x x'  =  x"  nach  sich.  Da  diese  Bemerkung 
für  mehrere  Anwendungen  von  Nutzen  ist,  so  mag  sie  noch  ein- 
mal besonders  als  Satz  ausgesprochen  werden: 

Zu  jedem  System  von  complexen  Zahlen,  deren  Multiplication 
dem  commutativen  Gesetze  folgt,  gehört  eine  Logarithmentafel,  mit 
deren  Hülfe  man  die  Multiplication  zweier  Zahlen  des  Systems  ganz 
ebenso  auf  eine  Addition  zurückführen  lann,  wie  es  in  dem  System 
der  gemeinen  complexen  Zahlen  durch  die  gewohnlichen  Logarithmen 
geschieht x). 

Beispielsweise  mögen  die  Logarithmen  für  alle  Zahlen- 
systeme mit  vier  in  ihrer  Multiplication  vertauschbaren  Grund- 
zahlen angegeben  werden.  (Vgl.  Gött.  Nachr.  1  889,  S.  256—261 .) 

4)  Eine  entsprechende  Bemerkung  hat  auch  Herr  Schur  gemacht. 
Math.  Ann.  Bd.  XXXIII,  S.  59. 


)igitized  by  Google 


/ 

Coxplexe  Zahlen  und  Tranrformationsgri  ppen.  211 


L 

log./ 

=  Iogrr0 

'      +  10g 

.r,  e|  +  logXt  fs-f  logJT, 

II. 

log.r 

=  Iogx0 

p,  -f-  log  j-,  •  ft  +  log  .t3  •  p3  , 

III. 

=  logj0 

.r. 

f.  +  logjv  et  +  7  -  ^  , 

IV. 

logx 

=  log 

V. 

logx 

=  logx0 

3     iTj|     3  4~ 


VIII.    log.r  =  logx0  ■  e,  -f  ~  •    +     '  't  H-  Iog  J,3  •  ^  i 

•^o  0 

X.    logx  =  logx0  •  c0  +  ^« .  e<  -f-     •  , 

x0  x0 


2x1 


e3  5 


XI.    log*  =  log  xt  ■  e9  +  %  ■  g,  +  -^g     J<  •  <*»  H-  jij  •  e3  , 

XV.    logx  =  IogJv^4-^-e,  +  ;^  . 

In  allen  diesen  Formeln  bedeutet  die  vorgesetzte  römische 
Ziffer  die  Nummer  des  betreffenden  Zahlensystems;  log  .t  ist 
die  oben  durch  q  bezeichnete  Grösse. 


Ist  zufolge  der  obigen  Auseinandersetzungen  die  Theorie 

der  Gruppen  GK,  Gt,  <?.,,  ©  von  der  Theorie  der  Gruppen 
Gx ,  <it ,  Gt  t ,  ©  nur  wenig  verschieden,  so  liefert  uns  die  Deutung 
von  a0  ...  xn_x  als  Cartesischen  Coordinaten  doch  auch  eine 
Reihe  von  wesentlich  neuen  Gruppen,  bei  deren  Studium  man 
den  Algorithmus  der  complexen  Zahlen  mit  mehr  oder  weniger 
Nutzen  verwerthen  kann.  Schliessen  wir  den  trivialen  Fall  der 
Gruppe  aller  Translationen  aus,  welche  durch  die  Gleichung 
x'  =  X  -f-  a  dargestellt  wird,  so  bestimmen  zum  Beispiel  die 
Gleichungen 
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x'  =  xa~\-b  ,  x'  =  ax  -f-  b  , 

x'  =  a~ 1  xn  -f-  b  ,    d?'  =  «.r&-f-c 

solche  neue  Gruppen,  von  welchen  man  sofort  eine  Reihe  von 
Eigenschaften  angeben  kann. 

Nimmt  man  insbesondere  x,  a,  b  als  gewöhnliche  complexe 
Zahlen,  so  wird 

x'  =  ax  -f-  b 

die  viergliedrige  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformutionen  der 
Ebene l) ;  und  es  ist  gerade  diese  Bemerkung,  auf  welcher  der 
von  Bellavitis  begründete  sogenannte  Aequipollenzencalcül  beruht  . 

Ferner  gehört  hierher  die  bekannte  Darstellung  der  secbs- 
gliedrigen  Gruppe  der  reciproken  Radien  in  der  Ebene  (Möbiis' 
Kreisverwandtschaft)  unter  der  Form 

a  x  -f-  b 
x  —cx  +  d  ' 

wo  a,  b,  c,  d,  er,  x'  gewöhnliche  complexe  Zahlen  bedeuten. 
Nimmt  man  in  derselben  Formel  a...x'  als  Zahlen  des  zweiten, 
im  Falle  n  =  2  vorhandenen  Typus,  so  erhält  man  eine  sechs- 
gliedrige  Gruppe,  welche  einen  Grenzfall  der  Gruppe  der  reci- 
proken Radien  bildet,  und  gleichzusammengesetzt  ist  mit  der 
Gruppe  der  Bewegungen  des  Raumes. 

Auch  zur  Betrachtung  von  unendlichen  Gruppen  geben  die 
Systeme  complexer  Zahlen  Veranlassung.  Bezeichnen  wir  zum 
Beispiel  mit  ck  irgend  eine  Zahl  eines  gegebenen  Systems,  welche 
in  ihrer  Multiplication  mit  allen  übrigen  Zahlen  des  Systems  ver- 
tauschbar ist,  und  mit  x  irgend  eine  Zahl  des  Systems,  so  stellt 
eine  jede  convergente  Reihe  der  Form 

x'  =  2ck  xk 

eine  Transformation  einer  gewissen  unendlichen  Gruppe  dar, 
deren  saramtliche  Transformationen  mit  den  Transformationen 


4)  Oer  Inbegriff  aller  Punkttransformationen  der  Ebene,  welche  alle 
Figuren  in  ähnliche  überführen,  zerfallt  bekanntlich  in  zwei  getrennte 
Schaaren.  Unter  dem  Namen  des  Textes  begreifen  wir  nur  die  Transfor- 
mationen der  continuirlichen  Gruppe;  auch  die  Namen  »(Truppe  der  Be- 
wegungen in  der  Ebene«,  -Gruppe  der  reciproken  Radien«,  »Gruppe  der 
Flache  zweiten  Grades«,  »Gruppe  der  conformen  Transformationen«  wer- 
den wir  in  ähnlich  beschränktem  Sinne  gebrauchen.  Es  ist  Uberall  nur 
\on  continuii liehen  Gruppen  die  Rede, 
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der  Gruppe  ©  vertauschbar  sind ').  Nehmen  wir  cA-,  x}  x'  wieder 
als  gewöhnliche  complexe  Zahlen,  so  erhallen  wir  die  von  Gauss 
angegebene  Darstellung  der  Gruppe  der  ronformen  Transfor- 
mationen durch  die  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen. 

§9. 

Der  Nutzen  der  Systeme  eomplexer  Zahlen. 

In  weiten  Kreisen  ist  die  Ansicht  verbreitet,  dass  die  Sy- 
steme von  complexen  Zahlen  oder  ähnliche  Algorithmen  Uberhaupt 
gar  keinen  Nutzen  hätten,  ausgenommen  allein  die  gewöhnlichen 
complexen  Zahlen:  und  man  begründet  dies  damit,  dass  durch 
sie  nichts  geleistet  werden  könnte,  war  nicht  »eben  so  guta  auch 
ohne  dieselben  zu  leisten  wäre. 

Es  muss  zugestanden  werden,  dass  mit  der  Quaternionen- 
rechnung.  an  die  man  wohl  hauptsächlich  denkt,  schon  von  An- 
fang an  ein  gewaltiger  Missbrauch  getrieben  worden  ist.  Es 
sind  aber  auch  werthvolle  neue  Sätze  gerade  durch  die  Qua- 
lernionen  zu  Tage  gefördert  worden.  Beschränkt  man  die  An- 
wendung der  Ouaternionenrechnung  auf  das  ihr  naturgemäss 
unterworfene  Gebiet,  und  die  Terminologie  auf  das  Notwen- 
digste, so  stellt  sie  eine  zweckmässige  Methode  dar,  die  zwar  so 
wenig,  als  überhaupt  irgend  eine  Methode  unumgänglich  not- 
wendig ist,  aber  doch  zur  Zeit  keineswegs  eben  so  gut  auch  ent- 
behrt werden  kann. 

Es  scheint  jener  Abneigung  die  völlig  irrige  Anschauung 
zu  Grunde  zu  liegen,  dass  es  sich  bei  den  Qualernionen  nur  um 
eine  spielende  und  willkürliche  Verallgemeinerung  der  Gesetze 
des  elementaren  Rechnens  handle;  wobei  man  sich  dann  frei- 
lich leicht  mit  ihnen  abfinden  kann.  In  Wirklichkeit  ist  das 
Bechnen  mit  Quaternionen  eine  Methode  der  analytischen  Geo- 
metrie, zu  einem  ganz  bestimmten  Zwecke  erfunden.  In  der  Art 
der  Anwendung  ist  dasselbe  durchaus  vergleichbar  mit  der  Ver- 
wertung der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  für 
die  Lehre  von  der  conformen  Abbildung,  wobei  die  complexen 
Zahlen  auch  nicht  in  ihrer  Eigenschaft  als  Erweiterung  der 


1}  Die  Gruppe  Ö  ist  als  eine  adjungirte  Gruppe  stels  intransitiv. 

Math.-phys.  <"U«ho.  1889.  IS 


214 


E.  Study, 


reellen  Zahlen,  sondern  als  ein  analytisch-geometrischer  Algo- 
rithmus zur  Verwendung  gelangen.  Wer  den  Gebrauch  der 
Quaternionen  oder  ahnlicher  Algorithmen  grundsätzlich  miss- 
billigt, wird  also,  wenn  er  folgerecht  verfahren  will,  auch  alle 
die  schönen  Untersuchungen  über  conforme  Abbildung,  Minimal- 
flachen u.  dergl.  verwerfen  müssen,  durch  welche  die  Wissen- 
schaft seit  den  Arbeiten  von  Gaiss  und  Riemann  eine  wahrhafte 
Bereicherung  erfahren  hat.  Einer  solchen  Erkenntniss  hat  sich 
auch  Gaiss  selbst  nicht  verschliessen  können*),  obwohl  er  den 
zu  seiner  Zeit  vorliegenden  analytisch-geometrischen  Algorithmen 
von  Haus  aus  abgeneigt  war.  Man  beruft  sich  also  mit  Unrecht 
auf  seine  Autorität,  um  die  oben  genannten  Anschauungen  zu 
stützen.  Warum  auch  soll  man  sich  einer  abkürzenden  Bezeich- 
nung, wenn  sie  bequem  und  sachgemüss  ist,  durchaus  nicht  be- 
dienen dürfen?*) 

Ich  bin  der  Meinung,  dass  man  überhaupt  nicht  allgemein 
und  a  priori  über  eine  Methode  urtheilen  sollte,  sondern  nur 
mit  Bezug  auf  einen  bestimmt  umschriebenen  Kreis  des  Wissens 
und  nach  genauer  Kenntnissnahme  der  in  demselben  vorkom- 
menden besonderen  Aufgaben. 

Wie  aus  dem  bis  hierher  Vorgetragenen  wohl  genugsam 
hervorgeht,  besteht  der  Nutzen,  welchen  die  Systeme  complexer 
Zahlen  bringen  können  —  falls  nicht  noch  neue  Gebiete  ihrer 
Anwendung  erschlossen  werden  —  im  Wesentlichen  darin,  dass 
sie  gewisse  Gruppen  von  Transformationen  in  einer  sehr  ein- 
fachen Weise  erstens  zu  bestimmen  und  zweitens  darzustellen 
gestatten. 

Der  in  letzlerer  Rücksicht  vorhandene  Nutzen  wird  um  so 
grösser  ausfallen,  je  unmittelbarer,  oder,  wenn  der  Ausdruck 
gestaltet  ist,  je  natürlicher  der  Zusammenhang  der  zu  unter- 
suchenden Gruppe  mit  dem  gebrauchten  Zahlensystem  ist.  Zu- 
gleich ergibt  sieh  aber  auch,  dass  das  Feld,  welches  der  Anwen- 
dung dieser  Algorithmen  offen  steht,  ein  sehr  beschranktes  ist. 

Denn  es  ist  doch  nur  eine  verhaltnissmüsig  kleine  Mannig- 
faltigkeit von  Gruppen,  welche  mit  Systemen  von  complexen 
Zahlen  im  Zusammenhange  stehen,  und  unter  diesen  sind  wieder 


1)  Briefwechsel  mit  Schumacher,  Bd.  4.  Nr.  833,  S.  147. 
i)  Ich  freue  mich,  dass  auch  Herr  Dküekind  sich  in  anerkennen- 
dem .Sinne  Uber  die  yuaternionen  ausgesprochen  hat. 
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nur  vergleichsweise  wenige,  bei  welchen  der  Zusammenhang 
ein  so  inniger  ist,  dass  die  Darstellung  derselben  durch  die  com- 
plexen Zahlen  eine  wirklich  empfchlenswerthe  Methode  bildet. 
Ob  aber  in  einem  solchen  Falle  das  betreffende  Zahlensystem 
eine  erheblichere  Bedeutung  gewinnen  kann,  wird  wiederum 
davon  abhängen,  welchen  Platz  die  zugehörigen  Gruppen  in  dem 
Ganzen  der  mathematischen  Wissenschaft  einnehmen. 

Der  Gebrauch  eines  Systems  von  complexen  Zahlen  wird 
in  allen  den  Fallen  besonders  nahe  liegen  ,  wo  man  vier  projee- 
tive  Gruppen  zu  untersuchen  hat,  welche  in  der  uns  bekannten 
Beziehung  der  Gruppen  (iv  Gv  Gi  V  (M  stehen  ;  denn  eine  noch 
einfachere  Darstellung  der  wesentlichsten  Eigenschaften  dieser 
Gruppen  als  diejenige,  welche  sich  aus  den  uns  geläufigen  Formeln 
.r'  =  .r«  ,   X  =  ax  ,    x'  —  axb  ,    x'  =  a~ixa,    x' —  x~x 

u.  s.  w.  ergibt,  ist  wohl  kaum  denkbar  v. 

Schreibt  man  in  der  ersten  dieser  Formeln  für  x9  a,  x*  be- 
züglich a,  ft,  c,  und  rechnet  mit  Hülfe  der  Multiplicationstafel 
des  gegebenen  Systems  die  so  entstandene  Formel  ab  =  c  aus, 
?o  müssen  die  Coefficienten  der  Grundzahlen  links  und  rechts 
einzeln  einander  gleich  sein.  Man  erhalt  so  ein  Formelsystem, 
welches  man  im  Falle  der  Quaternionen  als  das  »Multiplications- 
theorem«  des  Zahlensystems  bezeichnet  hat.  Es  liegt  auf  der 
Hand,  dass  diese  Formeln,  in  welchen  von  complexen  Zahlen 
nichts  mehr  zu  sehen  ist,  die  Multiplicationstafel  des  Systems 
vollkommen  vertreten;  man  wird  daher  einer  jeden  Formel  aus 
der  Theorie  der  complexen  Zahlen  eine  andere  an  die  Seite  stel- 
len können,  in  welcher  an  Stelle  der  Multiplicationstafel  das 
durchaus  »  reelle«  Multiplicationstheorem  des  betreffenden  Zahlen- 
systems tritt.  Eine  solche  Uebertragung  wird  man  in  vielen  Fal- 
len auszuführen  haben,  wo  es  sich  um  Anwendungen  der  Theo- 
rie der  complexen  Zahlen  handelt.  Man  würde  sich  aber,  wie 
noch  einmal  hervorgehoben  werden  soll,  einer  Täuschung  hin- 

t)  Freilich  muss  bemerkt  werden,  dass  an  dem  analylisehen  Aus- 
druck der  Gleichungen  jener  Gruppen  durch  complexe  Zahlen  der  wesent- 
liche Mangel  haftet,  dass  er  die  Invarianteneigenschafl  vieler  in  ihrer 
Theorie  auftretender  Ausdrücke  nicht  sichtbar  macht.  In  dieser  Richtung 
lässt  die  Methode  zu  wünschen  übrig.  Wir  besitzen  aber  zur  Zeit  über- 
haupt noch  keine  Methode,  um  beliebige  projective  Gruppen  in  einer  zu- 
gleich theoretisch  befriedigenden  und  praktisch  leicht  zu  handhabenden 
Form  darzustellen. 
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geben,  wenn  man  glauben  wollte,  dass  mit  einer  Uebersetzung 
aller  einzelnen  Schritte  der  Hcchnung  in  die  Sprache  der  soge- 
nannten gewöhnlichen  Algebra  irgend  etwas  gewonnen  wäre; 
man  hätte  dann  meistens  nur  einfache  und  Ubersichtliche 
Formeln  gegen  verwickelte  und  undurchsichtige  verlauscht. 
Bei  Weitein  fruchtbarer  scheint  mir  die  gerade  entgegenge- 
setzte Auffassung  zu  sein,  wonach  die  Mulliplicationstafcl  eines 
Systems  einen  zweckmässigen  und  handlichen  Ersatz  des  zuge- 
hörigen Multiplicationstheorems  bildet. 

In  den  beiden  nächsten  Paragraphen  soll  an  Beispielen  ge- 
zeigt werden,  wie  man  sich  der  Kenntnis  aller  verschiedenen 
Systeme  mit  h  Grundzahlen  bedienen  kann,  um  solche  Para- 
meterdarstellungen gewisser  Transformationsgruppen  zu  finden, 
bei  welchen  sich  die  Parameter  zweier  hinter  einander  ausge- 
führter Transformationen  in  möglichst  einfacher  Weise  zu  den 
Parametern  der  neu  entstandenen  Transformation  der  Gruppe 
vereinigen. 

§  *o. 

Ueber  die  Parameterdarstellung  gewisser 
Transformationsgrnppen. 

Ist  eine  vorgelegte  continuirliche  Transformationsgruppe 
gleichzusammengesetzt  mit  einem  Paar  von  reeiproken  projec- 
tiven  Gruppen  f»t,  (iv  so  wird  man  die  Parameter  der  gegebenen 
Gruppe  so  wählen  können ,  dass  eine  dieser  letzteren  Gruppen 
die  Paramelergruppe  wird.  Damit  hat  man  dann  nicht  allein 
.eine  besonders  einfache  Zusammensetzung  der  Parameter  — 
die  homogenen  Parameter  der  zusammengesetzten  Transformation 
■S  T  zweier  Transformationen  8  und  T  der  Gruppe  werden  bi- 
lineare Functionen  der  Parameter  von  S  und  T  —  sondern  man 
hat  zufolge  unseres  Satzes  über  die  Gruppe  W  (S.  1 96)  damit  ver- 
knüpft zugleich  auch  eine  ebenso  einfache  Darstellung  der  ad- 
jungirten  Gruppe.  Um  die  Gesammlheit  aller  derartigen  Para- 
incterdarstellunflen  zu  übersehen,  bieten  nun  die  Systeme  von 
eonjplexcn  Zahlen  das  einfachste  Mittel  dar,  wobei  noch  ein  be- 
sonderer Vortheil  darin  liegt,  dass  man  die  Zusammensetzung 
der  zu  einem  gegebenen  System  gehörigen  Gruppen  G{ ,  G%  aus 
der  Mulliplicationstafcl  des  Systems  unmittelbar  ablesen  kann, 
ohne  die  Gleichungen  dieser  Gruppen  selbst  aufzustellen  (S.193). 
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Bekanntlich  gibt  es  nur  eine  Art  der  Zusammensetzung 
von  zweigliedrigen  Gruppen  mit  nicht  vertauschbaren  Transfor- 
mationen. Andererseits  wissen  wir,  dass  in  der  Ebene  nur  ein 
Paar  von  reciproken  Gruppen  nicht  vertauschbarer  linearer 
Transformationen  vorhanden  ist,  und  dass  diese  beiden  Gruppen 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt 
sind1'.  Hieraus  ergibt  sich  die  für  Anwendungen  nützliche 
Bemerkung: 

Betrachtet  man  Parametersysteme,  welche  durch  lineare 
Transformationen  aus  einander  hervorgehen  ,  als  nicht  wesentlich 
verschieden ,  so  gilt  der  Satz ,  dass  man  die  endlichen  Transfor- 
mationen einer  zweigliedrigen  Gruppe  von  nicht  Vertauschharen 
Transformationen  stets  und  auf  nur  eine  Weise  derart  von  drei 
homogenen  Parametern  abhängig  machen  kann,  dass  die  Parameter 
der  zusammengesetzten  Transformation  ST  zweier  Transfor- 
mationen S  und  T  der  Gruppe  bilineare  Functionen  der  Parameter 
von  S  und  T  werden. 

Aehnliche  Satze  bestehen  für  gewisse  Zusammensetzungen 
mehrgliedriger  Gruppen. 

Nachstehend  geben  wir  eine  Aufzahlung  aller  derjenigen 
Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen ,  welche  bei  reci- 
proken projectiven  Gruppen  vorkommen  können.  Durch  ihn» 
Healitatsverhaltnisse  verschiedene  Zusammensetzungen  sind 
durch  angehängte  Buchstaben  b  ,  c)  .  .  unterschieden.  Die 
römischen  Ziffern  geben  die  entsprechenden  Zahlensysteme 
(Göll.  Nachr.  1K89,  S.  260—265  .  Solche  Systeme,  deren  zu- 
gehörige  Gruppen  Gi  und  6'4  nicht  zu  einander  projectiv  sind, 
und  welche  daher  zu  zwei  verschiedenen  Parameterdarstellun- 
gen Anlass  geben,  sind  zweimal  aufgeführt. 

(••)        ( v,  X,)  -  v, .  !.v3  .v,:     V,  ,  (.V,  jy  -  -  X, 

XII. 

(Ib.)     (X,XJ=-X,,    (X,.Y,)=-.Y1(    [X,X,)  =  X, 

XI!  b. 


i)  Wie  mir  mein  Freund  Kncf.l  mitlheilt,  hat  Herr  Lo:  einen  noch 
etwas  allgemeineren  Satz  bewiesen,  demzufolge  dieses  Paar  von  Gruppen 
durch  eine  nicht-projective  Transformation  weder  in  eine  andere  projek- 
tive Gruppe,  noch  auch  in  sich  seihst  übergeführt  werden  kann. 
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(2.)  (AsA,)=0,    (A,AYi=A4,  (A-Ati=Xa 

XIII. 

(2  b.)      i  At  XJ  =  0  ,    ( \3  X,  =  -  A,  ,    (X,  At)  =  A, 

Xlllb. 

[3.]        (xtxj  =  o,   ;a,a,)=o,  (X«  \t-  =  X, 

IX.  XIV. 

(4.)      (x,xj=x,,  ftxj^x,,  (xtx,)  =  o 

XV. 

(5.)          (XtXt)  =  XtJ    (X.XJ^O,  [XtX,)  =  0 

VI.  VII.  VII. 

(6.)        (x;jy— o,  (x,xt)  =  o,  (x.xj^o 

I.  IL  III.  IV.  V.  VIII.  X.  XI.  XVI. 

Von  den  in  dieser  Tafel  enthaltenen  Sülzen  mögen  die- 
jenigen, welche  für  Anwendungen  von  besonderein  Nutzen  sind, 
noch  einmal  besonders  in  Worte  gefasst  werden. 

ZunHchst  mögen  wir  bemerken,  dass  die  Gruppe  der  per- 
spectiven Aehnlichkeitstransformationen  in  der  Ebene  die  Zu- 
sammensetzung (4)  hat.  Wir  können  daher  sagen : 

Die  Parameter  der  dreigliedrige»  Gruppe  aller  perspectiven 
Aehnlichkeitstransformationen  der  Ebene  oder  einer  gleich  zusam- 
mengesetzten Gruppe  können  im  Wesentlichen  nur  auf  eine  Art  so 
gewählt  werden,  dass  die  zugehörige  Parametergruppe  und  ihre 
reciproke  projective  Gruppen  werden. 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Gruppen  ist  auf  S.  207 

gegeben. 

Ferner  ist  die  Zusammensetzung  \\)  diejenige  der  Gruppe 
eines  (imaginliren)  Kegelschnittes  in  der  Ebene,  oder  der  Gruppe 
der  Drehungen  einer  Kugel.  Mit  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Ei  LER'schen  Parameter  (die  wir  sogleich  auch 
ableiten  werden)  folgt  hieraus: 

Die  Kul er' sehen  Parameter  der  Gruppe  der  Drehungen  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  sind  bis  auf  lineare  Trans- 
formationen durch  die  Forderung  völlig  bestimmt,  dass  die  zuge- 
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hörige  Parameter gruppe  und  ihre  reciproke  projeclive  Gruppen 
werden  sollen  •). 

Ein  gleicher  Satz  gilt  aber  auch  noch  für  die  wichtige  Aus- 
artung der  Gruppe  der  Drehungen  einer  Kugel,  die  Gruppe  der 
Bewegungen  der  Euclidischen  Ebene,  welcher  die  Zusammen- 
setzung (2)  zukommt: 

In  die  Gruppe  aller  Bewegungen  der  Ebene  [und  die  mit  ihr 
gleichzusammengeselzten  Gruppen)  lassen  sich  ebenfalls,  und  zwar 
im  Wesentlichen  nur  auf  eine  Weise,  Parameter  derart  einfuhren, 
dass  die  zugehörige  Parametergruppe  und  ihre  reciproke  projec- 
tive  Gruppen  werden. 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  besitzt,  als 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  aufgefasst, 
noch  eine  Ausartung  von  der  Zusammensetzung  (3).  In  diesem 
Falle  liefern  uns  die  Systeme  complexer  Zahlen  unendlich  viele 
Parameterdarstellungen,  die,  wie  man  leicht  sieht,  eine  zusam- 
menhängende Mannigfaltigkeit  bilden.  Aber  unter  diesen  Para- 
nieterdarstellungen  befindet  sich  doch  auch  jetzt  noch  eine  ein- 
deutig ausgezeichnete,  diejenige,  welche  zu  dem  Zahlensystem 
XIV  gehört.  Dieses  System  XIV  ist  nämlich  unter  allen  in  Be- 
tracht kommenden  Systemen  das  einzige,  welches  als  ein  Grenz- 
fall des  Systems  XIII  aufgefasst  werden  kann;  und  ausserdem 
hat  die  betreffende  Paramelerdarslellung  noch  die  Eigenthüm- 
lichkeit,  dass  sie  eine  canonist  In  Parameterdarstellung  ist. 
Seite  200.) 

Man  kann  leicht  eine  ganze  Klasse  von  Gruppen  angeben, 
zu  welchen  Parametersysteme  der  hier  betrachteten  Art  gehören. 

Jede  Gruppe  von  linearen  Transformationen,  deren  endliche 
Transformationen  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Trans- 
formationscoefficienten  gekennzeichnet  Vierden  können,  ist  mit  einer 
einfach  -  transitiven  projectiven  Gruppe  gleich  zusammengesetzt, 
deren  reciproke  Gruppe  ebenfalls  projectiv  ist. 

In  der  Thal,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  wird  eine 
r-gliedrige  Gruppe  sich  darstellen  lassen  durch  eine  lineare 

I]  Auch  dieser  Satz  ist  im  Grunde  bereits  in  einem  von  Herrn  Lir 
aufgestellten  Theorem  enthalten,  welches  besagt,  dass  die  Gruppe  der  all- 
gemeinen Flüche  zweiten  Grades  durch  keine  nicht-projecÜve  Transfor- 
malion in  eine  projeclive  Gruppe  übergeführt  werden  kann. 
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Schaar  von  r-M  unabhängigen  bilinearen  Formen').  Diese 
braucht  man  nur  als  Grundzahlen  eines  Zahlensystems  einzu- 
führen, um  in  den  zugehörigen  Gruppen  <it  und  Gt  sogleich  die 
in  Rede  stehenden  Gruppen  zu  erhalten. 

Die  zu  dem  Zahlensystem  gehörige  Zahl  Ä  ist  in  solchen 
Fullen  an  eine  obere  Grenze  gebunden;  sie  kann  höchstens  den 
Werth  m  erreichen,  wenn  die  gegebene  Gruppe  einem  Gebiete 
wter  Stufe  angehört. 

Kine  Gruppe  der  genannten  Art  ist  zum  Heispiel  die  allge- 
meine projective  Gruppe  des  Gebietes  n**T  Stufe  selbst.  Das  zu- 
gehörige Zahlensystem  hat  ir  Grundzahlen,  nämlich  die  speciellen 
bilinearen  Formen  eik  =  XjUk.  Die  zugehörige  Multiplications- 
regel  ist  diese: 

Die  zugehörige  Zahl  /.  bat  den  Werth  n ;  die  Transformation 
./•'  =  .^>-,  ist  also  nicht  projectiv,  ausser  im  einfachsten  Falle 
n  =  2.  Gleichwohl  sind  die  zu  dem  S\ stein  gehörigen  Gruppen 
fi,  und  (it  durch  eine  projective  Transformation  ähnlich;  es 
geht  nämlich  das  System  in  sein  reeiprokes  System: 

tyJt'/v  =  lik  »    »?W^  =  °  + 
über  durch  die  Substitutionen 

ftft  =*  eki    Vt  *  —  *  "'  »)  • 

Wir  müssen  dieses  Zahlensystem  im  Sinne  unserer  Defini- 
tion, welche  der  Zahl  der  Haupteinheiten,  und  dann  auch  der 
Zahl  /.  einen  grösseren  Spielraum  gestaltet ,  als  ein  sjwcielles 
bezeichnen,  wiewohl  es  natürlich  alle  übrigen  Systeme  von 
complexen  Zahlen  einschliessl. 

Setzt  man  /i  =■=  2 ,  so  gelangt  man  wieder  zu  den  Quatern- 
ionen,  und  zwar  in  ihrer  zweiten  reellen  Gestalt*). 

1)  ll«»rr  Frobemi  s  hat  die  Systeme  complexer  Zahlen,  die  er  »Formen- 
sysleme«  nennt,  durch  solche  Schnaren  von  bilinearen  Formen  definirt. 
(»lieber  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen«,  Crelle's  Journ.  Bd.  84, 
S.  59  u.  (T.l  Diese  Definition  leidet  indessen  an  dein  wesentlichen  Mangel, 
da  SS  die  Beziehung  zwischen  der  Formenschaar  und  dem  Multiplications- 
gesetz  des  Zahlensystems  nicht  eindeutig  umkehrbar  ist.  Es  können  sehr 
wohl  ganz  verschiedene  Schaaren  von  bilinearen  Formen  zu  denselben 
Mulliplicationsregeln  fuhren. 

2)  Man  vergleiche  die  vortreffliche  Abhandlung  des  Herrn  Stf.phanos  : 
Memoire  sur  In  representalion  des  homographies  binaires  par  des  points 
de  l'espace  elc.    Math.  Ann.  Bd.  22,  S.  899  u.  ff. 
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Um  die  canonische  Form  XII  b.  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  neue  Grundzahlen  <'„...  e3  einzuführen  durch  die  Substi- 
tutionen : 

Po  ===  **«t  eii  '  gi  ~  eii  ~  Ct\  > 
et  ==  ei«       eu  >     «»  ~       ^ii       {'n  • 

Auch  die  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
auf  der  Geraden  fallen  in  die  hier  betrachtete  Klasse:  Zu  den 
verschiedenen  Typen  von  eingliedrigen  Gruppen  gehören,  wie 
wir  wissen,  die  verschiedenen  Systeme  mit  zwei  Grundzahlen, 
zu  der  zweigliedrigen  Gruppe  gehört  das  Zahlensystem  IV,  n  —  3. 
Ueberhaupt  gehört  die  grösste  projective  Gruppe  eines  Gebietes 
nx*r  Stufe,  welche  beliebig  vorgelegte  Punkte  und  lineare  Mannig- 
faltigkeiten n  —  1ter  Stufe  einzeln  in  Ruhe  lässt,  immer  in  die 
besprochene  Klasse.  Wichtige  Gruppen  dieser  Art  bilden  die 
Gruppe  aller  Aehnlichkeitstransformationen  der  Ebene  und  ihre 
dreigliedrige  von  den  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen 
gebildete  invariante  Untergruppe.  Zu  der  letzteren  Gruppe  ge- 
hört ein  bereits  mehrfach  besprochenes  System  von  vier  Grund- 
zahlen, das  S)  stem  XV. 

Endlich  mag  noch  die  oben  erwähnte  Ausartung  der  Gruppe 
der  Bewegungen  in  der  Ebene  als  ebenfalls  hierher  gehörig  her- 
vorgehoben werden ;  sie  llisst  sich  dadurch  definiren,  dass  ihre 
Transformationen  die  Figur  eines  Linienelementes,  und  zwar  so- 
wohl den  Punkt,  als  auch  die  Gerade  doppelt  zahlend  in  Ruhe 
lassen.  Das  entsprechende  Zahlensystem  ist  das  System  IX 
(n=  4),  mit  dem  Parameterwerth  c  =  —  1. 

Ist  eine  Gruppe  G  durch  eine  lineare  Schaar  von  bilinearen 
Formen  darstellbar,  so  gilt  dasselbe  von  einer  zu  ihr  dualistischen 
Gruppe  G\  Die  Systeme  von  complexen  Zahlen,  welche  den 
Gruppen  G  und  G'  entsprechen,  gehören  demselben  Typus  an, 
sind  aber  reciprok.  Die  Ausführung  einer  dualistischen  Trans- 
formation auf  die  Gruppe  G  hat  also  die  Wirkung,  dass  die 
beiden  mit  ihr  verknüpften  projectiven  Parametergruppen  Gi 
und  G%  vertauscht  werden.  Beispielsweise  gehört  zu  derjenigen 
projectiven  Gruppe  der  Ebene,  deren  Transformationen  zwei 
gerade  Linien,  und  auf  der  einen  derselben  noch  einen  dem 
Schnittpunkte  benachbarten  Punkt  stehen  lassen,  das  System  VII 
{«  =  4);  zu  der  dualistisch  gegenüberstehenden  Gruppe  gehört 
das  nämliche  System,  aber  in  der  reeiproken  Form. 
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Man  kann  schon  durch  Betrachtung  der  infinitesimalen 
Transformationen  einer  projectiven  Gruppe  entscheiden,  ob 
ihre  endlichen  Transformationen  durch  eine  lineare  Schaar  von 
bilinearen  Formen  dargestellt  werden  können. 

Seien  St  ...  Sr  die  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen einer  projectiven  Gruppe,  geschrieben  als  bilineare 
Normalformen,  sei  ferner  Sn  die  bilineare  Form,  welche  die  iden- 
tische Transformation  darstellt.  Das  fragliche  Kennzeichen  be- 
steht dann  in  dem  Vorhandensein  von  r*  Relationen  der  Form 

r 

t 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist 

der  Ausdruck  der  allgemeinsten  endlichen  Transformation  der 
Gruppe,  die  bilinearen  Formen  S°,  S, ...  Sr  aber  bilden  unmittel- 
bar das  zugehörige  Zahlensystem. 

§  M- 

Ein  Analogon  zu  den  Enier'schen  Formeln. 

Von  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Parameter- 
darstellungen sind  die  wichtigsten  diejenige  der  Gruppe  der 
Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt,  und 
die  Parameterdarstellung  der  Gruppe  der  Bewegungen  in  der 
Ebene.  Die  erstere  ist  wohlbekannt:  die  Parameterdarstellung 
selbst  wurde  bereits  von  Ei  ler  gelehrt ;  die  Formeln  für  die  Zu- 
sammensetzung der  Parameter  hat  der  französische  Mathematiker 
Rodrigi  es  angegeben  »), 

Die  analoge  Parameterdarstellung  derzweiten  Gruppe  scheint 
der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  bis  jetzt  entgangen  zu 
sein,  und  zwar  ohne  Zweifel  deshalb,  weil  man  mehr  Gewicht 
auf  eine  möglichst  einfache  Darstellung  der  Bewegungen  selbst 
zu  legen  gewohnt  war,  als  auf  eine  einfache  Zusammensetzung 
der  Parameter  mehrerer  hinter  einander  ausgeführter  Be- 
wegungen. 

t)  Des  lois  ^eomelriques  qui  rägissent  les  deplacements  d'un  Systeme 
solide  dftDS  fespace  ..  .,  Liouville  Journ.  de  Math.  t.  5.  M840  p  380  etc. 
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Um  die  Analogie  der  beiden  in  Rede  stehenden  Systeme  von 
Formeln  besser  hervortreten  zu  lussen,  geben  wir  zunächst  die 
bekannte  Ableitung  der  Formeln  Eileh's  und  Rodrigubs'  aus  den 
Quaternionen. 

Man  erhalt  die  EiLER'sche  Darstellung  der  Drehungen  eines 
starren  Körpers  unmittelbar,  wenn  man  die  Gleichungen  der  zu 
den  Quaternionen  gehörigen  Gruppe©  aufstellt,  und  x%J  xt1  xt 
als  rechtwinklige  Coordinaten  deutet: 

a*0  =  x0  , 

Nx;  =  (aj  +  a?  —  «5  -  <*!)  &t  +  2  (o,  ot  +  a0  oj  xt 

Ate;  =  (oj  —  oj  +  "5  —  aj)  ^  +  2  K  «3  +  «o  ^ 

-h2(o,a4  —  a9at)xt  , 
Ar;r3'  =  (aj  —  «J  —  aj  +  a*  .t3  -f  2  (a3  a4  +  a0  n4l  <r, 

worin      AT  =     4-  «J  4-  aj  4-  aj  . 

Die  Formeln  für  die  Zusammensetzung  der  Parameter  zweier 
hinter  einander  ausgeführter  Transformationen  der  Gruppe  [\.) 
bilden  das  sogenannte  Multiplicationstheorem  der  Quaternionen: 

c0  =  a0  60  —  «,  6,  —  a4  64  —  «3  63 

ri  =«o6!  +  «A  +  °i63  —  r,36* 

c3  =  «0  bs  4-  a,  fc4  —  a%  64  +  a3  . 

Ersetzt  man  hierin  a  durch  x  und  r  durch  .t',  so  erhalt  man 
die  Gleichungen  der  von  uns  mit  Gf  bezeichneten  Parameler- 
gruppe;  ersetzt  man  dagegen  b  durch  x  und  c  durch  ./',  so  er- 
hält man  die  Gruppe  Gt. 

Die  Gruppe  G4  besteht  aus  allen  linearen  Transformationen, 
welche  sämmtlichc  Individuen  der  einen  Erzeugcndenschaar  der 
imaginären  Kugel  Ar=  0  in  Ruhe  lassen;  ihre  reellen  Transfor- 
mationen sind  geschaart-perspective  Transformationen  mit  con- 
jugirt- imaginären  Axen  (imaginären  Geraden  »zweiter  Art«), 
welche  der  anderen  Erzeugendenschaar  angehören.  Die  Gruppe 
Gt  erhält  man  aus  G% ,  wenn  innn  beide  Erzeugendenschaaren 
ihre  Rollen  wechseln  lässt.  Die  Gruppe  ©  besteht  aus  dem  In- 


(«0 
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begriff  filier  Drehungen  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten; 
oder,  wie  wir  in  unserem  Zusammenhange  vielleicht  besser  sagen 
werden,  sie  besteht  aus  dem  Inbegriff  aller  linearen  Transfor- 
mationen des  Raumes,  welche  sämmtliche  Individuen  einer  Schaar 
von  Flüchen  zweiter  Ordnung  N  —  Ä./-*  =  0  in  Ruhe  lassen,  die 
einander  liings  eines  imaginären  Kegelschnittes  (des  sogenannten 
unendlich  fernen  Kugelkreises)  berühren. 

Zwischen  den  Verhältnissen  der  Parameter  r/0,  r/4,  n4,  a3J 
den  Neigungswinkeln  #4 ,  #3  der  Drehungsaxe  gegen  die 
Goordinatenaxcn  und  dem  Drehungswinkel  7  besteht  bekanntlieh 
ein  einfacher  Zusammenhang:  Rechnen  wir  den  Drehungssinn 
von  der  positiven  r-Axe  Uber  die  positive  y-Axe  nach  der  posi- 
tiven s-Axe  hin  positiv,  und  normiren  die  Verhilltnissgrössen 
"i »  "i>  "3  so>  dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  der  Kinheit 
wird,  so  haben  w  ir  die  einfachen  Relationen1) 

PO  ctg  J-  =  —  «„ ,  cos  !>4  =s  ai ,  cos  #4  —  (it ,  cos  &s  =  r/3  . 

Halten  wir  also  in  den  Formeln  (1.)  die  Parameter  av  av  a3 
fest  und  lassen  au  allein  sich  andern,  so  erhalten  wir  die  allge- 
meine eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 

Von  den  Euum'schen  Formeln  aus  gelangt  man  nun  durch 
einen  Grenzübergangzuder  entsprechenden  Parameterdarstellung 
der  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene.  Wir  wollen  indessen 
bei  der  Herleitung  dieser  Parameterdarstellung  nicht  unmittel- 
bar an  die  Fji.kr  sehen  Formeln,  sondern  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  Gange  der  bisherigen  F:ntwickelung  an  das  System  XIII 
(n  =  4)  (a.  a.  0.  S.  261)  anknüpfen,  welches  ja  auch  einen  Grenz- 
fall des  soeben  betrachteten  Systems  XII,  des  Systems  der  Qua- 
temiouen  bildet.  (Vgl.  a.  a.  0.  S.  254.) 

Die  zu  dem  Systeme  XIII  gehörige  Gruppe  hat  die  Glei- 
chungen: 

;r(l  =  x0  y  rf{  =  apj  , 

A>;  =  («5  -  a»)  .r4  +  2<vVr3  +  2  {atat  -  aaa3).v{  , 

Nafs  =  (aj  —  oj)      +  2(fi3«,  +  a0at);rt  —  2aün|.r4  , 

worin       N  =  aj  -\~  u;  . 

1)  Die  allgemeineren  hormein  laulon 

Ung  *  =  V   +  *  +  *  ,      cos    ,a„,  ,(«,,,,,). 
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x  x 

Setzt  man  hier  — *  =  x,  — 3  =  y,  und  deutet  x  und  y  als 


x{  x, 


rechtwinklige  Cartesische  Coordinnten,  so  erhält  man  die  be- 
treffende Darstellung  der  Gruppe  aller  Bewegungen  der  Ebene 
in  der  Form: 

(oj  -f  a})  x  =  «  —  a\)  x  +  2  aa  at  y  +  2  («,  a%  -  a9 « J  , 
4-  <*!)  //'  =  K  —  «\)  y  —      «i   +  2(a,  «3  +  «o  «t)  > 

w  ährend  die  Zusammensetzung  der  Parameter  durch  die  Formeln 
angegeben  wird: 


I  «2 


(5.) 


u9b0  -  «46 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gruppen  G{ ,  G% ,  welche  zu 
dem  Formelsystem  (5.)  gehören,  ist  wiederum  nicht  schwer  zu 
erfassen.  Man  denke  sich  zwei  Ebenen  2f4  und  ~,  des  Raumes, 
ferner  auf  ihrer  Schnittlinie  gelegen  zwei  Punkte  St  und  N4. 
Diese  bekannte  Figur  bestimmt  im  Ganzen  vier  Strahlenbüschel 
-S*),  gebildet  von  denjenigen  Geraden,  welche  in  der  Ebene 
— ,  liegen  und  durch  den  Funkt  gehen.  Jede  Gerade  des 
Büschels  (2V  St)  bestimmt  nun  mit  jeder  Geraden  des  Büschels 
[Stf  St)  eine  eingliedrige  Gruppe  von  geschaart- perspectiven 
Transformationen,  deren  Axen  jene  beiden  (ieraden  sind.  Der 
Inbegriff  aller  so  erhaltenen  Transformationen  bildet  eine  drei- 
gliedrige, einfach -transitive  Gruppe  bei  deren  sämmtlichen 
Transformationen  die  Strahlen  der  Büschel  (— n  -S4  und  [2%1  S{) 
einzeln  stehen  bleiben,  während  die  Büschel  («£t,S,)  und  (2iySt) 
zweigliedrig  transformirt  werden.  Die  reciproke  Gruppe  0',  von 
entsteht,  wenn  man  die  Büschel  [St ,  St)  und  [2t,  St)  mit 
den  Büscheln  (2V  St)  und  (2%,  S%)  vertauscht.  Diese  Gruppen 
nun  sind  es,  welche  dem  Zahlensystem  XIII  zugehören.  Und 
zwar  sind  in  unserem  Falle  sowohl  die  Ebenen  Sv  — als  auch 
die  Punkte  .St,  Sf  conjugirt-imaginür;  die  Axen  einer  reellen 
Transformation  der  Gruppen  Gt  oder  Gt  sind  conjugirt- imagi- 
näre Gerade  zweiter  Art,  falls  die  Transformation  nicht  gerade 
der  invarianten  zweigliedrigen  Untergruppe  angehört  (einer 
Translation  der  Ebene  entspricht).    In  diesem  letzteren  Falle 
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vereinigen  sich  die  beiden  Axen  mit  einer  reellen  Geraden,  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  — ,  und  Verbindungslinie  der  Punkte 
S{,  Sf;  oder  besser,  sie  sind  dieser  Geraden  unendlich  benach- 
bart. Auch  die  Gruppe  ist  einfach  zu  definiren.  Sei  2£  die- 
jenige Ebene  des  Büschels  ^,,2",),  welche  von  einem  beliebigen 
weder  auf  — ,  noch  auf  —  t  gelegenen  Punkte  /*  harmonisch  ge- 
lrennt ist,  oder  überhaupt  irgend  eine  P  nicht  enthaltende  Ebene 
jenes  Büschels ;  dann  kann  man  in  2f  eine  mit  der  Gruppe  der  Be- 
wegungen der  Ebene  gleichzusammengesetzte  Gruppe  herstellen, 
welche  durch  die  Punkte  S4  und  S4  als  fest  bleibende  Elemente 
bestimmt  ist.  Die  Gruppe  &  ist  dann  bereits  völlig  bekannt  als 
diejenige  Gruppe,  bei  deren  Transformationen  die  Punkte  der 
Ebene  3  in  vorgeschriebener  Weise  vertauscht  werden,  ausser- 
dem aber  der  Punkt  P  und  alle  Ebenen  des  Büschels  [2{ ,  2ft) 
einzeln  stehen  bleiben. 

Es  ist  von  Interesse,  die  Formeln  (i\  mit  den  Formeln  zu  ver- 
gleichen, durch  welche  man  die  Transformation  rechtwinkliger 
Coordinatensysteme  in  der  Ebene  gewöhnlich  darzustellen  pflegt. 

Rechnen  wir  den  Drehungssinn  von  der  positiven  .r-Axe 
nach  der  positiven  y-Axe  hin  positiv,  nennen  w  den  Drehungs- 
winkel, und  rr0,  yü  die  Coordinaten  des  Drehungsmittelpunktes, 
so  wird  ein  Punkt  .t,  y  durch  die  solchergestalt  bestimmte  Be- 
wegung der  Ebene  übergeführt  in  einen  anderen  er',  y  ,  dessen 
Coordinaten  gegeben  sind  durch  die  Formeln 

ix  —  x0  =  r  —  .r0)  cos  <p  —  [y  —  y0)  sin  tp  , 

lo.J  < 

y  —  y0  =  [x  —  X%)  sin  </>  -f  [y  —  y0)  cos  (p  . 

Normirt  man  nun  die  Parameter  der  Formeln  (4'.)  so,  dass 
ui  =  \  wird,  und  verlangt,  dass  die  Transformation  (4'.)  identisch 
sei  mit  der  Transformation  (6.),  so  ergibt  sich  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Grössen  .r0,  ;/0,  <p  einerseits  und  den 
Parameterverhaltnissen  r/0  :  a,  :  r;4  :  ff,  andererseits:  Man  erhält 
unter  der  genannten  Voraussetzung  einfach  ') 

(7.)  ctg  !  =  —  ff,  ,    x,  =  ff,  ,    yt  =  ff,  . 


1   Die  allgemeinere  Formel  lautet 

lang  t-     ,g  .  .Vo-fli 
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Hält  man  also  in  den  Formeln  (4'.)  die  Parameter  a{.  a%1  o3 
fest  und  lässt  a0  allein  sich  iindern,  so  entsteht  die  allgemeine 
eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  der  Bewegungen.  —  Die- 
jenigen Parametersysteme ,  für  welche  at  verschwindet ,  ent- 
sprechen den  Parallel  Verschiebungen  oder  Translationen. 

Durch  die  Transformation  7.)  werden  die  zu  den  Formeln 
(6.)  gehörige  Parametergruppe  und  ihre  reciproke,  welche  beide 
aus  transcendenten  Transformationen  bestehen ,  übergeführt  in 
zwei  projective  Gruppen  G{  und  ßt. 

Sowohl  die  Gruppe  der  Drehungen  einer  Kugel,  als  auch 
die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  ist  als  Untergruppe 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  aufgefasst  noch  einer  wei- 
teren reellen  Form  fähig.  Diesen  neu  hinzutretenden  Gestalten 
entsprechen  die  von  XII.  und  XIII.  durch  ihre  Realitätsverhaltnisse 
verschiedenen  Zahlensysteme  XII  b.  und  XIII  b. 

Wir  gehen  hier  auf  diesen  Gegenstand  nicht  naher  ein,  und 
bemerken  nur  noch,  dass  die  den  Formeln  (\.)  .  .  .  (7.)  ent- 
sprechenden Formeln  aus  diesen  letzteren  durch  die  imaginären 
Substitutionen 

x0  =  .r0  ,    x,  =      /  J*t  ,    xt  =      ixt  ,    x3  =  x3 
«o  =  öo  >    "t  =  —  '««  i     ö«  =  —        i    ilz  =  —  «S 


hervorgehen. 

Die  betrachteten  Beispiele,  die  man  leicht  noch  durch  wei- 
tere vermehren  könnte,  mögen  genügen,  um  den  Nutzen  zu  er- 
weisen, den  die  Systeme  von  complexen  Zahlen  bei  der  Behand- 
lung gewisser  Gegenstände  der  Geometrie  bringen  können. 

Zum  Schluss  noch  eine  Bemerkung. 

Man  wird  sich  naturgemäss  die  Frage  vorlegen,  ob  nicht  die 
wichtigsten  Transformationsgruppen  des  Baumes,  die  Gruppe 
der  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades ,  die  Gruppe  aller  Be- 
wegungen des  Baumes,  die  Gruppe  der  reeiproken  Badien  u.  s.  f. 
in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  zu  einem  Paare  von  reeiproken 
projectiven  Gruppen  stehen,  und  also  ähnliche  Parameterdar- 
stellungen gestatten,  wie  die  Gruppe  der  Drehungen  eines  starren 
Körpers  um  einen  festen  Punkt  oder  die  Gruppe  der  Bewegungen 
in  der  Ebene.  Diese  Frage  ist  hinsichtlich  der  Gruppe  der  Fläche 
zweiten  Grades  sicher,  hinsichtlich  der  beiden  anderen  Gruppen 
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wahrscheinlich  ebenfalls  im  verneinenden  Sinne  zu  entscheiden. 
Dies  hindert  natürlich  nicht,  dass  man  dennoch  Systeme  von 
complexen  Zahlen  auch  für  diese  Gruppen  nutzbar  machen  kann. 
Hinsichtlich  der  Gruppe  der  Flüche  zweiten  Grades  und  ihrer 
Verallgemeinerung  in  mehrfach  ausgedehnten  Gebieten  hat  in 
der  That  Herr  Lipscbiti  einen  geeigneten  Algorithmus  angegeben, 
in  seinen  bekannten  Untersuchungen  Uber  die  Transformation 
der  quadratischen  Formen.  Daraus  ergibt  sich  dann  zugleich 
auch  eine  entsprechende  Parameterdarstellung  der  Gruppe  der 
reciproken  Radien  im  Räume  und  der  Gruppe  des  linearen  Com- 
plexes,  wegen  der  bekannten  Beziehungen  dieser  Gruppen  zu 
der  projektiven  Gruppe  einer  quadratischen  Mannigfaltigkeit  im 
vierfach  ausgedehnten  Räume.  Die  Parametergruppe  der  Gruppe 
einer  allgemeinen  quadratischen  Mannigfaltigkeit  im  Räume  von 
fünf  Dimensionen  und  ihre  reeiproke  sind  wieder  zu  einem  Paar 
von  projectiven  Gruppen  ähnlich,  in  Folge  der  Beziehung  jener 
(iruppe  zur  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  des  drei- 
fach ausgedehnten  Raumes.  Ich  denke  auf  die  Theorie  der  ge- 
nannten Gruppen  und  ihrer  Ausartungen,  insbesondere  auf  die 
(iruppe  der  Bewegungen  des  Raumes  bei  einer  späteren  Gelegen- 
heit zurückzukommen. 

Marburg,  den  3.  April  1889. 
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SITZUNG  VOM  6.  MAI  1889. 

Friedrich  Schur,  Über  die  canonische  Form  der  Parameter- 
gruppe.   Vorgelegt  v.  d.  w.  M.  S.  Lie.) 

Im  33.  Bande  der  Mathematischen  Annalen  habe  ich  in 
einer  kleineren  Abhandlung  »Zur  Theorie  der  aus  n  Hauptein- 
heiten gebildeten  complexen  Zahlen  <r  eine  von  den  Methoden  des 
Herrn  Lie  unabhängige  Begründung  der  Haupteigenscbaften  der 
Parametergruppe  einer  endlichen  Transformationsgruppe  ge- 
geben. Ich  habe  dort  eine  Recursionsformel  (tl.)  aufgestellt, 
welche  die  die  Parametergruppe: 

(1 .)       =  (fi  [xt ,  x„  •  •  • ,  xn ;  ut  »/„)  =  (fi  [x ;  u) 

definirenden  Functionen  (pi  [x\  u)  kennen  lehrt,  sobald  die 
Componenten  ihrer  infinitesimalen  Transformationen : 

bekannt  sind.  Hierbei  ist  nun  die  Frage  von  Interesse ,  welche 
besondere  Form  diese  Functionen  %f(x)  haben  müssen,  damit 
die  Parametergruppe  gerade  diejenige  canonische  Form  annehme, 
welche  der  durch  Herrn  Lie  gegebenen  Erzeugung  der  endlichen 
Transformationsgruppen  durch  ihre  eingliedrigen  Untergruppen 
zu  Grunde  liegen  muss.  Ich  werde  im  Folgenden  unendliche 
Reihen  für  die  %f{x)  angeben,  welche  diese  Forderung  erfüllen, 
erlaube  mir  aber  wegen  der  Begründung  auf  eine  demnächst  in 
den  Mathematischen  Annalen  erscheinende  ausführlichere  Ab- 
handlung »Neue  Begründung  der  Theorie  der  endlichen  Trans- 
formationsgruppen« zu  verweisen. 

Die  Componenten  der  infinitesimalen  Transforma- 

M*th.-pby».  t'ljuwe  ISSH.  \f> 
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lioncn  der  Parametergruppe  müssen  bekanntlich  die  folgenden 
Bedingungen  befriedigen;  sie  müssen  erstens  den  Differential- 
gleichungen : 

wo: 

(*•)  \k=  ~  clk,h 

und: 

erfüllen  und  zweitens  den  Anfangsbedingungen : 

w  •      =  ^ 

genügen,  wo     A.  =  -  I  oder  0,  je  nachdem  i  =  /.  oder  i  g=  Ä. 

Soll  nun  die  Parametergruppe  ausserdem  die  canonisehe 
Form  haben,  so  sind  hierfür,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  wird,  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  die,  dass: 

n 

(7-)  J?§ik  {■>':  *k  ; 

k=l 

dann  wird  nämlich: 

[8.)  fPi |  («t f ,  af I,  -  -  • ,  on£ :  at  f$  at  aw0  =  a4  (t  +  0  » 

wodurch  die  Zerfallung  einer  durch  die  Gleichungen : 

(9.)  fv<Siz;x);u)=rv[,;V{x;«)) 

charakterisirten  Gruppe  in  ihre  eingliedrigen  Untergruppen  in 
Evidenz  gesetzt  ist. 

Durch  das  Hinzutreten  der  Bedingungen  i7.)  sind  nun  aber 
die  i*/"(.r)  vollständig  bestimmt,  und  zwar  ist: 

HO.)  =  + 

V-'-vf1!!);.     r{i  A.   A"\ Zlk,        cL    ,fr     -  Ci. -.ri.  •••.rfr  , 


! 
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wo  von  den  Zahlenfacloren  A,  —  —  ^ ,  A4     ~  ,  ltQ+i  ==  0  und 

die  übrigen  durch  die  Recursionsformeln : 

(«■•)  +  ^9  ^-(Mt*-i  +  *«V«  +  ■•-M,«-**,) 
bestimmt  sind.  Was  den  Convergenzbereich  dieser  Reihen  be- 
trifft, so  convergiren  sie,  wenn  alle  c\  %  dem  absoluten  Betrage 
nach  unterhalb  G  liegen,  sicher  für  alle  .t,,  die  der  Ungleichung: 

(2.)  I*.  1  +  1*.  |+    •  +l*«l<^ 

genügen. 

Man  wolle  bemerken,  dass  hierdurch  die  Untersuchungen 
des  Herrn  Lie  im  22.  Kapitel  seiner  Theorie  der  Transformations- 
gruppen Uber  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  eine 
neue  Grundlage  erhalten,  insofern  die  Formeln  i<0.  der  infi- 
nitesimalen Transformationen  einer  einfach  transitiven  Gruppe 
von  vorgelegter  Zusammensetzung  liefern;  die  Componenten 
»;,•*  [x]  der  reciproken  Gruppe  sind  dann : 

(13.)  t,?(x)  =!,*{*)+  5V,*,. 

Uebrigens  gebe  ich  in  der  erwähnten  Abhandlung  ein  all- 
gemeines Verfahren  an,  um  unabhängig  hiervon  alle  zu  einer 
gegebenen  Zusammensetzung  gehörigen  transitiven  Transfor- 
mationsgruppen zu  bestimmen. 


16* 


SITZUNG  VOM  3.  JUNI  1889. 


J.  Wislicenua,  lieber  die  chemische  Wirkung  der  in  einer 
Kohlensloffketle  an  das  erste  Atom  gebundenen  Elemente  auf  das 

fünfte. 

Sind  die  von  mir  entwickelten  Vorstellungen  Uber  die  räum- 
liche Anordnung  der  Kohlenstoffatome  richtig,  so  muss  in  einer 
normalen  Kette  derselben  das  erste  dem  fünften  bis  fast  zur 
Berührung  nahe  treten1),  die  mit  dem  ersten  vereinigten  Ele- 
mente sollten  daher  einen  besonders  starken  EinÜuss  auf  die  mit 
dem  fünften  verbundenen  Atome  ausüben. 

Wenn,  wie  aus  zahlreichen  Thatsachen  zu  folgern  ist,  das 
Vorhandensein  des  stark  negativen  Sauerstoffs  in  einer  Verbin- 
dung die  diesem  räumlich  besonders  nahen  Wasserstoffatorae  in 
ihrer  Bindungsfestigkeit  lockert,  und  letztere  daher  leichter  als 
andere  durch  substituirende  negative  Elemente  herausgelöst  und 
substituirt  werden ,  so  sollte  diese  Wirkung  sich  nicht  allein  — 
wie  bisher  beobachtet  —  in  der  «-Stellung,  sondern  auch  am 
fünften  Kohlenstoffatome  der  Kette  stärker  als  an  allen  übrigen 
äussern. 

Ich  habe  diese  Vermuthung  an  der  Sebacinsäure  geprüft 
und  in  derThat  das  Obwalten  derartiger  Verhältnisse  nachweisen 
können. 

Man  hat  bisher  die  Umwandlung  höher  molekularer  zwei- 
basischer Säuren  der  Formel  CnHtn(CO  A)U)i  in  die  kohlen- 
stoffärmeren durch  Oxydation  als  einen  Abbau  aufgefasst,  d.  h. 
angenommen,  die  Wirkung  eines  Oxydationsmittels  finde  an  den, 
den  Carbox)lgruppen  benachbarten  Kohlenstoffatomen  so  statt, 

V  Abhandlungen  uVr  malhcm.-ph> s.  Klasse  XIV,  H. 
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dass  diese  selbst  in  Carboxyl  Ubergehen,  während  die  vorher 
vorhandenen  als  Kohlensaure  austreten. 

CO. OH  CO% 

CHt  CO, OH 

(C//in     +  30=*  (C//4)n     +  lftO 

CHt  CH% 

CO.  OH  CO.  OH 

und 

CO. OH  CO, 

CHt  CO. OH 

m(bfiJn     +60-  (C//sn     +  2/T.0 

CH%  hü. OH 

CO. OH  ~COt 

Die  Sebacinsilure  enthüll  eine  normale  Kelte  von  10  Kohlenstoff- 
atoinen,  welche  sich  nach  den  angedeuteten  Anschauungen  so 
anordnen,  dass  jede  Carboxylgruppe  je  dem  fünften  Kohlenstoff- 
atome, d.  h.  einem  der  beiden  gleichwerthigen  mittelsten  der 
Kelte  besonders  nahe  tritt.  Neben  der  Oxydation  an  den  «-stän- 
digen Methengruppen,  welche  zum  Abbau  führt,  sollte  man  eine 
solche  an  den  von  beiden  Seiten  her  (5- ständigen  und  infolge 
dessen  zwischen  diesen  eine  Aufspaltung  des  Kernes  unter 
Bildung  von  je  zwei  Molekülen  Glutarsiiurc  erwarten: 

C//4  C//4 

^CO.OH  rU  ^CO.OH 

C"*     /CHt  C"*  /CO.OH 

HO. CO  CHt  „o.coA"* 

\./  HO.  CO  CHt 

CH, 

Nun  ist  in  der  That  von  Carettb')  Glutarsiiure  unter  den  Oxy- 
dationsprodueten  der  Sebacinsäure  bereits  aufgefunden  worden. 

I)  Comptes  rendus  101,  H98. 
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Ob  dieselbe  jedoch  als  Product  des  Abbaues  oder  der  Spaltung 
entsteht,  ist  nicht  bekannt. 

Die  Frage,  ob  neben  dem  Abbau  Spaltung  stattfindet,  muss 
sich  aber  entscheiden  lassen,  und  zwar  auf  Grund  folgender 
Betrachtung. 

Durch  den  Oxydations-Abbau  entsteht  aus  einem  Molekül 
einer  zweibasischen  Säure,  abgesehen  von  der  gasförmig  ent- 
weichenden Kohlensaure,  stets  wieder  ein  Molekül  zweibasischer 
Siture  von  niedrigerem  Kohlenstoffgehalt.  Findet  nur  Abbau 
statt,  so  muss  das  Product  der  Oxydation  daher  genau  eben  so 
viel  basisches  Hydrat  zur  Bildung  von  Neutralsalz  verlangen,  als 
die  ganze  Menge  des  zur  Oxydation  gelangenden  Ingredienzes. 

Der  Spaltungsvorgang  dagegen  wird  aus  einem  Molekül  der 
Ingredienzsäure  zwei  Moleküle  der  zweibasischen  Productsäure 
liefern,  welche  zur  Neutralisation  das  Doppelte  der  Basismenge 
in  Anspruch  nimmt. 

Findet  Abbau  neben  Spaltung  statt,  so  werden  die  Oxy- 
dationsproducte  zwar  nicht  ganz  doppelt  so  viel  Basis  verlangen 
als  die  der  Oxydation  unterworfene  Säure,  aber  doch  mehr  als 
die  gleiche  Menge.  Dieser  Ueberschuss  liisst  sich  durch  Titriren 
mit  Normal-Alkali  ermitteln  und  aus  ihm  der  procentische  Betrag 
der  Spaltung  und  des  Abbaues  berechnen. 

So  bedarf  1  g  Sebacinsäure  9,901  ccm  Normal-Kalilösung 
zur  Neutralisation,  eben  so  viel  das  Product  ihres  Abbaues,  das 
der  Spaltung  dagegen  1  9,802  ccm.  Sind  von  je  100  g  der  Sebacin- 
säure  ,rg  gespalten  und  100  -  .rg  abgebaut,  so  gilt  dieGleichung 
19,802  x  +  9,901(100  —  &•)  =  a  ccm  verbrauchten  Normal- 
Alkalis,  oder 

__  a_-  990,1 
9,901 

Da  bei  der  Oxydation  der  Sebacinsiire  selbst  bei  grossem 
Ueberschusse  von  Salpetersäure  immer  ein  Theil  der  ersteren 
unverändert  bleibt  und  nicht  in  wässerige  Lösung  übergeht,  so 
wurde  folgendes  Verfahren  eingeschlagen. 

Je  1 00  g  reine  Sebacinsäure  erhitzte  ich  mit  400  g — -  740  g 
reiner  Salpetersäure  von  1,42  spec.  Gew.  zunächst  im  Kolben  auf 
dem  Wasserbade,  bis  die  Entwickclung  rother  Dämpfe  fast  auf- 
hörte. Dazu  waren  24  bis  40  Stunden  erforderlich.  Dann  wurde 
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noch  etwa  10  Stunden  lang  auf  freiem  Feuer  gekocht,  und  die 
gesammte  Lösung  in  einer  Schale  auf  dem  Dampfbade  abge- 
dampft. Der  Rückstand  wurde  noch  mehrmals  mit  etwas  Wasser 
vermischt  und  wieder  verdampft,  bis  er  keine  Spur  von  Salpeter- 
saure mehr  enthielt.  Hierauf  wurden  500  g  Wasser  zugesetzt, 
wobei  sich  unveränderte,  sehr  schwer  lösliche  Sebacinsäure, 
welche  sich  als  ganz  rein  erwies,  abschied.  Dieselbe  wurde  auf 
trocken  gewogenen  Filtern  gesammelt,  mit  Wasser  gewaschen, 
getrocknet  und  wieder  gewogen.  Durch  Subtraction  ihres  Ge- 
wichtes von  dem  angewandten  erfuhr  man  dasjenige  der  in  der 
Lösung  vorhandenen  oxydirten  Säuremenge.  Lösung  und  Wasch- 
wasser wurden  nun  vereinigt,  das  Volum  genau  gemessen,  ali- 
quote Theile  (je  25  cem)  abpipetlirt  und  genau  bis  zur  Neutralität 
mit  Normal -Kalilösung  austitrirt.  So  erfuhr  man  durch  Um- 
rechnung die  Menge  der  letzteren,  welche  zur  Neutralisation  der 
Gesammtraenge  der  gelösten  oxydirten  Säuren  erforderlich  war 
(a  ccm).  Aus  der  bekannten  Menge  oxydirter  Sebacinsiiure  aber 
Hess  sich  berechnen,  wie  viel  Kubikcentimeter  dieselbe  direel 
oder  in  Form  ihrer  Abbauprodiicle  erfordert  haben  würde.  Diese 
Menge  [b  ccm)  war  stets  wesentlich  kleiner  als  die  thatsächlieh 
erforderliche  (o  ccm). 

So  z.  B.  waren  in  einem  Falle  von  100  g  Sebacinsiiure  bei 
Oxydation  mit  700  g Salpetersäure  22,7646  g  unverändert  zurück- 
gewonnen, demnach  77,2374  g  oder  77,24  g  oxydirt.  Bei  blossem 
Abbau  der  letzteren  wären  764,73  ccm  (/>)  Normal- Alkali  zur 
Neutralisation  erforderlich  gewesen,  thatsächlich  jedoch  wurden 
995,90  ccm  («),  also  230,47  ccm  mehr  erfordert. 

Die  Spaltungsproducte  erforderten  zur  Neutralisation  dem- 
nach 2x230,47  =  470,94  ccm,  die  des  Abbaues  534,26  ccm.  Dies 
ergiebt  aber  in  77,24  g  oxydirter  Säure  53,96  g  abgebauter  und 
23,28  g  gespaltener  Sebacinsäure  oder  auf  je  100  g  oxydirter 
Säure  69,86  abgebaute  und  30,14  gespaltene  Sebacinsäure. 

Wurde  weniger  Salpetersäure  zur  Oxydation  angewendet, 
so  wurde  mehr  unveränderte  Sebacinsäure  zurückgewonnen, 
es  war  also  weniger  verändert  worden.  Das  Verhältniss  zwischen 
abgebauter  und  gespaltener  Säure  blieb  jedoch  stets  annähernd 
dasselbe,  indessen  zeigte  sich,  dass  der  gespaltene  Antheil  mit  der 
Menge  der  Salpetersäure  ab-,  der  überhaupt  grössere  abgebaute 
Antheil  dagegen  zunahm. 
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So  wurden  von  je  400  g  Sebacinsäure 


II. 

660  g  Salpeters. 
31,24  g 
46,01  - 
22,75  - 


III. 

740  g  Salpeters. 
22,76  g 
53,96  - 
23,28  - 


L 

bei  Anwend.  v.  440  g  Siilpeters. 
unveründ.  zur.  erh.  57,30  g 
abgebaut  waren     28,08  - 
gespalten     »  14,62- 

Es  ergiebt  sich  daraus  auf  1 00  g  wirklich  oxydirter  Sebacin- 
säure 

I.  II.  III. 

•    an  abgebauter       65,76       66,91  69,86 
an  gespaltener      34,24       33,09  30,41 

Als  Oxydationsproducte  wurden  ausser  Bernsteinsaure,  Glu- 
tarsüure  und  Adipinsäure  noch  grössere  Mengen  anderer  Sauren 
gerunden,  welche  selbst  und  in  Forin  ihrer  Bariumsalze  sehr 
leicht  in  Wasser  löslich  sind  und  sich  nur  schwer  von  einander 
trennen  lassen.  Sie  scheinen  zweibasische  Monoxysäuren  zu 
sein,  denn  ihre  Bariumsalze  gaben  bei  der  Analyse  fast  immer 
auf  1  Atom  Barium  zu  5  Atomen  Sauerstoff  führende  Werthe: 

CO .  O 
I  \ 


I 

co.o 


/ 


Die  Adipinsäure  kann  nur  Product  des  Abbaues,  die  Bernstein- 
saure  wird  auch  solches  der  Spaltung  sein,  da  sie  aus  Glutar- 
saure  durch  Abbau-Oxydation  entsteht. 


J.  Wislicenua,  Vorläufige  Mittheilung  Uber  Fünferring 
Ketone. 


A.  v.  Baeyer1)  machte  bereits  im  Jahre  1885  darauf  auf- 
merksam, dass  ohne  Zweifel  Ringe  aus  fünf  einwerthig  mit  ein- 
ander verbundenen  Kohlenstoffatomen  grosse  Beständigkeit  haben 
werden,  da  beim  Zustandekommen  eines  solchen  die  Bindungs- 
richtungen je  zweier  benachbarter  Kohlensloffatome  nur  um  ein 
Geringes  (0,44°)  von  der  nomalen  abgelenkt  werden  müssen,  um 
den  Hing  zu  schliessen. 

Zu  demselben  Resultate  gelangte  ich2)  in  dem  Nachweise, 
dass  in  einer  normalen  Rette  von  fünf  einwerthig  gebundenen 
Kohlenstoffatomen  je  eine  Bindestelle  der  beiden  endständigen 
fast  zusammenfallen. 

Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  Derivate  solcher  Fünferringe 
in  den  sogenannten  Hydrindenkürpern  entstehen,  spricht  für  die 
Berechtigung  dieser  Anschauung,  doch  muss  sich  dieselbe  weiter 
prüfen  lassen. 

Es  ist  nämlich  zu  erwarten,  dass  alle  zweibasischen  Säuren, 
welche  zwischen  den  beiden  Hydroxylgruppen  eine  einfache 
letracarbonide  Kette  haben,  durch  trockne  Destillation  ihrer 
Salze  sehr  glatt  in  Ftinferring- Ketone  Ubergehen  werden,  dass 
z.  B.  die  Adipinsäure  so  das  einfachste  dieser  Ketone,  das  Tetra- 
methen- hieton  oder  Ketopenten  liefern  wird: 

/CHt\  /C//* 

C//t         CO.(K  /O  CH% 

I  >Äa=CO<      )Ba+\  CO 

CH%        CO.O/  0/  CM9 

^Ch/  \?//t 
Adipinsaures  Barium  Ketopenten. 


<  J  Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  18,  2279. 
2)  Abhandlungen  der  legi,  söchs.  Gesellsch.  der  Wissensch.  Malhem.- 
phys.  Klasse  XIV,  1{. 
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Analoge  Verbindungen,  nur  mit  Seitenketten,  sollten  alle  Alkyl- 
etc.  substituirten  Adipinsäuren  liefern,  die  »h'etohydrindene«  aber 
in  analoger  Weise  aus  der  Hydrozimmt-Orthocarbonsflure  und  aus 
der  Ortho -Xylylen-Dicarbonsäure  entstehen. 

HC      C      NC//S  HC      V  CHt 

II    I       I  II    I  / 

HC      C  „  ,  HC  C 


U„C03  +  "^  X/ 

r>/\ 


CH      CO  CO  XC  CO 

H 

«-Ketohydrinden 


I      I  // 

0  O 


Ba 

Hydrozimml-Orthocarbons.  Barium 
H  H 

c  /CHi\  /C\/CH: 

HC       C  CO.Ov  HC  C 

II       |  xÄo  —  BaCOi  +    II      I  CO 

HC      C  CO.O/  HC      C  y 

N/Njfl/  ^C^CHt 

H  H 

Ortho-Xylylen-Dicar-  ^-Ketohydrinden. 
bonsaures  Barium 

Ich  habe  die  drei  Fülle  untersuchen  lassen  und  dadurch  die 
Yermuthung  vollkommen  bestätigt  gefunden. 


1.'  Adipinketon  oder  Ketopenten 
von  Dr.  Willibald  He.ntschkl. 

Reines  adipinsaues  Calcium  oder  Barium  liefern  bei  der 
trocknen  Destillation  aus  einer  kleinen  Kupferblase,  die  man  am 
besten  mit  Kohlensäureanhydrid  gefüllt  hält,  neben  wenig  Wasser 
ein  bräunlich  gefärbtes  Oel  in  sehr  guter  Ausbeute.  Schon  bei  erst- 
maliger Rectification  lässt  es  sich  in  einen  zwischen  \  28° und  132° 
siedenden  Haupttheil  und  eine  geringere  Menge  eines  erst  ober- 
halb 200°,  dann  aber  nicht  ohne  Zersetzung  destillirenden  dick- 
lichen Oeles  zerlegen.    Im  luftverdtinnten  Räume  bei  30  mm 
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Quecksilberdruck  geht  letzteres  unzersetzt  zwischen  135°  und 
140°  Ober  und  erscheint,  wie  Hömisch-Camillenöl,  schön  blau 
gefärbt. 

Bei  der  Verbrennung  liefert  das  letztere  Ocl  Zahlen,  welche 
zur  Formel  Ct(tHiA0  führen. 

Berechnet :  Gefunden : 

Cl0    80,00  80,09  % 

//14      9,33  9,03  - 

0      10,67  — 
100,00 

Da  dein  niedriger  siedenden  Hauptanthcilc  die  Formel  f6  //H  O 
zukommt,  so  wird  die  hochsiedende  Substanz,  ähnlich  wie  Mesityl- 
o\yd  aus  Aceton,  nach  der  Gleichung 

2Cs//ÄOr-  //40+  C{0IfuO 

entstanden  sein. 

Aus  den  zwischen  128°  und  132°  siedenden  Antheilen  ge- 
winnt man  das  Adipinkelon  am  leichtesten  rein,  indem  man  die- 
selben mit  einer  concentrirten  Lösung  von  Nalriumbisultit 
schüttelt,  die  vollkommen  erstarrte  Masse  absaugt,  abpresst,  den 
Rückstand  gut  mit  Alkohol  auswascht,  von  Neuem  abpresst,  und 
die  so  erhaltene  reine  Natriumsulfitverbindung  des  Ketones  nach 
dem  Trocknen  durch  Destillation  mit  Wasser  zersetzt.  Mit  letz- 
terem geht  ein  farbloses,  angenehm  pfefferminzartig  riechendes 
leichtes  Oel  über,  welches  abgehoben,  mit  entwässertem  Glauber- 
salz  getrocknet  und  durch  Destillation  rein  gewonnen  wird.  Es 
destillirt  fast  vom  ersten  bis  zum  letzten  Tropfen  bei  130,5°.  Die 
Analyse  lieferte  zur  Formel  C.  //8  0  sehr  gut  stimmende  Zahlen. 

Berechnet :  Gefunden : 

Cs    71,43  71,27  % 

//„     9,52  9,5fi  - 

O  19,05 
4  00,00 

Dieses  Adipinkelon  verbindet  sich  leicht  mit  Hydroxylamin, 
wenn  man  beide  in  alkoholisch  wässeriger  Lösung  mit  einander 
vermischt  und  einige  Zeit  stehen  lässt.  Man  versetzt  dann  mit 
Wasser,  äthert  die  Flüssigkeit  aus  und  erhalt  nach  dem  Ab- 
deslilliren  des  Aethers  ein  Oel,  welches  beim  Stehen  über 
Schwefelsäure  krystallinisch  erstarrt.  Unter  vermindertem 
Drucke  lässt  die  neue  Verbindung  sich  unverändert  destilliren 
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(bei  45  tum  Quecksilberdruck  liegt  der  Siedepunkt  bei  120 — 121°) 
und  bildet  dann  eine  farblose,  auch  nach  dem  Umkrystallisiren 
bei  56°  schmelzende  Krystallmasse,  welche  zweifellos  das  Adi- 
pinketoxim  C5  //„  S{OH)  ist. 

Durch  Salpetersäure  von  1,2  specifischem  Gewicht  wird 
das  Keton  mit  stürmischer  Heftigkeit  oxydirt  und  dabei  in  Glutar- 
säure  und  eine  geringe  Menge  Bernsteinsäure  verwandelt.  Den 
Verdampfungsrückstand  nimmt  man  in  Wasser  auf  und  sättigt 
mit  Bariumhydrat.  Dabei  scheidet  sich  etwas  bernsteinsaures 
Barium  ab,  dessen  Siiure  bei  180°  schmilzt,  dabei  stark  zum 
Husten  reizende  Dämpfe  ausstossend.  Die  von  dem  bernstein- 
sauren Barium  abfiltrirlc  Mutterlauge  kryslallisirl  nach  starkem 
Kinengen  in  schönen  Prismen- Aggregaten,  welche  durchaus  die 
Zusammensetzung  des  glutarsauren  Bariums  besitzen,  indem  sie 
bei  150"  24,93#  Wasser  verloren  und  im  Trockenzustande  einen 
Bariumgehalt  von  5 1 ,08 %  gaben.  Die  Formel  C\  //Ä  Ba  O,  +  5  Ü%  0 
verlangt  25,2 1  %  Wasser,  wahrend  sich  für  C6  //6  Ba  04  51 ,3 1  %  Ba 
berechnen. 

Durch  Füllung  einer  verdünnten  Lösung  des  Bariumsalzes 
mit  Zinksulfat  wurde  eine  Lösung  des  Zinksalzes  dargestellt, 
welche  beim  Erwärmen  die  charakteristischen  Ausscheidungen 
von  glutarsaurem  Zink  ergab. 

Die  aus  dem  Bariumsalze  durch  genaue  Zersetzung  mit 
Schwefelsaure  freigemachte  Siiure  zeigte  den  Schmelzpunkt  der 
Glutarsiiure. 

Die  Menge  des  erhaltenen  glutarsauren  Bariums  betrug  mehr 
als  80  #  von  der  nach  den  Gleichungen 


berechneten;  y*ff  seines  Gewichtes  wurde  an  bernsteinsaurem 
Salze  gewonnen. 

Diese  sehr  glatte  Oxydation  des  Adipinketones  zu  Glutar- 
süure  spricht  unbedingt  dafür,  dass  dasselbe  das  Ringkclon 
»h'etopentena  ist: 


C,H,0  +  :iO^ChHnOA  , 

C,  II,  ()<  -f  Ba  (0  II),  =  //<  0  -f-  C,  II,  Ba  0A 


CIL 


Cll 


/ 


CO.  OH 


Cll 


/ 


CO. OH 


CHt 


CHt 
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Es  mag  hierbei  erwähnt  sein,  dass  genau  dasselbe  Keton  in 
den  sogenannten  Holzölen  vorkommt,  welche  bei  der  Kectitication 
des  rohen  Holzgeistes  hinterblciben.  Aus  den  Fractionen  4  25 — 
1 35"  desselben  gewinnt  man  es  durch  Umwandlung  in  dieNatrium- 
fulfitverbindung,  Auswaseben  desselben  mit  Alkohol,  Abpressen, 
Trocknen  und  Destillation  mit  Wasser  als  leichtes,  farbloses, 
pfefferminzartig  riechendes  Oel  von  1 30,5°  Siedepunkt,  dessen 
Oxim  bei  56°  schmilzt  und  welches  durch  Salpetersiiure  mit 
stürmischer  Heftigkeit  zu  GlutarsUure  und  wenig  Bernsteinsüure 
oxydirl  wird.  Bei  der  Elementaranalyse  lieforte  es  die  zur  Formel 
CB  //K  0  führenden  Werthe  C  =  71 ,36#  und  //  =  9,38#. 

Ein  Ober  Wasser  geschichtetes  Gemisch  des  Ketones  mit 
Aether  wird  durch  eingetragenes  Natrium  grösstenteils  zu  dem 
bei  139°  siedenden  Alkohol,  dem  llißro.rijjn'nten 

CIL 

/  CH, 
CH,  | 
\        XU. OH 

ch/ 

reducirt,  welcher  69,54 ^  C  und  H,57#  //  ergab,  wahrend  die 
Formel  Cs//l0O  09,76  und  4  4,62^  verlangt. 

Durch  Salpetersäure  wird  dieser  Alkohol  wieder  sehr  heftig 
zu  Glutarsäure  oxydirt,  durch  Jodwasserstoff  in  sein  bei  180°  — 
181°  siedendes  Jodür  C6  HtJJ  (berechnet  6i,79  %  ,  gefunden 
64,55  3;  Jod)  verwandelt. 

Die  weitere  Bearbeitung  des  Adipinketones  wird  im  hiesigen 
Laboratorium  durchgeführt. 

CH  CH 

eil     c/  x 

2.  Das  «Ketohvdrinden,    Ii         l  C/V 

von  E.  König. 

Diese  Verbindung  wird  leicht  erhalten,  wenn  H\drozimmt- 
Orthocarbonsilure  in  freiem  Zustande  oder  als  Bariumsalz  der 
trocknen  Destillation  unterworfen  wird.  Im  ersteren  Falle  ent- 
wickelt sich  KohlensJluregas  in  reichlichen  Mengen,  im  letzteren 
bleibt  Bariumcarbonat  zurück.    Zweekmüssig  nimmt  man  die 
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Destillation  aus  einem  Metallbade  vor.  Das  braun  gefürbte 
Destillat  erstarrt  zu  einer  Krystallmasse,  welche  entweder  durch 
Umkrystallisiren  aus  Aeiher,  oder  durch  Ratification  gereinigt 
wird. 

Das  Hauptproduct  bildet  farblose  Krystalle,  die  bei  40° 
schmelzen  und  bei  243°  destilliren.  Bei  der  Verbrennung  lieferte 
es  Werthe.  welche  für  die  erwartete  Formel  C9  //„  0  gut  stimmten. 

Berechnet :  Gefunden : 

C9    81,82  81,55  81,47 

H\     6,06  6,46  6,27 

0     1  —  — 

100,00 

Durch  Reduction  in  saurer  oder  ätherischer  Lösung  daraus 
den  entsprechenden  secunddren  Alkohol  zu  gewinnen,  gelang 
nicht.  Es  entstanden  immer  höher  molekulare  nicht  wohl  zu 
reinigende  Körper,  welche  wahrscheinlich  Condensationspro- 
duete,  theilweise  vielleicht  auch  Pinakone  sind. 

Dagegen  lasst  sich  der  gesuchte  Alkohol  durch  Vermittelung 
des  Oxims  darstellen.  In  alkoholischer  Lösung  setzt  sich  das 
Keton  leicht  mit  Hydroxylamin  um  und  liefert  dabei  ein  aus 
Alkohol  gut  krystallisirendes  farbloses  Oxim,  dessen  Schmelz- 
punkt bei  I  43°  liegt.  Dasselbe  giebt  zur  erwartenden  Formel 
C,,  //„ :  \.OH  stimmende  Analysenresultate. 

Berechnet :  Gefunden : 

C„    73,47  73,24 
//„      6,12  6,44 
N      9,52  9,63 
O     10,89  - 
1 00,00 

Ebenso  liefert  das  Keton  mit  Phenylhydrazin  in  alkoholischer 
Lösung  leicht  eine  kristallinische,  bei  133° —  134°  schmelzende 
Phenylhydrazinverbindung 

C,Hn  :  A  .  NU.  C„//5  . 

Berechnet:  Gefunden: 

C„    81,08  80,83  80,98 

Hu      6,31  6,74      6,51  — 

N%     12,61  -        -  12,58 

100,00 
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Bei  der  Reduction  in  saurer  Lösung  gehen  beide  Verbin- 
dungen, die  letztere  unter  gleichzeitiger  Abspaltung  von  Anilin, 
in  die  Amidverbindung 

Uber,  deren  neutrales  Chlorwasserstoffsalz  beim  Erwärmen  mit 
einer  wässerigen  Lösung  von  Kaliumnitrit  ein  Oel  abscheidet, 
welches  zwischen  233°  und  234°  unzersetzt  deslillirt  und  der 
dem  Kelon  entsprechende  Alkohol  CtJ  ll9  .  OH  ist. 

Berechnet :  Gefunden : 

C„      80,60  80,70 
//l0      7,46  7,95 
0      11.74  — 
100,00 

Wird  das  Keton  in  Eisessiglösung  mit  trocknem  Chlor  be- 
handelt, so  bilden  sich  zwei  verschiedene  kristallinische  ge- 
chlorte Derivate,  welche  in  Folge  verschiedener  Löslichkeit  von 
einander  getrennt  werden  können: 

1.  Das  Dichlor- a-h'etohi/drinden ,  C9  HtCltOi  schmilzt  bei 
76,5—77°. 

Berechnet :  Gefunden : 

C(J    53,73  53,44  —  — 

II,      2,99  3,26  —  — 

Clt    35,32  —  35,12  35.16 

O      7.96  —  —  — 
100,00 

2.  Das  Tetrachlor  -  a  -Kelohydrinden ,  C9  HiCl40,  hat  den 
Schmelzpunkt  107°. 

Berechnet:  Gefunden: 

C,  40,00  39,84  — 

H4  1,48  1,89  — 

ClA  52,59                 —  52,74 

O  5,93                 —  — 

100,00 

Weitere  Untersuchungen  von  Derivaten  des  «-Ketohydrin- 
dens  werden  bald  abgeschlossen  sein. 


244        J.  WlSLICENtS,   MlTTHEILl  NG  l'BEB  FÜNPERRING-KeTONE. 


C  H       (j/      ^ » 
3.  Das  p-Ketohydrinden,    II         i  CO  . 

von  H.  Benedict.  \     /  ^CH  ^ 

CH 

Das  Caleiuinsalz  der  o-Xylylcndicarbonsäure  liefert  heim 
Erhitzen  im  luftverdünnten  Räume  ein  kri  stallinisch  erstarrendes 
Destillat,  welches  beim  Umkryslallisiren  aus  Aether  in  farblosen 
KrysUillchen  von  60°  Fp.  und  224°  Sp.  erhalten  wird.  Es  ist  das 
gesuchte  ß- Kelohydrinden  und  giebt  bei  der  Analyse  Werthe, 
welche  zur  Formel  C9  //„  0  befriedigend  stimmen. 
Berechnet:  C9  81,82  Gefunden:  82,20  81,86 
//„     6,06  6,48  6.20 

0     12,12  —  — 

In  alkoholischer  Lösung  mit  Hydroxylamin  in  Reaction  ge- 
bracht, bildet  es  ein  durch  Umkrystallisiren  aus  Aether  rein  dar- 
stellbares Oxim,  dessen  Schmelzpunkt  bei  150°  liegt. 
Berechnet:  C„    73,47     Gefunden:  73,27 
H9     6,12  6,65 
N     9,52  9,23 
O    10,89  — 
Aus  dem  Keton  durch  directc  Reduction  den  entsprechen- 
den Alkohol  zu  erhalten,  gelang  nicht.  Es  wurde  daher  der  Weg 
der  Reduction  des  Oximes  in  essigsaurer  Lösung  mit  Natrium- 
amalgam eingeschlagen.  Wird  die  Lösung  nach  erfolgter  Reduc- 
tion alkalisch  gemacht  und  mit  Aether  ausgeschüttelt,  so  geht 
eine  Basis  in  Lösung,  welche  mit  Chlorwasserstoff  ein  krvs- 
tallinisches ,  aber  äusserst  leicht  zerfliessendes  Hydrochlortlr 
liefert.  Da  das  letztere  sich  zur  Analyse  nicht  eignet,  so  wurde 
es  in  die  schwer  lösliche  Platinchloridverbindung  übergeführt, 
welehe  in  der  That  einen  der  Formel 

{C.jH9  .  NHtCl)%PtCl% 
entsprechenden  Platingehalt  besitzt. 

Berechnet:  28,79  #  Pt     Gefunden:  88,47 % 
Die  Umwandlung  der  Aminbasc  durch  Salpetrigsiiure  in  den 
Alkohol,  sowie  die  Oxydation  des  Ketones  sind  noch  nicht  abge- 
schlossen. 


Digitized  by  Google 


W.  Scheibner,  lieber  den  Zusammenhang  der  Thetafun- 
ctionen  mit  den  elliptischen  Integralen. 

Fortsetzung  zu  8.  I0«.1) 

14. 

Da  für  reelle  Werthe  von  q  die  Wurzeln  des  Radicals  H  reell 
sind,  so  wollen  wir,  um  auch  den  Fall  zu  behandeln,  in  welchem 
zwei  Wurzeln  von  H  conjugirt  cornplex  werden,  qi  statt  q  setzen. 
Alsdann  wird 


\)  Art.  4  0,  S.  4  03  hätte  angemerkt  Werden  sollen,  dass  der  unbedingt 
convergirende  WEiERSTRAss'sche  Productenausdruck 

pp- 

nicht  bloss  die  Function  sondern  auch  die  übrigen  coordinirlen  Fun- 
ctionen Cu,  Cj  «,  C3  M  darstellt,  wenn  respective 

«=j»»  +  (p'+l)Ai  ,       to  =  (p  +  i)7t+p'hi 

und 

»=(P  +  i)«  +  <p'  +  i)*< 

gesellt  wird,  wahrend  p  und  p'  ohne  Einschränkung  alle  ganzen  Zahlen 
zwischen  ±  00  durchlaufen.    Eine  genaue  Vntersuchung  der  elliptischen 

unendlichen  Doppelproducte  von  der  Form  II  ft  ^—         ;  hat 

bekanntlich  Eisenstein  im  35.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  4  53— i74 
geliefert. 

Math.-pbys.  CU»se.  1^».  17 
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#t  (" ;  7 0  :=  2  ^  7*  {sin  M  " I"  7* sin  3  M  ~  76 sin  5 m  —  7 ,4sin 7 k  •  • }  , 
i>i[it,qi  z=^2i\ql  (cos  f«  —  7*  cos  3  ii  -   9"  cos  5  t/  |  7,scos7u«*>}  , 

so  dass  von  den  zwölf  Quotienten  der  Thetafunctionen  nur 
^l"'9'1  und  reell  bleiben.    Mittelst  der  Multiplica- 

tionsformel  (C.)  des  Art.  4  leitet  man  leicht  die  Ausdrücke  ab: 

^ !«,  7'.>      M      (74  ^  *'<>  ?*]  f     7*  fr,  [2i#,  7f .}  , 

welche  eine  einfachere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  u  statt  i/i 
und  7  statt  7*  schreibt. 

Wir  führen  mithin  als  Argumente  J?i  statt  u  und  /  yq  statt 
7,  oder  - — -— -  statt  /t  ein,  wodurch 

V*  iiu,iyq)      0,0h-  &0^u  _       jju  fr,  ^ 
«>7)  +  ^^i"     l#  i«)     Ii«)  / 

I      eos  np  , 

hervorgeht.  Zugleich  wird 

*  (i  m  , »' #3  ii  M 1  «V?)  =  ^3  ^3 «  1 
(5     iyq)  «Vi«,  *></)  —  Vi&iOt"  , 


sowie 


['I  i) (1  "  '1  7)  ;    -I  '•'>  i" !*t  i")  • 
Schreibt  man  nunmehr 
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_.«.('>«>  'Vgl 

m  =  i 7t  (iM  i  «Vf)  =      )  !8 (i « .  '  V  7) 

wodurch  ?;4  und  ri&  die  Perioden  i/r  und  ix  -\-  Ai,  also  auch  2Ai 
erhalten,  und  setzt  zur  Abkürzung 

SO  folgt 

und  durch  Differentiation : 


n'  u  =  -  \      tg  ,V  VtfffosV+T'Tii?«/) 
*     cos  }  '/> 


15. 

Hieraus  entspringen  die  Formeln 


IT 
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» -  { »J cot i^=i *; Müiwji , 

»,(*«,•»*) 

»IC*«», «9*)H,  =  *J!*«W)  ».  =  {**,' («'?*}}'*,(",  <V  • 
Setzt  man 

H«=4  (,'  -  ,)  («"  -  ,)  (t-  -,)=*(«,_,)>-,,  (f  „  -,)-,,, 
so  wird 

wahrend  die  Invarianten 

die  nämlichen  Wert  he  wie  Art.  6  für  ,r3  s=  -  1    annehmen,  wofür 

-  vgl = {i^;('?j)r = -  a 

gefunden  wurde. 

Liisst  man  jetzt  auch  das  Argument  u  imaginär  werden  und 
schreibt 

so  ergehen  sich  die  Gleichungen 
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<!'h  =  (!*.('? )}  — : — — ''"  • 
»'*•  (*«•'.  »Vi 

während  #3  sein  Vorzeichen  unikehrt. 

Die  entsprechenden  Integrale  zweiter  Gattung  endlich 
nehmen  die  Form  an: 

■♦«»«•«ff*)        «  H  '       2  Mi", 'V)   ^  77 


16. 

Nachdem  im  vorigen  Artikel  die  gleichen  Invarianten  wie  für 
.r,  =  — *-  erhalten  worden  sind,  wollen  w  ir,  um  analog  zu  den 

Invarianten  für  er,  =         und  xa  =  — *—  zu  gelangen ,  in  die 

Gleichungen  des  Art.  7  erstens  q*  statt  q,  und  zweitens  $  u  statt  m, 
so  wie  yq  statt  7,  oder  JA  statt  /<  einführen.  Damit  wird 
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erstens*} 


"(?')  ^_ 


COS  f/> 

mit  den  Perioden  ;r  und  ; 

I)  Man  kann  bemerken,  dass  die  Falle  4j  und  2)  die  beiden  Transfor- 
mationen enthalten,  welche  die  Namen  von  Gacss  und  von  Landen  tragen 
und  nach  JACOBi's  Bezeichnung  supplementiir  sind  (supplementariae  ad 
'luplkationem).    In  der  That  wird  für 

»x  [u ,  e*j  _  ,>3y  ?J  MU^Kgj 

Von  den  mannichfachen  Formen  ,  welche  man  diesen  Relationen  geben 
kann,  mögen  hier  nur  die  folgenden  angeführt  werden  : 

■m»+».-y.t!l:+r'!£3. 

•g"fi«  —       +  *' 
|g(o,- e/j  =  tg  •/  ,        sin  a(jp'-qp;=xsiny  , 

wo  bekanntlich  x  =  (|*)  ,  x'  =  ( ^'geschrieben  sind. 
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zweitens') 

mit  den  zugehörigen  Perioden  2;/  und  At. 
Durch  Differentiation  erhält  man  hieraus 

#>  •  ri'u      II*  --  i  ><  -  i?)  fet  -  »?)  («3  -  »?)  »    «4  >  «t  >  f3 

-  *  («•  - '/) .v*  («•  -  Ii      i    f •  ■  i  («i  +■ •« 4  f  3) 

und  zwar  wird  im  Fall  1): 

h"- («,-*)  [ig -*'/)f-*'*:i  - 


»IT)-*'»;- v  V  ' 
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gl-  Vlg\  =  I6{»; (,«)}'  =  &»tK»U 
im  Falle  2  dagegen: 

f  -(«,->?)  [(J  -  8"?)*  -  . 

A  (»*  +  <6*J*J) .  sr,  -  jU     +  *Jl  '»"  -  - 

17. 

Als  die  zugehörigen  Integrale  gehen  die  Ausdrücke  hervor: 
Jr;    H    J-~  H    Jn%  H    Jt,  H  ' 

nebst 

Jr,f«  </i;  TT 

im  ersten,  und 


im  zweiten  Falle. 

Hier  liegen  und  zwischen  t%  und  f  1?  i;,  und  iti  aber  sind 
kleiner  als  * 3.  Bei  Einführung  imaginärer  Werthe  von  u  dagegen 

sind  rit  und  »<3  zwischen  *4  und  f3  enthalten,  wahrend  i,  und 
grösser  als  e ,  werden.  Dann  hat  man 
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sowie 

je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall  betrachtet  wird.  Zu- 
gleich gelten  die  resp.  Gleichungen: 

©>,,«,  H§  =  {*,'(,•)}'*,  Ju.9*)  , 
;,</,,')  «S  =  {y,(9,)}'y*l  (««»',9*)  , 

&(\uyyq)Hti=  iW\{Vl))'»A»,V<i)  - 

Es  handelt  sich  noch  um  die  Werthe  der  Integrale  zweiter 
Gattung.  Diese  werden  im  ersten  Falle 

r£«  9^2  _  _  P  JJÜ! 
y<|f|<,0—   f*3  r*di 

</*)  _  r7»  2^3  _    rft  ^rf 

«     (ui,  q*)     th  tjdtj 
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Dagegen  ergehen  sieh  im  zweiten  Falle: 
Ff)  «  ' 

u' y?)   A   //  ' 
•»*iii««tFfJ  ^,    H  ' 

■»  Vf)"    -'^     ff  ^  ff  ? 

•/ea  ff 

18. 

Die  Herren  II  kr  mite,  Cavlky  und  Aroisholi»  1  haben  für  das 
elliptische  Differential  die  Form 

 dp  

VIP*  -  UtV  -  fJ3 

aufgestellt,  welche  sich  namentlich  durch  die  Untersuchungen 
von  Herrn  Wkikrstrass  als  besonders  vortheilhaft  erwiesen  hat. 


i)  Hemmte,  Crcllc  Band  51,  Seite  8;  Cavlky,  Crelle  Bnnd  50,  S.  287, 
Band  55,  S.  24  ;  Aroshold  im  Berliner  Monatsberic  ht  1861,  S.  463. 
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Der  enge  Zusammenhang  mit  den  Formeln  der  ArtL  8, 45, 4  6  liegt 
auf  der  Hand.  Denn  setzt  man  dort 

V" 

—  *  =  -PI 

und  bezeichnet  mit  Weierstrass  durch  e{  >  e%  >  ^3  die  Wurzeln 
der  cubischen  Resolvente1) 

während  für  <?J  <  21  gl  e'  die  einzige  reelle  Wurzel  sei.  so  wird 


Tu  *V'  -9tP-9M=  -äeP, 


PP  dp      f^dp      fVidp     f*idp     p™  dp  PPidp 
"~  Je3  ~PJPt  ~PJet   ~PJPi    P    Jp,  ~PJ&  T 

Für  die  Wurzelwerthe  ergeben  sich  die  Ausdrücke: 

«.=*§£-«.=*(*;-*•), 

während  in  den  beiden  Fullen  des  Art.  16: 

1)  f,=«.-«,=i{»'{?4)+*;(?,)}=A(*4-*;4-6*,»5 . 

«,=«.-«.=*{*:  (91)  -  **  (?')}  = + »i  -  e »'  , 

',=-=*„-',=  -i(*i(<?,)  t-»l(7,))=-i(*>4+»i) 

2)  *,=A{*4(H)  +  *J(V9))-^(*J  +  ^) 

= A  M  Wi)  -  V  ( V?)} — A  (*J + *3  -  6  »*J  , 

',=- a  (*i  (v?) + (vi)) = -  a  !*j + *i + 6 »;  *u  • 

4)  Strehlkb,  Crellc  Bon<1  <2,  Seite  858;  Aronmold,  Crelle  Bnnd  39, 
SeMe  158. 
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Für  imaginäre  Werthe  der  Amplitude  hat  man 

v = n  -  I-  $r  —  9  —  «• 

zu  schreiben  und  erhalt  analog : 

Jr*idp     rvx  dp     fe\  <tp     fiidp     rPi  dp     fe  dp 
Wie  schon  Art.1 0  bemerkt,  gebraucht  Weierstrass  die  Bezeichnung 

19. 

Die  bisher  benutzten  Werthe  der  Invarianten  (/,  und  f/s 
hangen  allein  von  dem  Argumente  q  ab,  es  ist  aber  leicht,  dureh 
Einführung  eines  geeigneten  Factors  tt  zu  zwei  beliebig  gegebenen 

O  *j  C  *  LUC 

Invarianten  (V  und  //,  sei  es  mit  positiver  oder  negativer  Discri- 
minante,  zu  gelangen. 

In  der  Thal  erhalt  man  für 

d  1 

mittelst  einer  leichten  Transformation  aus  den  Formeln  des 
Art.  8: 


»3 


r  .'>         "         r  d3 

wodurch 
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Ö4»H,  =  (8«)  ,    Ö*{«0Hj  7 *•(•»<)  - 

*«  =  r  *•  y  -  ■  >  V  n  -  /«  ^ . 

u.  s.  w.  Für  die  Integrale  zweiter  Gattung  folgt  ebenso 

-  f**]*!      u  s  w 
fl  &u     Jv         II   '    U"  S-  W' 

Die  zugehörigen  Invarianten  werden 
G  =  p'gt  ,    H  =  /t\,,  ,       -  27//*  =  tu"(9l  -  *7ß  • 
wahrend  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvenle 

U3  =  GX  +  H 

ihrer  Grösse  nach  durch 

ausgedrückt  werden.  Die  Gleichungen 


»4 1^' 

=  /«*  [•!  — 

-«•)  =  *l 

•"  I* 

_fS| 

'  =  ."*  («,  - 

«J  = 

—  e3i  =  A4 

-  a, = /.* »; , 

•"  {» 

-tJ) 

-  <v  =  K 

liefern  sogleich  die  Werthe  von  u  und  7.  Denn  u  bestimmt  sich 
als  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus 

m  =  VA,  —  A3    und    n  —  VXi  —  A4  , 
während  /<'  =    T  das  entsprechende  Mittel  aus 


m  =  Vlt  -  a3    und    n1  -  VA4  -  A, 

JXTt 

darstellt.    Damit  wird  q  —  e   t*'  . 
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20. 

Analoge  Resultate  erhält  man  für  negative  Discriminanten 
;ms  den  Formeln  des  Art.  \  '6.  Es  wird 

Hier  ist 

3 

■ 

*«(*«,»»*) 
VfT^-*^^2käSiiiÖ  ,  etc. 

Da  jetzt 

und  die  Resolvente  eine  einzige  reelle  Wurzel 

besitzt,  so  setzen  wir,  um  die  zugehörigen  Werthc  von  u  und  7 
zu  finden, 

q'q  =  12A'/'  -  G  =  4  (/'  -  rj  (A'  -  A'":  . 
Dann  wird 

,ry  ,  c/  +  :U'  ,   fif$J     c/  -  :U'  ,   ^Ä*J  =  » 
mithin  ist  1/  d;is  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus 

m^Vtj}'    und   «  —  Vq'  +  SI'  . 
Dagegen  wird  it'  das  entsprechende  Mittel  aus 

m  -   V  iq     und    «'=  Vy  —  '61'  , 
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womit  unsere  Aufgabe  auch  für  den  Fall  einer  negativen  Discri- 
minante  gelöst  ist. 

Die  beiden  Fülle  des  Art.  16  lassen  sich  ganz  ähnlich  be- 
handeln. Setzt  man 

f  __    rp**t  dri  __    fVidij  chj     t  f1*  (lri 

'  ./,       //      '      x  //      '  ,/,  2      H      *  JpH%  H 
so  ergibt  sieh  im  ersten  Falle 

-  *a  -  !<*  («.  -  -  -  ivt^4 + , 

-  -  3A,  -  q3  ,    ,<4 £j    2<>3  ,    ir^J  =  -  :\ ;.3  +  Pj 

also  /<  das  Gauss'scüc  Mittel  aus 

m^y-  3A,  +  (>3    und    n      V—  3A,  —  £3  , 
und  /*'  dasselbe  aus 

//t  ^  V  _  3A3  -j-  (>3    und    n'=  . 

Im  zweiten  Falle  hat  man 

ra  ~- V31,  +  ^,  ,    n  =  V2^4  ,    m'     V3A,  —  ^  .  1 

1)  Bei  einer  Vergleichung  mit  der  in  meiner  früheren  Abhandlung 
Seile  85/1 4 1  enthaltenen  Resultaten  ist  zu  heachten,  dass  dort  unter  X  die 
reelle  Wurzel  der  Resolvente  verstanden  wird,  welche  mit  der  Invariante 
//  von  gleichem  Vorzeichen  ist;  die  beiden  anderen  Wurzeln  sind  durch 

i  \v  —  X)  und  —  A  gegeben,  wenn  v*  =  X-  —  -  =  G  —  3  A5  ge- 

schrieben wird.  Während  jetzt  A3  sein  soll,  ist  dort  A2>  **>Jl| 

vorausgesetzt. 
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21. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  reiehen  aus, 
um  elliptische  Integrale  von  der  Form 

M 


wo  /"  und  (f  ganze  Functionen  bedeuten,  durch  Thetafunctionen 
auszudrucken.  Man  hat  hierzu  (siehe  S.  33  dieses  Bandes  einen 

l 

irrationalen  Theil  *'|ff  abzutrennen,  dessen  Nenner  gi}  den 

91 

grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  /,en  Grades  von  f i;  und/''»; 
bezeichnet,  wahrend  der  Grad  des  Zahlers  x'j  entweder  durch 

Ä •  =  n  —  01  -f-  /  —  2  ,     oder  wenn  n  <  m  -f-  I  ,    durch    =  /  —  I 

zu  bestimmen  ist.  Schreibt  man 

a=JLH+  fx 

o  ¥  II  ' 

wo  t  =  y  eine  ganze  Function  vom  Grade  m  —  /  wird .  deren 

siimmtliche  Wurzeln  ungleich  sind,  so  ergibt  sich  der  Grad  des 
Zahlers  X  gleich  m  —  /  -f  1 ,  so  dass  bei  der  Zerlegung  iu  Partial- 
brtiche 

4Z     <'  +        +  w 


p 


F         1     '  1  -^-/> 
gesetzt  werden  darf.  Damit  ist 

Q  =  f-^r  du  =  *  H  +  au  +  6v  -f  u> 

auf  die  früher  betrachteten  Normalintegrale  der  drei  Gattungen 
?/.  r,  ir  zurückgeführt. 

Die  Werthe  der  Parameter  />  ergeben  sich  als  Wurzeln  der 
Gleichung  F  =  0,  wahrend  die  Ermittelang  der  Functionen 
und  X  nur  auf  linearen  Gleichungen  beruht. 

In  der  Thal  erhalt  man  durch  Differentiation  nach  »/: 

In  Vv     »»'  f 
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und  für 

p  =  FHH'  x  +  (F'  -  FJ        +  FH*%'  +  </*  . 

Diese  identisch  zu  erfüllende  Gleichung  liefert  die  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  in  *  und  Ar  erforderlichen  linearen 
Relationen. 

22. 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  ein  elliptisches  Integral 
von  der  allgemeinen  Form 

r(pcr  dx 
/« ' 

wo 

X1  =  Ax*  +  i Bx3  -f-  6  Cx*  -f-  4  Z)a^  +  £" 


ein  beliebiges  Polynom  vierten  Grades  bezeichnet,  auf  die  Normal- 
form des  Integrals  £>  zu  reduciren. 

Hierzu  bedienen  wir  uns  des  folgenden  Satzes1):  »Wenn 
das  Polynom 

V  +  *  8  y 3  +  6  6  /  +  4  D  2/  +  <5  =  V  * 

dieselben  Invarianten  G  und  //  wie  X*  besitzt,  so  äquivalirt  die 
Integralgleichung 

dx     _^  rv  dy 
der  algebraischen  Gleichung 

Hier  ist  X  =  X4  X, ,  )  a  ) ,  )  t  geschrieben,  wo 
Xj  ==  /,     -f-  2 m4  a-     «!  i     Xj  =  ltx%  +  2m,  j  -f-  n%  , 

0i|  ni|  sä  C  -f»  A  | 

und  analog 


4)  Zur  Äcdttctton  elliptischer  Integrale,  1879,  Seite  6/68. 
M&th.-phjr».  Cluse.  l&>9.  4  g 
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Y\  =  l, y*  +  2m, y  +  n4  ,      > ;  =  (4//4  +  2nt4 »/  +  n4  , 

nt4ms~<5-h  >• , 
während  A  eine  Wurzel  der  eubischen  Resolvente 

A         H     C  —  2  Ä 
U3=rU+//    oder    0,=  ß 

C-2A     />  £ 

darstellt.  Für  positive  Werthe  der  vorkommenden  Hadic.de 
correspondiren  einander  die  doppelten  Vorzeichen  der  obigen 
Gleichungen.  Die  drei  Wurzeln  k  entsprechen  den  drei  mög- 
lichen Zerlegungen  von  X  und  }',  von  denen  entweder  nur  eine 
oder  alle  drei  reell  sind. 

Wir  setzen 

und  bezeichnen  die  den  drei  Wurzeln  oder  Zerlegungen  ent- 
sprechenden Werthe  durch  nr  ci'  m"  resp.  %  % 


n. 

Die  hier  eingeführte  Function  m(x,  '/.  besitzt,  wie  a.  a.  0. 
gezeigt,  bemerkenswerthe  Eigenschaften.  Setzt  man 

fBVf  =  p  (.r)  —  /.  ,    A'  X  tr=  f{x)  , 

so  wird 

I)  Nach  der  Terminologie  der  neueren  Algebra  würde  das  Aggregal 

r  xjV  - /o  ~h /;  u  - •'•<>!  +  r1«  /?iJf  -  Je)1 =f-\r  *—r0: + Ar  (x-^» 

als  zweite  Polare  von  /\r  zu  bezeichnen  sein.    Diese  von  Herrn  F.  KutlH 
Math.  Annalen  Bd.  il,  S.  454)  gernachte  Bemerkung  glaube  ich  hier  her- 
vorheben zu  sollen,  da  Herr  Pick   Annalen  Bd.  28,  Seite  309)  darüber 
sagt:  Formeln,  welche  dieses  wenigstens  zum  Theil  (?)  leisten  (sc.  die  ele- 
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203 


von  der  Wurzel  X  unabhängig.  Folglich  wird 


2 cjm'üj"  =  P=  Vi/)1  —  Gp  -  II  . 

Durch  Elimination  des  Radicals  X9X  geht  eine  in  Bezug  auf  /) 
und  auf  x  —  x0  quadratische  Gleichung  hervor,  welche  in  der 
Form 

geschrieben  werden  kann,  wenn 

9 = iV/7"  -  */r = *  v  •  (.v  .v  -  2  .v  rj 

die  biquadratische  Covariante  von  f  bezeichnet. 

Jede  derartige  Gleichung  führt  nach  einem  bekannten  Ei ler- 
schen  Satze  zu  einer  Gleichung  zwischen  elliptischen  Differen- 
tialen, und  zwar  ergibt  die  directe  Rechnung 

(¥)*-(¥)'■ 

Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  aber  liefert  identisch 

mentaren  elliptischen  Functionen  als  explicite  Ausdrucke  in  den  Grenzen 
und  Constanten  des  Integrals  darzustellen),  sind  seit  längerer  Zeit  bekannt 

dx 

für  die  Form  des  elliptischen  Differentials  -y—  ,  und  zwar  aus  den  Unter- 
suchungen von  Herrn  Weierstrass  'in  dessen  zu  Berlin  gehaltenen  Vorle- 
sungen) und  von  Herrn  Scheibner  (Abhandlungen  der  Kgl.  Sdchs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  1879*.  Allein  erst  von  Herrn  Klein  [Annalen  27,  §  \  l)  ist 
dieses  Formelsystem  vervollständigt  und  was  wichtiger  ist ,  den  Ausdrücken 
eine  Schreibiveise  ertheill  worden,  welche  ihr  wahres  Bildungsgesetz  auf- 
deckt u.  8.  w. 

Herr  Halphen  sagt  im  2.  Bande  seines  TraiU  des  fonclions  ellipliques, 
Seile  359 :  D'apres  M.  Felix  Klein  (a.  a.  O.  S.  457/  i7  paratt  y  avoir  incerti- 

tude  sur  le  premier  inventeur  de  cetle  belle  formule  (sc.  — ~  — rr2- )> 

\  t{X    Xj  1 

quUl  faut,  sans  doute,  attribuer  ä  M.  Weierstrass.  In  meiner  Abhandlung 
Seite  12/68  habe  ich  Biermanns  Dissert.  inaugur.  Berlin  1865  citirt,  der 
sich  ausdrucklich  auf  die  Methoden  seines  Lehren  Weierstrass  beruft.  Im 
Ihrigen  ist  mir  der  Inhalt  der  We irrste ASs'scheo  Vorlesungen  ,  wie  ich  in 
der  Vorrede  vom  Mai  1879  bemerkte,  bis  zur  Veröffentlichung  durch  Herrn 
H.  A.  Schwarz  (Göttingen  1885)  unzugänglich  geblieben.  Zur  Vergleichung 
füge  ich  noch  hinzu,  dass  in  der  früheren  Abhandlung  $f)X YX\  Yx  an 
Stelle  von  dt  X  ztY  pq  E  Y  geschrieben,  und  die  Vorzeichen  der  Radicalc 

f =PV+P\,  n  —  fjy  -t-  7i  s0  beschaffen  sind,  dass  stets  -  -  -f-  —  =  0  wird. 

»  V 

18* 
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mithin 

±Ps=i  f*p-%  +  />-//; . 

\0      —  j-0  t  X0 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  /)  und  g  kann  man  diesem 
Ausdruck  die  Form  geben 

(x  —  £c0)3      4  (5c  —  a.-0)s  '  c/x 

oder 

tl.i-         dp  dm 

~x     =F  jr  —  =Fyy » 

im  Einklänge  mit  der  obigen  Diflcrentialrelation.  Durch  Inte- 
gration folgt 


Jx0     X  Jp      P  ' 


wo  für  positive  Werthe  der  Radiealc  A'  und  P,  welche  wir  stets 
voraussetzen  wollen,  das  doppelte  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem 
a-  >  x0  oder  x  <  a*0.  *) 

Auf  demselben  Wege  erhält  man 


<jy  _  _  d  %         fV  dy  _      /»•  dq 

r^+z'z" 1   4  r     Jq  o 


4)  Die  quadratische  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn  man  das  Vor- 
zeichen des  Radicals  X  umkehrt.  In  der  That  kann  man 


A',  XV,     As  ,V"    /o     AT  A0  f'ü  . 

i{x-x0i     '  "^i-^r^-x/^'» 

d  die  analogen  R 
Integration  der  Gleichung 


setzen  und  die  analogen  Resultate  wie  oben  ableiten,  nur  ergibt  jetzt  da- 


rf .r   dp 


4-T-^.T-    ™*-  =  f. 

geschrieben  und  das  Vorzeichen  von  [x  —  x0)-'[p  —  p0)  zu  wählen  ist. 


Digitized  by  Google 


Thbtafinctionbn  OTTO  elliptische  Integrale.  265 

wenn 

  v  v      -u  t  >  f o  ^  ~r~  f  ^  o   i   fo  ^  f 

QQ=tq>-Gq- ff  ,    *3  =  ?(y)-A 
geschrieben  werden. 

24. 

Die  Gleichung 
welche  der  elliptischen  Transformationsformel 

A       ''y0  Y 

entspricht,  kann  folglich  ersetzt  werden  sowohl  durch 

P  (•*')  =  9  M  > 

als  auch  durch  P  =  Q}  wofür  man  auch  schreiben  kann 
wenn  zur  Abkürzung  eingeführt  wird: 

Hierbei  ist  überall  das  Vorzeichen  des  Productes  (x  —  x0  \  {y  —  y0) 
zu  wählen. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  identischen  Aus- 
druck des  vorigen  Art.  für  x  —  .r0,  so  erhalt  man 

nebst 

w  -  t/  -  i  f»P-fl« 


* 
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Die  vorstehende  Gleichung  Hndet  sich  S.  18/74  meiner 
Abhandlung  auf  die  Gestalt  gebracht 

0 ±  *.  (  K  +  ro)  +  2  /*  (y  - .y.i  +  y  y  -  y0)* ' 

wo  die  Constanten  er  ^  /  die  Form 

a  =  «,  A„  ±  «,  )•„ ,    ,y  = :  ß,  X,  ±ptYt,    r=  r,  \  *  h  1 » 

haben,  wahrend 

*  -  f  ff  --  /'9 

gesetzt  ist.  Man  erhalt 

'  _      Lhk*  1  -    1  h  h« 


0 


wenn 

*  =  4(T»-/V)-tV*3a"' 

die  Covariante  sechsten  Grades  von  /"bezeichnet. 

t 

25. 

Wenn  für  %  —  0 
nur  vom  dritten  Grade  ist,  also 
und  man  setzt 

»■J-sm.fy-t,:.  ,  >:-U(y-«J(y-«,)  , 

so  ergibt  sich  der  zugehörige  Wurzelwerth  der  Resolvente 

X  =  #  (f ,  -  et)  . 
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Weiter  hat  man 


Diese  Ausdrücke  nehmen  für  j/0  =  e ( ,  wie  für  y  —  ±  oo 
eine  besonders  einfache  Gestalt  an.  Man  erhalt  im  ersteren 
Falle 


(y  —  f|)  X  =        —  ««)  (et  -  c,j  («t  —  €3)  , 
also  für  <ö  =  —  1 


x  =  _  "[/  (*i  -    f«  -  Sri  f 


und  für  >ö  =  < 


ferner 

(//  -  84) 

Für  unendliche  Werthe  von  ;/0  dagegen  wird,  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  33  : 


folglich 
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Für  y0  =  st  endlich  ergibt  sich 

Cv  —  «■)*  =       —  *«)(«/  —  «tr&  — *J  i 

mithin  für  33  —  i ,  y  <  €4 : 


und  für  33  = ^  —  1 ,  je  nachdem  y  >  ct  oder  y  <e%  : 
ferner 

26. 

Als  Beispiel  setzen  wir 

A'4  =  4  (f ,  -  a?)  («,  -  .r) (c3  -  ar)  ,  f8  =  4  («,  - -  y)     -  y) 

so  w  ird 

p=_(^-^-t,>+tt_,t)i 

oder 

!«i  -  x)  («i  -  y)  =  («i  -  «tl  ■> «  ~  h)  • 

Analog  erhalt  man  für  cr0  —  e4  resp.  r0  =  t3 

(ac  -  «J  («f  ~y)  ==  (e,  -  «J  (e,  -  €,)  , 
(£,  -  ac)  [t,  -  y)  *  («,  -  et)  («t  -  ej  . 
Hieraus  gehen  für 

fl"  «l/»  n/r 

die  Relationen  hervor: 
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*  =  ,  ,  -  ,)(/.'§-  -  .-,)  =  t.'»W  =  3Aj-iG  , 

Durch  Elimination  von      ergeben  sich  ferner: 

-   )('«'?;  -  =  "'*4*2 = *';  -  3i3  - 

27. 

Vorstehende  sechs  Gleichunsen,  welche  leicht  direct  veri- 
ficirt  werden  können,  enthalten  die  Transformationsformeln, 
durch  welche  die  Integrale  erster  Gattung 

y  &" 

"-"7,        H~"L„H      %    'Ii  "J^H 

in  einander  Obergehen.  Wir  wollen  diese  Formeln  noch  an- 
wenden, um  die  Art.  \  I  gefundenen  Werthe  der  Integrale  zweiter 
Gattung  oder  der  logarithmischen  Differentialquotienten  der 
Thetafunctionen  zu  transformiren. 

Man  erhalt  dadurch  die  Ausdrücke  •) : 

1     4/0  §  - 

l)  Vergl.  S.9S/H8  der  Abhandlung  Zur  Reduction  elliptischer  Integrale. 
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*>-«*"     •/•V/'"    ''"    -  „•'><     ;'•><("  ''" 


#',m  ru    du         &Z       .  A  /'U  du 

— « ,  +  .>  ^,  i  ^ — , 

denen  wegen 

•-*lT)-*:(fl-**(D. 

die  folgenden  zur  Seite  stehen: 


*.'»_  /•'  „**".  ......  r1"  du 


du 

•'>:; 

-'/» 

(/»/ 

du 

-  rit 

du 

u  ^ 


*3 
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=-(T-«)|;-^"5f4- 

Diese  Formeln  lehren,  dass  die  Integrale  zweiter  Gattung  als 
Grenzfälle  auf  solche  der  ersten  und  dritten  Gattung  zurück- 
geführt werden  können,  deren  Parameter  p=rtv  die  drei  Werthe 

— - ,       und  ~  annehmen.  Da 
90  =  5-.   V(t)  =  ^  '     7.0  =  -«». 


so  hat  man  in  den  Integralen  dritter  Gattung  v  —  0  oder  r  —  - 
zu  setzen.  Will  man  z.  B.  die  Gleichung 

verificiren,  so  setze  man  in  der  Gleichung 


7t 


des  Art.  12  r  ~  —  -f-  u;  und  entwickle  auf  beiden  Seiten  die  in 

O-'u 

w  multiplicirten  Glieder,  wodurch  der  obige  Werth  von  —  her- 
vorgeht. 

28. 

In  gleicher  Weise  erhalt  man : 
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^3 


I  #t  (u  |j 


^3 


*         (MI)        #  4 
^3 


W.  Scheibner, 

u     du  _&iu 


J*     ■  t     »•  9,  -  £ 


,  /•«  du 


'  'o  »  -  tS  > 


*3 


und  wegen 


I  + 


i  #,>i)  ,/»        k#"  du 

I^(MI)' 


"  ~  *a 

f\h  du 

I    K    ~  1 

/*i  A     </  m 

/     ^  z 

,  /»JA  m"m 

1  /     -  ^ 

-  7^ 
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du 

9» 

—  'h 

du 

du 

r,i 

Ferner  ergeben  sich  die  Formeln 
»;40  =  —  oo  ,    ru;i^t     ,    /;50  =  t',    ^  =  —  00. 


=  e 

i\q) 

*«  (in, 

.'V</) 

'  V  9) 

Ii*«',  <>■?) 


*  du 


2/ 


7*'  5 


denen  man  ähnliche  Ausdrücke  für  die  Fälle  des  Arl.  \~  zur 
Seite  stellen  kann. 

29. 

Suhstituirt  man  nunmehr  in  die  Formeln  des  Art.  25  y  =  q 
und  Y=  H,  so  ergibt  eine  leichte  Rechnung  die  Ausdrücke: 


fJ    q  ?j  ?  —  l/„     „*  *i  —  „  a«  gy(-r>  *J     1/]  T  PI« 
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nebst 


m3 


KA.  —  A.        sin  r/)     VA,  —  A, 

tß  er  —   ,  =   . 


Ferner  erhalt  man 


">A,''V'=^"  *!  ~  ^ = 

f/,  =  2  er,  WjCTj  =  P  ; 


^3  > 


«...  V<    i/T5l  V3A;-i<; 


7/i- — =n — '  • 


3  jrt * 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  beziehen  sich  auf  reelle 
Werlhe  der  Wurzeln  Ä,  /,  Ä3,  während  für  (V3  <  27  //*  nur  eine 
reelle  Wurzel  k  der  Gleichung  P  -    0  existirt.  Alsdunn  hat  man 

=iwvf) zuseUen: 

1  fi  »l M!1lI2J  =  =  i/i cot i ^    »fe , 

fal'*  —  \G        „      n        „      3A'4  -  1  (i  n 

0  2  '  CT  (X,  A  )  4  5  CT    (./',  /.  ) 

Diesen  Formeln  reihen  sich  nicht  allein  die  entsprechenden 

für  imaginäre  Argumente  ui  an,  wodurch  rj  in  Ubergeht, 
sondern  es  können  auch  die  Fülle  des  Art.  16  ganz  analog  be- 
handelt werden.  Indessen  wollen  w  ir  der  Kürze  halber  von  dem 
Hinschreiben  der  betreffenden  Formeln  hier  absehen. 


30. 

Zum  Schluss  sei  mir  die  Bemerkung  gestattet,  dass  wenn  es 
sich  um  die  Zurückführung  eines  elliptischen  Integrals  auf  Theta- 
funetionen  zum  Behufe  der  praktischen  Anw  endnng  handelt,  der 
Durchgang  durch  die  Sigmafunctionen  bei  dem  Beductionsge- 
schäfte  meines  Erachtens  keine  wesentliche  Abkürzung  gewährt. 
Es  liegt  auf  der  Hand,  da  beide  Functionen  sich  nur  um  einfache 
Exponentialfactoren  unterscheiden,  dass  die  analytische  Bech- 
nung  ebensowohl  mit  den  einen ,  wie  mit  den  anderen  geführt 
werden  k;mn:  dennoch  wird  man  als  das  directere  Verfahren 
dasjenige  zu  bezeichnen  haben,  welches  die  Functionen,  deren 
man  sich  für  die  numerische  Auswertung  am  Schlüsse  der 
Bechnung  zu  bedienen  genöthigt  ist,  im  ganzen  Verlaufe  der- 
selben beibehält. 

Ich  kann  desshalb  nicht  den  gegenteiligen  Behauptungen 
beipflichten,  die  sich  z.  B.  in  dem  so  reichhaltigen  und  schätz- 
baren Werke  von  Hrn.  Hali'iiex  an  verschiedenen  Stellen  linden. 
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So  beginnt  z.  B.  Capitcl  H  des  1.  Bandes ,  S.  239  mit  folgendem 
»Avert is s emen  t.  On  trouveru,  dans  ce  Chapitre,  la  represen- 
tation  des  fonctions  elliptiques  par  les  belles  series  dont  Jucobi 
doit  Store  considere  comme  Vinventeur ,  series  eminemment  utiles 
pour  les  applications.  Elles  ne  doivent  Ctre,  en  gener al, 
introduites  qu'ä  la  fin  desculculs.  Pour  celte  raison,  les 
formules  nombreuses  et  un  peu  compliquees  qui  vont  (Ure  develop- 
pees  sont  destinees  ä  ttre  consultees  seulement.  11  serait  inutile  de 
les  retenir  de  memoire;  il  su/f'it  d'en  bien  connaitre  la  nature.» 
Oder  Band  I,  Seite  208:  »Dans  tous  les  anciens  Traites,  on  pro- 
cede  a  une  reduclion  des  integrales  elliptiques,  pour  les  ramener 
ä  trois  especes  caracteristiques.  Ces  considerations  ont  de  Vin- 
te rit  pour  V histoi re  des  fonctions  elliptiques,  mais  dans  notre 
mode  (Cexposition ,  elles  sont  denuees  d'utilite,  lant  pour  la 
theorie  que  pour  les  applications  et  nous  nyen  parlerons  pas.«  — 
während  doch  selbstverständlich  auf  Seite  207  die  von  den  drei 
Functionen  jj(m — v),  t  u  —  v)  und  lg  5(m  —  v)  abhängigen  Glieder 
als  Repräsentanten  der  drei  especes  caracteristiques  auftreten. 
Ganz  abgesehen  davon,  dass  bei  der  entwickelten  Reductions- 
mcthode  des  Art.  21  die  1.  c.  von  den  Derivirtcn 

«gjjt'-O  u  —  v)  +  ™s-ii,{s~^  iu  —•>)■+•••• 

abhängigen  Glieder  Uberhaupt  nicht  erscheinen ,  weil  die  mehr- 
fachen Wurzeln  des  Nenners  auf  algebraischem  Wege  entfernt 
worden  sind. 

Es  ist  ja  an  sich  leicht  erklärlich,  dass  das  Studium  der 
Sigmafunctionen,  deren  Einführung  in  die  Analysis  durch 
Herrn  Wbierstrass  in  so  vielen  Beziehungen  sich  als  wichtig  und 
fruchtbar  erwiesen,  seit  dasselbe  den  Mathematikern  in  grösseren 
Kreisen  zugänglich  geworden  und  ihr  Interesse  in  Anspruch  ge- 
nommen hat,  eine  Zeillang  auf  Kosten  der  länger  bekannten 
jACoii-ABKL'schen  Thetafunctionen  in  den  Vordergrund  getreten 
ist.  Im  umgekehrten  Falle  würde  es  sich  vermuthlich  gerade 
umgekehrt  verhalten  haben,  während  wir  doch  froh  sein  dürfen, 
dass  für  die  Erfordernisse  der  Theorie,  wie  der  Praxis,  dem 
Mathematiker  nach  doppelter  Richtung  so  interessante  Fun- 
ctionen zu  Gebote  stehen. 
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Sophus  Lie,  Reduction  einer  Transformationsgruppe  auf  ihre 
canonische  Form. 

Kennt  man  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

(«•)  V/=f.,W--<J^+--+U-')^=^t-'i'4 

einer  r-gliedrigen  Gruppe: 

(2.)  xn'=fn(xt  ....r„  «,  ...flr)  , 

so  findet  man  die  canonischen  Gleichungen  dieser  Gruppe,  indem 
man  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

aufstellt  und  darnach  das  äquivalente  simultane  System: 

(3.)  /T»     =  rf< 

^  Ax  $x'i  ^  *x  >xn 

integrirt.  Die  zu  den  Anfangsbedingungen:  rx'  =  rx  für  /  =  0 
gehörigen  Integralgleichungen : 

x*  —  fic^i  ,,,ÄrWj  Vi  "  "  V)  > 
welche  die  Grössen  A4  ...  kr,  t  nur  in  den  Verbindungen: 

=  X%  t  ,  ...  i/,.  s=  Xr  t 

enthalten  und  sich  daher  folgendermassen 

(4.)  flP«'  =  f«(aP«  "  •  a?»i?i  *  •  '  9r) 

schreiben  lassen,  sind  die  gewünschten  canonischen  Gleichungen 

der  Gruppe  (f.). 
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Es  ist  nun  von  hohem  Interesse,  dasfl  die  Integration  des 
simultanen  Systems  (3.),  wie  ich  langst  angekündigt  habe,  sich 
in  vielen  Füllen  wirklich  durchführen  liisst. 

L 

Zunächst  werde  ich  nachweisen,  dass  die  Integralion  des 
simultanen  Systems  3.)  sich  durch  Quadraturen  leisten  liisst, 
wenn  die  endlichen  Gleichungen  T^=f  x1a)  der  Gruppe  X[f...  Xr'f 
schon  bekannt  sind.  Dies  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit,  indem 
man  meine  Theorie  der  Parametergruppe  und  der  adjungirten 
Gruppe  mit  meinen  alten  Integrationstheorien  verbindet.  Bildet 
man  meine  bekannten  Gleichungen: 

SßK  •  •  •  :rn'  =2£*  ttJx{at  •  •  •  ar)  l  '*  ' 
[j  =  i  . . .  r  ,    r  =  1  •  •  •  w) 

und  setzt 

r  ^  r 

"x/i  («•  • '  *  "r)  Ä  „   ,  (*=«•■•  r)  , 

so  gestattet  das  Gleichungssystem: 

.rx'  =  fK(xK  •  •  •  ./•„  <t{  ■ .  •  ar)    (x  «  4  •  •  •  fl) 
die  ?  infinitesimalen  Transformationen: 

AV+V,  •••  x;r+Arf  i 

geben  nämlieh  die  Gleichungen  rx'  =/"x(ir,a)  durch  Auflösung 

•rx  =  FxK  ' ' '  xr      ' '  •  ffrl    (•''  =  1  •  * •  «)  , 

so  sind  ja  die  Grössen  •  •  •  Fn  Lösungen  des  vollständigen 
S\ slems: 

Bildet  man  andererseits  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung: 

und  inlegrirt  das  äquivalente  simultane  System: 
(60 
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mit  den  Anfangsbedingungen  ax  =  ax°  für  f  =  0,  wo  ax*  die 
Parameterwerthe  der  identischen  Transformation  bezeichnen, 
so  enthalten  die  hervorgehenden  Integralgleichungen: 

7.)  ««=*»(V.  •  •'•  M 

die  Grössen  X,  ...  Ar,/  nur  in  den  Verbindungen  »/K  =  AX/  und 
lassen  sich  daher  folgendermassen  schreiben  . 

[7.)  au  =  %x{lt      ¥r)  • 

Werden  diese  Werthe  der  Grössen  ax  in  den  Gleichungen 
.rx'—  /x(x,  a)  eingesetzt,  so  sind  die  hervorgehenden  Gleichungen : 

(8.)  <-£(*i"-ab.  K,M—«rt4)) 

eben  die  canonischen  Gleichungen  der  r-gliedrigen  Gruppe. 

Zur  Reduction  einer  vorgelegten  Gruppe :  xx'= fx{-rr  -''n  u  i  —  (lr) 
auf  ihre  canonische  Form  tst  es  daher  jedenf  alls  nur  erforderlich, 
das  simultane  System  (6.)  zu  integriren. 

Anders  ausgesprochen :  As  genügt  unter  den  Bahncurven  der 

infinitesimalen  Transformation  A|yf,/'  +  •••  -f-  ).rArf-\-  ~  in 

den  Veränderlichen  at  ...ar,  t  diejenige  zu  bestimmen,  ivelche  zu 
dem  Werthsysteme  o,  =  oj . . .  ar  —  ar°,  t  —  0  gehört. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 


der  vorgelegten  Gruppe  erhalt  in  den  neuen  Veränderlichen 
tx  =/"x(.t,  o)  die  Form: 

J**u'x*f  =  2?  pxx*f  ' 
Dabei  sind  die  ex'  lineare  homogene  Functionen  von  den  ft- 

(9.)         ex'  =  qxi  (at  •  •  •  or)  •  <\  H  h  Qxr  (a)  -  er  , 

(x  =  1,2  ...  r)  , 

Diese  letzten  Gleichungen,  welche  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen ohne  Integration  aufgestellt  werden  können, 
stellen  die  adjungirte  Gruppe  dar.  Sind  nun  die  Gleichungen 
ax  =  2lx(»/,  ...  rtr)  bekannt,  so  findet  man  die  canonischen 

4  9* 
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Gleichungen  der  adjungirten  Gruppe  einfach  dadurch,  dass  man 
in  (9.)  die  Substitution:  ox=  %x  ausfuhrt: 

r  r 
I  I 

Es  ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  die  canonischen  Glei- 
chungen der  adjungirten  Gruppe  sich  ohne  Benutzung  der  Rela- 
tionen: ax  —  %x  aufstellen  lassen.  Bezeichnet  man  niimlich  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe  mit: 

r  ,r       >^t         ,   -yr     /  %f 

und  bildet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(Hu       w+-  ■+irj^r+|f-« . 

so  enthalten  diejenigen  Integralgleichungen 

<■*'  =  '/'x. (V»  •••  V;  ''.n  h  </vv 

des  äquivalenten  simultanen  S\  Siems: 

— *S_  ^  .  .  .  =  =  ,1t  , 

welche  die  Anfangsbedingungen 

erfüllen,  die  Grössen  A4 /  nur  in  den  Verbindungen  i<xr=  ).xt. 
Diese  Inlegralgleich ungen 

1,1  •)  *x'  =  '/'xi       ■•*,?r)  •  P«H  h'/WY  » 

deren  Aufstellung  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  (»leichung 
verlangt,  sind  die  canonischen  Gleichungen  der  adjungirten  (iruppe. 

Ks  ist  also  unter  unseren  Voraussetzungen  immer  möglich, 
sogar  zwei  verschiedene  Darslellungsformen: 

r  r 

'x'  =V5T<  ('xi(««  •••«!•)•  «• »  gx'  = '/'x.(Vi  '  *  *  r/r)  *  ''« 

i  I 

der  adjungirten  Gruppe  ohne  Integralinn  zu  linden.  Dabei  wissen 
wir.  dass  die  axi  a  durch  die  Substitution:  «x  -  säx  die  Form 
V'xi  "/)  annehmen. 


Digitized  by  Google 


Rbdlction  einkr  Transpormationsori  ppe  etc. 


2SI 


Es  gehen  daher  die  Gleichungen:  pxl("  —  «/'Xl  ij)  =  0, 
die  wir  immer  aufstellen  können,  durch  die  Substitution : 
«x  =  Hx(ij)  <n  lauter  Identitäten  Uber. 

Enthüll  nun  die  r-gliedrige  Gruppe  V,/'...  Xrf  keine  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformation,  so  ist  auch  die  adjun- 
girte  Gruppe  r-gliedrig,  und  es  finden  sich  daher  unter  den 
Functionen  gxi  («)  gerade  r  unabhängige.  Die  Gleichungen 
Qxi{a)  —  lPxiiri)  =  ü  sind  in  diesem  Falle  auflösbar  nach  a{  ...  ar, 
und  dabei  leuchtet  es  ein,  dass  die  iu  dieser  Weise  hervorge- 
henden Relationen: 

<'x  =  /'x('/i  •  9r) 

mit  den  Gleichungen  «x  =  *lx(';)  identisch  sein  müssen. 

Kennt  man  daher  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  .rx  =  fx  (x  a) ,  welche  k eine  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformation  enthält,  so  verlangt  die  Hednction 
dieser  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  nicht  einmal  Quadraturen, 
sondern  nur  die  Auflösung  von  algebraischen  Glei- 
ch ungen. 

Dieser  Satz  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  meiner  lutegrations- 
theorie"  eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesi- 
malen Transformalionen.  Es  ist  Dämlich  möglich,  es  so  einzu- 
richten, dass  neben  eingliedrigen  Gruppen  nur  Gruppen  ohne 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  in  Betracht 
kommen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Falle,  dass  die  vorgelegte 
Gruppe:  A',/'.. .  \rf  gewisse,  etwa  gerade  r  —  m  unabhängige 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  enthalt;  dabei 
können  wirohne  Beschränkung  annehmen,  dass  Xm + , /',  A  „, + , / '.. .  \ ,.  f 
solche  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  sind.  Als- 
dann enthalt  die  adjungirte  Gruppe:  F[f ...  /t,.'/  gerade  //*  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  nämlich  E[f ...  ßm'f, 
wahrend  Fm\  ,  f,  Km\  ,  f . . .  Fr'f  identisch  Null  sind. 

Auch  in  diesem  Falle  gehen  dieGleichungen  (>xt(«)  — i/'xiW)  —  0 
bei  der  Substitution  ux  =  ;HX  [ij]  in  Identitäten  Uber.  Anders  aus- 
gesprochen, es  sind  die  Gleichungen: 

Qxi("  -  VxiWi  =  0 
4;  Math.  Annalen  Band  XI  und  XXV. 
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Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  welche  über- 
dies hei  der  Substitution: 

(12/         /(l  =  o  ...  rjr  =  0  ,    ot=«;  •••  «r  =  «,ü 

erfüllt  werden. 

Ks  leuchtet  daher  ein.  dass  das  Gleichungssystem: 
oxif"  —  i!'Xl  Ä t  =  0  die  infinitesimale  Transformation 

VV+  ...  +  krArf+ 

gestattet.  Wir  behaupten,  dass  es  überdies  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

31//«.«/. 

Um  dies  nachzuweisen,  zeigen  wir  zunächst  dass  das  Glei- 
chungssystem 

(9.)  ex'  =  Qxi  [a]  •  ex  H  f-  exr(,/;  •  fr  , 

welches  die  adjungirte  Gruppe  darstellt,  die  infinitesimalen 
Transformationen 

Eu'f+  AHf  (x  =  I  •  •  •  in  *•  •  r 

gestattet. 

Die  Gleichung 

geht  hei  der  Suhslilution: 

Xf  =  /;•  [x  a),    ex'  =      Vi)  e,  H  1-  e„r  cr 

in  eine  Identität  Uhcr.  Setzen  wir  nun: 

v  .  v 

2  h*  W    =  "/  -  ^      fc  = 

t  1 
und  denken  uns  die  erweiterte  Gruppe : 

(7  =  i  ...  «) 
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berechnet,  so  besteht  die  Gleichung : 

nach  der  Substitution : 

•rx'  =  f»  x  °)  i    P*  —  1 x  (*  P  a)    eu  («i  •  <'i 

identisch  in  den  Veränderlichen  .r{  pt  ...  />„,  n{  ...ur. 

Fassen  wir  daher  diese  2/i  -\-  r  Grössen  als  unabhängige  Ver- 
iindcrliche  auf,  so  führt  die  soeben  besprochene  Substitution 
auch  die  Gleichung: 

in  eine  Identität  Uber. 
Nun  ist : 

'x  i 

was  wir  auch  so  schreiben  können: 

dem  entsprechend  ist 

W  XI  .i.   ^   i  ?  "» '  . 


=        tfVxK  •••"»•)  Ä^ 

Hieraus  folgt 


U  UX  1 

r  r 


— cv 
i  i 

und 

Die  Gleichung   13.)  zerlegt  sich  daher  in  die  Gleichungen: 

» 
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die  sich  folgendermasscn  schreiben  lassen : 

Hier  verschwindet  die  Determinante  der  tp,x  nicht  identisch; 
also  kommt  durch  Auflösung : 

de-' 

l  Ul#x 
Lösen  wir  nun  die  Gleichungen . 

=  <?„  t«)  '  «l  H  1-  Qir  W  *  «7 

nach  ft  . . .  er  auf: 

ft-  =  0),-  («J  •  •  •  er'  r/(  •  •  •  ar)  , 

so  finden  wir  leicht  gewisse  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen in  den  unabhängigen  Veränderlichen  t\  ...er'  a{  ...nr, 
welche  die  (/>,  erfüllen.  Differentiiren  wir  nämlich  die  letzten 
Gleichungen  nach  den  r/x,  indem  wir  die  e  als  Functionen  von 
i\  ...  er  «,  ...  or  auffassen,  so  finden  wir: 

o-v„ ii^'  +  ^i  ■ 
-r     ö,,x    k  ' 

und  wenn  wir  mit  aJX  multipliciren  und  nach  x  summiren : 
oder 

0  =  B/0i  +  /Ij  O),  .  y  =  4  •  •  •  r)  . 
Es  sind  daher  <#,...  (0,.  Lösungen  des  vollständigen  Systems: 

anders  ausgesprochen :  Es  gestattet  das  Gleivhungssystem  : 

(•■)  ex  —  ?x»  (a)  *  e\  H  h««rM'*r 

*//>  r  infinitesimalen  Transformationen  : 

Kr+AJ--  Er'f+Arf  . 
Nun  aber  ist  • 

C/s»  -  V/s« ; 


Digitized  by  Google 


ReDICTION  EI3ER  TRANSFÖRMATIONSGRtPPE  ETC.  285 

also  gestaltet  unser  Gleichungssystem  (9.)  die  infinitesimalen 
Transformationen:  Am+tf ...  Arf\  kurz  es  bestehen  die  Glei- 
chungen 

^»1+10x1  =  °  *  '  ArQxi  =  °  i 
so  dass  das  früher  besprochene  Gleichungssystem 

t*M  -  <M*fl  =°  > 

wirklich  nicht  allein  die  infinitesimale  Transformation 

sondern  auch  die  infinitesimalen  Transformationen  Am+J ...  .1,. 
gestattet. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  r  —  m  -f  I  infinitesimalen 
Transformationen  paarweise  vertauschbar  sind,  und  dass  an- 
dererseits die  (r  —  m  +  I)- reihigen  Determinanten  der  zuge- 
hörigen Matrix  weder  identisch  noch  vermöge  des  Gleichungs- 
systems Qxi(a)  —  tpni(lt)  =  0,  das  ja  keine  von  den  X  freie 
Relation  liefert,  verschwinden. 

Wir  lösen  die  Gleichungen  gni  (a)  —  i/>xl  (A/)  =0  hinsicht- 
lich m  Grössen  a  etwa     •  •  •  am  auf: 

°i  =  #1(0*1+1  •  "  *  *r  j        '  •  V)  *  *    «r»  =  Bm  t 
führen  sodann  die  Substitution: 

«t  =  «,--"«m  =  Äffl)  —  =  0  ...  —  =  0 

in 

Af ,  Am+J  ■  •  •  Arf 

aus  und  bezeichnen  die  hervorgehenden  verkürzten  infinite- 
simalen Transformationen  in  den  Veränderlichen  </,„+,  •  •  •  «r,f 
mit: 

Äf  ,   'W,/'-  •  *  Arf  • 

Dabei  ist  sicher,  dass  dieselben  paarweise  vertauschbar 
sind,  ferner  dass  die  r  —  m  -\-  D- reihigen  Determinanten  der 
zugehörigen  Matrix  nicht  alle  identisch  verschwinden,  endlich 
noch  dass  keine  Relation : 

ß[a,  t)  Ar  +  ßm+t  Im+J+  •  •  •  +  ßr  Arf=  0 

besteht. 
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Es  bilden  daher  die  r  —  m  linearen,  partiellen  Differential- 
gleichungen:  .  . 

o  ,  Jm+l/  =  0  •  •  •  Aj_J^  o ,  0  • . .  !,./  =  0 

ein  vollständiges  System,  welches  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Ajf  gestattet.  Die  entsprechende  Lösung  tf  j  wird  nach 

meiner  alten  Theorie  aus  den  Gleichungen: 

Ajtp  =  \ 

bestimmt';.  Dieselben  bestimmen  die  Differentialquotienten  von 
fpj  und  geben  daher  tpj  durch  eine  Quadratur. 

In  dieser  Weise  finden  wir  r  —  m  unabhängige  Lösungen 

<Pm+i  Tm+i  ■  fPr 

der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af  =  0.  In  den  ent- 
sprechenden Integralgleichungen : 

bestimmen  wir  die  Integrationsconstanten  c  so,  dass  . .  .  ar 

für  /  =  0  die  Werthe  ut°ll+l  . . .  r/f°.  annehmen,  wir  setzen  also : 

Alsdann  liefern  die  Gleichungen: 

(45.)  b,=B,'"  a«,  =  Bw,  '/w.  =  0>£+l  •  •  •  fpr  =  <pr 
dasjenige  System  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems: 

da,  ''"'=,(,, 


l'/.xttXi  llxaxr 

welches  zu  den  Anfangsbedingungen  ax  =  anx  für  /  =  0  gehört; 
führt  man  sodann  in  (15.)  die  Substitution  Xxi  =  i?x  aus,  und 

1)  Bilden  die  Gleichungen  Atf=0  ...  ^M_,/"=0  in  n  Veränder- 
lichen yt  . .  .  yn  ein  (n  —  4}-gliedrigcs  vollständiges  System  mit  der  be- 
kannten infinitesimalen  Transformalion  Bf,  welche  nicht  die  Form  l'axAM 
besitzt,  so  haben  sie  eine  ganz  bestimmte  gemeinsame  Lösung  <jp,  welche 
die  Gleichungen : 

Ix  7*  =  0  p  ß  <P  =  1 

erfüllt.  Man  findet  daher  die  Differerttialquötienten  von  <p  durch  Auflösung 
und  darnach  rp  selbst  durch  Quadratur. 
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löst  mich  ai  .  .  .  ar  auf,  so  findet  man  eben  die  gesuchten  Glei- 
chungen : 

«x^V'a  •  *  •  9r)>   (*«-«•••  r), 

deren  Bestimmung  durch  r—  wi  unabhängige  Quadraturen  hier- 
mit geleistet  ist. 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen :  x'x  =  /x  (flPj  .  .  .  ar*n 
«,  .  .  .  on)  einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  r  —  //*  unabhängigen 
umgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen,  so  verlangt  die 
Hvduclion  dieser  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  im  Allgemeinen 
r  —  m  unabhängige  Quadraturen. 

II. 

1.  Wir  werden  die  Bedeutung  des  eben  entwickelten  all- 
gemeinen Satzes  durch  mehrere  wichtige  Anwendungen 
illustiren. 

Es  seien  wiederum  die  endlichen  Gleichungen:  =  f%  (a:a) 
einer  r-gliedrigen  Gruppe:  Xif  •  •  •  Xrf  vorgelegt.  Alsdann  ist 
es  immer  möglich,  die  infinitesimalen  Transformationen  aller 
Untergruppen  zu  finden.  Wir  werden  zeigen ,  dass  es  dann  zu- 
gleich möglich  ist,  die  endlichen  Gleichungen  einer  jeden  Unter- 
gruppe anzugeben. 

Sind  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen : 

einer  gewissen  //»-gliedrigen  Untergruppe  etwa  durch  die  r  —  m 
Gleichungen : 

bestimmt,  so  braucht  man  nur  in  die  früher  bestimmten  cano- 
nischen Gleichungen: 

&X  =  fx  l'ri  --nnVi    '-Vr)  —  Ix  <*) 
die  Substitution  : 

*]m  +  x  =  dx\  Vi  +  *  '  '  +  (lxm  9m 

zu  machen,  um  die  endlichen  Gleichungen  der  betreffenden 
Untergruppe  in  canonischer  Form  zu  erhalten. 
Sind 

x'%  =      K  •  • '  xn  9t  "  •  •  9  J 
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die  endlichen  Gleichungen  einer  Untergruppe,  so  findet  man 
mit  Benutzung  meiner  bekannten  Regeln  durch  Elimination  einer- 
seits alle  Invarianten  dieser  Untergruppe,  andererseits  alle  zu- 
gehörigen invarianten  Gleichungssysteme'). 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe 
mit  bekannten  endlichen  Gleichungen  gewisse  integrublc  simul- 
tane Systeme  zugeordnet  sind. 

Seien  XJ  •  •  •  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen einer  r-gliedrigen  Gnippe  mit  bekannten  endlichen 
Gleichungen:  .rx  =  fx  (ar,  •  •  •  Xn  «,  •  •  •  ar).  Alsdann  ist  es 
leicht  zu  sehen,  dass  das  simultane  System 

fl.r{  d.rn 

integrabel  ist,  welche  Werthe  auch  die  Constante  /.  besitzen 
möge;  früher  fanden  wir  ja,  dass  das  äquivalente  simultane 
System 

^'y-  =  ...=  ^/;r»  =di 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  integrirt  werden  kann. 
Wendet  man  diesen  allgemeinen  Satz  auf  die  lineare  Gruppe : 

XM—aMtXt  H  h  <'xn  ''n  +  ('x 

an,  so  erbalt  man  den  cT  ALEMBERT'scben  Satz,  dass  jedes  lineare 
simultane  System: 

dxx  =  rx\  r.  +  •  *  •  H-  i'xn  J'n  +  <V  dt 
integrabel  ist. 

Betrachtet  man  andererseits  die  allgemeine  projective Gruppe 
in  zwei  Veränderlichen,  so  erkennt  man  die  Integrabililät  der  so- 
genannten JACOBi'schen  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

I)  Bei  einer  früheren  Gelegenheit  hetrachtete  ich  die  Invarianten  von 
zwei,  von  drei,  überhaupt  \on  ro  Punkten  gegenüber  einer  r-gliedrigen 
Gruppe.  Ich  bemerkte,  dass  die  Anzahl  der  wesentlichen  derartigen  In- 
varianten begrenzt  ist.  Ich  füge  jetzt  ausdrucklich  hinzu,  dass  es  im  un- 
günstigsten Falle  genügt,  Invarianten  von  r -f- 4  Punkten  in  Betracht  zu 
ziehen.  Worden  nämlich  r  Punkte  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so 
bleiben  ade  Punkte  in  Ruhe. 
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III. 

Wir  werden  die  erhaltenen  Resultate  verallgemeinern. 

Sind  XJ  •  •  •  Xrf  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen einer  assystatischen  r-gliedrigen  Gruppe,  so  können  die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  aufgestellt  werden.  Also 
können  die  Bahncurven  jeder  infinitesimalen  Transformation  der 
Gruppe  gefunden  werden. 

Besitzen  andererseits  alle  infinitesimalen  Transformationen 
)*/*,  welche  mit  siimmtlichen  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe:  XKf  •  •  •  Xrf  verlauschbar  sind,  die  Form  2enXuf ; 
so  ist  es  wiederum  möglich,  die  endlichen  Gleichungen  dieser 
Gruppe  aufzustellen '). 

Wir  werden  jetzt  annehmen,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe 
A\  •  •  •  A'r/'  vorgelegt  ist,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  Glei- 
chungen: 

(A'tr)  =  o  . .  .  (.Yrr)  =  o 

eine  endliche  Gruppe  K,/'-  •  •  Ymf  bestimmen.  Wir  setzen 
andererseits  voraus,  dass  alle  Yxf  bekannt  sind. 

Alsdann  bilden  A\  •  •  •  A'r  •  •  •  Ym  eine  Gruppe;  dabei 
gehören  alle  infinitesimalen  Transformationen,  welche  mit  allen 
Transformationen  Ax  und  )x  vertauschbar  sind,  der  Gruppe 
X,  •  •  •  A'r  •  •  •  )m  an.  Daher  ist  es  möglich,  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  A,  Y  und  gleichzeitig  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  A,  •  •  •  Ar  aufzustellen. 

I  Vergleiche  Math.  Annalen  Band  XXV,  Seite  i  IG.  Die  allgemeinsten 
Grüssen  .r,'  . ..  xM' ,  welche  alle  Gleichungen  XH' f  =  Y*/* erfüllen,  werden 
ofTenharitn  vorliegenden  Kalle  durch  ein  inlegrahles  vollständiges  System 
bestimmt 
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G.  Scheffers,  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten 
complexen  Grössen.*) 

Die  Arbeiten  von  Weifrstrass,  Dkdkkind  u.  A.*)  über  die 
ans  mehreren  Ilaupteinheiten  gebildeten  complexen  Grössen, 
deren  Multiplikation  den  drei  Gesetzen  der  Commutation ,  As- 
sociation und  Distribution  folgt,  beschäftigen  sich  ausschliess- 
lich mit  der  arithmetischen  Seite  des  Problems,  indem  es  sich 


1)  Indem  ich  der  Königliehen  Gesellschaft  die  obige  Note  des  Herrn 
Dr.  Scheffers  vorlege,  erlaube  ich  mir  mit  einigen  Worten  auf  die  Be- 
ziehung derselben  zu  einigen  noch  nicht  erschienenen  Arbeiten  des  Herrn 
Dr.  STUDY  hinzuweisen ,  welche  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gottingen  und  der  hiesigen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vorgelegt 
worden  sind.  In  einer  Mitlheilung  an  die  französische  Academie  des 
Sciences  (3.  November  1884]  bemerkte  schon  Herr  Poincare,  dass  die  Be- 
stimmung aller  Systeme  von  complexen  Zahlen  darauf  hinauskommt,  alle 
(transitiven)  linearen  homogenen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  zu  finden, 
deren  Coeflicienlen  lineare  Functionen  von  n  Parametern  sind.  In  meinen 
Seminar-lebungen  forderte  ich  Herrn  Scheffems,  der  sich  schon  mit  com- 
plexen Zahlen  beschäftigt  hatte,  dazu  auf,  die  hiermit  delinirte  Kategorie 
von  linearen  Gruppen  zu  untersuchen,  indem  ich  besonders  hervorhob, 
dass  für  den  Fall  n  =  3  die  Bestimmung  aller  derartigen  Gruppen  ohne 
weiteres  aus  meiner  Bestimmung  (September  1884)  aller  projectiven  Grup- 
pen in  zwei  Veränderlichen  hervorgeht.  In  dieser  Weise  ist  die  Arbeit  des 
Herrn  Dr.  S<  hkffers  entstanden.  Inzwischen  hat  Herr  Dr.  Study  in  Marburg 
schöne  Untersuchungen  über  complexe  Zahlen  und  ihren  Zusammenhang 
mit  der  Theorie  der  linearen  Trausformationsgruppen  den  oben  genannten 
Gesellschaften  vorlegen  lassen.  Diese  Arbeiten  sind,  wie  bereits  gesagt, 
noch  nicht  erschienen  und  konnten  daher  von  Herrn  Scheffers  nicht  eitirt 
werden.  Um  so  nöthiger  scheint  es  mir  festzustellen,  dass  soweit  die  Er- 
gebnisse des  Herrn  Suheffers  mit  denjenigen  des  Herrn  Study  überein- 
stimmen, die  Priorität  dem  Letzteren  zukommt.  S.  LlC. 

2)  Weiehstrass,  Göll.  Nachr.  4  884,  S.  395;  Dkdekikd  ,  desgl.  1885, 
S.  444;  ferner:  Schwarz,  4884,  S.  546;  Dedekinü  1887,  S.  4,  u.  A. 
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in  denselben  im  Wesentlichen  um  die  Auslegung  der  bekannten 
Stelle  in  Gauss1  Werken,  Bd.  II,  S.  178,  bandelt. 

Die  gruppentheoretische  Seite  des  Problems  dagegen  hat 
kürzlich  Schi  r  in  den  Mathematischen  Annalen  hervorgehoben. 
Vom  gruppentheoretischen  Standpunkte  aus  sind  die  von  Weier- 
strass  und  Dedekim»  als  zulässig  bezeichneten  Systeme  nur 
specielle  und  durchaus  nicht  die  interessantesten. 

Weierstrass  unterwirft  nämlich  die  Zahlensysteme  drei  Be- 

■ 

dingungen  (a.  a.  O.  S.  403):  Zwei  Determinanten  t  und  \0  und 
dicDiscriminante  einer  gewissen  Gleichung  sollen  nicht  identisch 
verschwinden.  (Dedeki.m»  hat  diese  drei  Bedingungen  in  eine 
einzige  J  ^  0  zusammengefassl,  a.  a.  O.  S.  147.)  Von  den  drei 
ZuUissigkeitsbedingungen  ist  eine  {t  =|=  0)  wegen  der  Forderung 
der  Kindeutigkeit  der  Division  in  der  Natur  der  Sache  begründet. 
Die  beiden  übrigen  dagegen  fliessen  aus  andern  arithmetischen 
Postulaten. 

Im  Folgenden  betrachte  ich  solche  Systeme,  in  denen  eben 
diese  eine  naturgemiisse  Forderung  erfüllt  ist,  die  beiden  anderen 
Postulate  Weierstrass'  dagegen  beiseite  gelassen  sind.  Ueberdies 
soll  die  Multiplikation  auch  nur  dem  distributiven  und  dem 
assoziativen  Gesetz  unterworfen  sein.  In  der  Thal  spielt  das 
commutative  Prineip  keine  fundamentale  Holle  wie  die  beiden 
anderen:  Das  associative  Gesetz  stellt  die  innige  Beziehung  zur 
Gruppentheorie,  das  distributive  die  nothwendige  Verknüpfung 
zwischen  Addition  und  Multiplication  her.  Die  Conniuituliritiit 
des  Produktes  wird  also  nicht  vorausgesetzt. 


Allgemeines. 

Seien  c,  . ..  en  die  n  irreducibelen  Einheilen,  aus  denen  das 
zu  betrachtende  Zahlensystem  abgeleitet  w  erde,  derart,  dass  jede 
Zahl  .*•  des  Systems  sich  in  der  Form 

x  =  .t,  ex  -\  h  ./•„  en  ^yj.rjCi 

darstellt,  WrO  ./  j  ...  ^*f| 

Zahlen  bedeuten,  die  den  gewöhnlichen 
Rechenregeln  folgen,  also  gewöhnlich  complexe  Zahlen  (wie 
auch  bei  Dedekind,  a.  a.  0.  S.  159).  Addition  wie  Sublraction 
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x  ±  y  =J£V,  +  *d*t  i    wenn    =2x*ei  i  J^V,',  »st  , 

folgen  den  gewöhnlichen  Regeln. 

Um  zu  einer  Productdefinition  zu  gelangen,  fordern  wir, 
diiss  das  associative  Gesetz : 

[ab]  c  =  a  (or 

und  das  distributive  Gesetz : 

(a  +  6)  c  -J-  rf)  =  oc  -j-  bc  -j-  arf  -f-  od 

für  die  Multiplication  im  Systeme  bestehen.  Ist  nun  das  Product 
zweier  Einheiten  <yx  in  allgemeinster  Weise  definirt  durch  die 
Formel 

(/.  x  =  \  ,2  . . .  «)  , 

wo  die  rjxix  gewöhnlich-eomplexe  und  für  das  betreffende  System 
charakteristische  Constanten  bedeuten,  so  ist  auch  allgemein 
nach  dem  distributiven  Gesetze  das  Producl  :ry  beliebiger  Zahlen 
:r,y  des  Systems  definirt.  Denn  es  ist 

•T  y  —  (•'',  ex  H  h    %)  V,   H  h   ''*)  =22"  ri v* ' 

d.  h.  nach  (1.): 

2.)         iry  =222*  r"i*  riy*(,i  - 

Die  Forderung ,  dass  für  diese  Productdefinition  das 
associative  Gesetz  (,n/):=.r(//;)  erfüllt  sein  soll,  ftthrl  auf  die  dazu 
notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  (vgl.  DlDBKlND, 
a.  a.  0.  S.  IM): 

(:*  •)  2  '<*i*  1***  —  2'  ImtX  n«s  . 

(/',  x,  A,  0  =  1  •  •  •  n)  . 

Endlich  Stellen  wir  noch  «las  Verlangen,  dass  die  Umkehrung 
der  Multiplication,  die  Division,  im  Allgemeinen  eindeutig  sei, 
d.  h.  dass  die  Gleichung 

(4.)  ory  =  % 

oder  nach  (2.)  das  folgende  System  von  N  Gleichungen  aus  dem 
gewöhnlich  eomplexen  Gebiete 
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i4'-)  22*  1**'™*=*** 

(s  =  1,2  •••  n] 

ini  Allgemeinen  eindeutig  nach  x  resp.  a\  . . .  .rn  oder  y  resp. 
i/t ...  yn  auflösbar  seien  'j.  Dazu  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Determinanten '-) 

I     2*  y* 

j  s,  i*  =  1 ,  2  •  •  •  n 

nicht  identisch  verschwinden. 

Es  giebt  nunmehr  im  System  stets  eine  und  nur  eine  Zahl 

f  ^=*iei-\  \-fnen 

von  der  Beschaffenheit,  dass  stets 

e  =  x  ,    e  x  =  .t 

ist,  welche  Zahl  des  Systems  auch  X  sein  möge. 
Zum  Beweise  sei 

u  =  at  e,  H  h  fln  en 

eine  solche  Zahl  des  Systems,  für  welche  Ja  und  Fa  4=  0  sind. 
Dann  liisst  sich  die  Forderung 

auf  nur  eine  Weise  durch  eine  gewisse  Zahl  t  erfüllen.  Ist  x 
eine  beliebige  Zahl  des  Systems,  so  liisst  sich  wegen  Fn  ^=  0  die 
Gleichung 

V  -3(1 

stets  durch  ein  z  befriedigen,  sobald  nur  nicht  ac  =  0  ist.  Dann 
aber  giebt  das  Gesetz  der  Association  für  das  soeben  gefundene  t- : 

xe  =  (3  o)  £  =  z  [at )  =  z  a  =  x  ,    also    tc  =  ac  . 

Andererseits  liefert  die  Gleichung 

ay=ay' 

stets  y  =  »/',  sobald  ~/a  4=  0  »st,  sodass  mithin  aus 

o(«y]  =  (rte)y  =  oy 

4)  Weil  die  Gültigkeit  des  commulativen  Gesetzes  der  Mnltipliealion 
nicht  vorausgesetzt  wird,  giebt  es  zwei  verschiedene  Arten  der  Division. 
2)  Jx  ist  die  Determinante  e  bei  Wkikkstrass. 

Math.-phys.  Clause.  1880.  20 


(5-)  4.B 


■VT 

^  i  r  ■  .7*- 


S,X  =  1,2 
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folgt: 

womit  unsere  Behauptung  dargethan  ist. 

Die  Zahl  e  hat  dieselbe  Eigentümlichkeit  in  unserem 
System,  wie  die  Zahl  J  im  gewöhnlich-complexen  Zahlengebiete : 
Eine  Zahl,  mit  der  sie  als  erster  oder  zweiter  Factor  multiplicirt 
wird,  bleibt  dabei  völlig  ungeündert.  Wir  nennen  e  den  Modul 
des  Systems1). 

Wir  kommen  zur  gruppentheoretischen  Auffassung  der  Zahlen- 
systeme: Jede  Productbildung  lilsst  sich  als  eine  Transformation 
auffassen.  Multipliciren  wir  nämlich 

==J£Vr,       mit  y=J£yxex 

nach  (2.),  so  kommt  eine  Zahl 

für  welche 

w       *;  =22  ****  fr*  — ») 

ist,  und  diese  n  Gleichungen  stellen  eine  lineare  homogene 
Transformation  von  xt  .  .a*n  in  rr,'  ..  anf  dar.  yi  . . .  yn  spielen 
dabei  die  Rolle  von  blossen  Parametern.  Bilden  wir  nacheinander 

x'*=xy  ,   m"=x'*  ,  J 

so  kommt  x"  ms  (.r  y)  z  =  x  {y  z)  tfx 

d.  h.  die  successive  Ausführung  der  Transformationen  mit  den 
Parametern  yt  ...  t/nund  z{  ...  zn  ist  äquivalent  mit  der  directen 
Ausführung  der  Transformation  mit  den  Parametern  {yz)% ...  (yz)n. 

Die  durch  (6.;  dargestellte  Schaar  von  Transformationen 
( —  indem  yK  . . .  yn  con  Werthsysteme  bedeuten  — )  ist  also  eine 
Gruppe  und  zwar,  wie  aus  (17.)  folgt,  eine  sogenannte  Parameter- 
gruppe. Sie  ist  7i-gliedrig  und  einfach -transitiv,  sie  besitzt  die 
identische  Transformation,  weil  das  Zahlensystem  einen  Modul  c 
hat.  Die  Transformationen  für  welche  die  Parameter  yi  ...  yn 
die  Helalion  f^y=  0  erfüllen,  sind  ausgeartet. 


I]  Die  Existenz  des  Moduls  liebt  schon  Weierstmss  hervor  (n.  a.  0. 
S.  3991.  Doch  wird  sie  bei  ihm  nur  unter  Voraussetzung  der  Commuta- 
tivitat  des  Produetes,  die  ja  hier  Dichtgemacht  wird,  bewiesen  (a.  a.  O. 
S.  41«). 
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Um  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  zu  er 
halten,  haben  wir  y,  ...y„  unendlich  wenig  von  e,  ...  en  ver- 
schieden anzunehmen.  Wir  setzen  also  etwa  yx  —  «x-f-  ax öl  und 
finden,  da  xe  —  x  ist: 

xs  =  x$  +  &xs  Ä  x*  + ^LS* ,T«  a*      * '  ' 
sodass  sich  ergiebt 

Die  Gruppe  besitzt  also  die  n  von  einander  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen 

(8-)  V  =2*2*  'lux  ri  j^r 

(x  =H  ,2  •  •  •  n)  . 

Xxxs  .  dt  stellt  hiernach  den  Zuwachs  dar,  den  xs  bei  der  Mul- 
liplication  von  x  mit  s-\~exdt  erfahrt.  Die  Klammeroperation 
giebt  unter  Benutzung  von  (3.) : 

(9-)  (A'iAx)  (isix  —         Xsf  • 

Nach  allgemeinen  Gesetzen  stellt  ^/r—0  die  grbsste  bei  unserer 
Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit  dar.  In  der  Thal  folgt  dies 
auch  aus  der  Relation 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  Benutzung  des  Multipli- 
cationstheorems  der  Determinanten  und  der  Bedingungen  (3.) 
Uberzeugt. 

Wir  sind  bei  der  Productbildung 

x  —  xy 

auf  eine  u-gliedrige  Gruppe  gekommen,  indem  wir  y{  . . .  yn  als 
Parameter  auffassten.  Jede  Multiplikation  mit  einer  Zahl  y  des 
Systems  als  zweitem  Factor  ist  also  äquivalent  der  Ausführung 
einer  Transformation  der  Gruppe. 

Indem  wir  nun  in  der  Productgleichung  den  ersten  Factor 
als  Parameter  auffassen : 

y'  =  xy  , 

gelangen  wir  ganz  analog  zu  einer  zweiten  n-gliedrigen  linearen 

20* 
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homogenen  Gruppe  in  //,...#„,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen >",/"...  )'nf  aus  XJ...  XJ'  einfach  dadurch  abgeleitet 
werden  können,  dass  man  in  ihnen  jedes  ijsix  durch  i]SXi  und 
jedes  x  durch  y  ersetzt.  Die  grösste  bei  dieser  zweiten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  wird  durch  Fy  =  0  dargestellt,  was 
auch  aus  der  10.  entsprechenden  Relation 

(".)  rx  ry  =  Fjy 

ohne  weiteres  hervorgeht.  Aus  (10.)  und  (11.  geht  aber  auch 
hervor,  dass  /  j;  =  0  eine  bei  der  ersten,  JM  =  0  eine  bei  der 
zweiten  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit  ist.  Mithin  stellen 
Jx  =  0  und  F  r  =  0  dieselbe  Mannigfaltigkeit  dar:  Bei  beiden 
Gruppen  bleibt  dieselbe  Mannigfaltigkeit  invariant. 

Die  beiden  Gruppen  sind  zu  einander  reciprok,  was  aus 
dem  assoeiativen  Gesetze  [ab)c  —  a  (bc)  folgt.  Beide  haben  ferner 
die  Eigentümlichkeit,  dass  man  aus  ihren  infinitesimalen  Trans- 
formationen unmittelbar  die  endlichen  Tninsfornicitionsglei- 
chungen  ableiten  kann.  Wir  deuten  dies  bei  der  Gruppe  Xf  an: 
Gesetzt  wir  kennen  ihre  infinitesimalen  Transformationen  Xxf 

K.),  so  brauchen  wir  nurJP yxXxf  zu  bilden.    Der  Coefficient 

1\  f 

von  t—  darin  ist  dann  die  rechte  Seile  von  i3.). 

Handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  gewisser  Typen  der- 
artiger Gruppen,  so  ist  wohl  zu  beachten,  dass  man  ihre  infini- 
tesimalen Transformationen  XKf...Xnf  nicht  durch  n  lineare Com- 

binationcn  derselben^  Ci<fX«/(A=  1  ^...»),wo$r±rlictt...cttll4:0 
ist,  ersetzen  darf,  ohne  gleichzeitig  statt  der  .r,  rn  neue  Ver- 
änderliche vermöge 

einzufahren,  weil  nämlich  im  Zahlensysteme  die  Gruppenpara- 
meter mit  den  Variabein  auf  derselben  Stufe  stehen. 

Man  kann  aber,  wenn  man  die  Xf  selbst  noeh  nicht  kennt, 
sondern  nur  n  lineare  Combinationen 

derselben,  die  Xxf  leicht  bestimmen.  Nach  (8.)  lautet  nämlich 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
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Wenn  wir  nun  Xtf . . .  \nf  kennen : 

so  bilden  wir 

und  dieser  Ausdruck  muss  sich  mit  Xf  decken,  wenn  für  die  ei; 
passende  lineare  homogene  Functionen  von  yi  . . .  >/n  gesetzt 
werden.  Wir  haben  demnach  die  Forderung  zu  erfüllen: 

Nach  dem  Früheren  können  wir  alsdann  die  Gleichungen  (6.)  er- 
setzen durch 

wo  allerdings  die      noch  unbekannt  sind. 

Wir  benutzen  zu  ihrer  Bestimmung  den  Modul 

*  =  «,<H  h*„"n  » 

der  ja  sicher  existirt.  Wenn  .r  =  £  ist,  so  ist  x  =  £ y  =  y.  So- 
mit giebt  (It.): 

(13.)  =  (Oft 

(s  =  i,  2  ...  m ) 

und  hieraus  bestimmen  sich  stets  (at  ...  b>n  als  lineare  homogene 
Functionen  von  yK  .  ...yn,  die  noch  e,  •  enthalten.  Nun  ist 
für  y  =  e  auch  ac'=  re  =  ar,  d.  h.  nach  (12.): 


oder 

wo  u»x  den  Werth  von  vj^  für  y  =  *  bedeutet.  Man  kann  leicht 
zeigen,  dass  diese  Relationen  identisch  bestehen,  sobald  (4  3.)  er- 
füllt ist. 

Hat  man  w,  . ..  tan  aus  (13.)  bestimmt,  so  giebt  ihre  Sub- 
stitution inj^  io\  Xtf  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 

V* 'Lux:riyx  x  -    der  Gruppe  und  damit  auch  Xtf ...  AM/'. 
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Freilich  kommen  in  ihnen  die  n  Zahlen  t ,  . tn  vor.  Oh  dieselben 
beliebig  genommen  werden  können  oder  weiteren  Bedingungen 
unterworfen  sind,  erkennt  man  durch  Prüfung  der  Gültigkeit 
des  associativen  Gesetzes. 


Bestimmung  aller  aus  drei  Einheiten  gebildeten 

Zahlensysteme. 

Wir  wenden  das  soeben  angegebene  Verfahren  an,  um  die 
aus  drei  Einheiten  ableitbaren  Zahlensysteme  zu  bestimmen. 

Zunächst  handelt  es  sich  um  die  obige  Gruppe  XJ  ...  Xnf  zu 
finden  um  die  Aufstellung  der  Typen  von  einfach -transitiven 
linearen  und  homogenen  Gruppen  in  j-,  ,  .r4 ,  .r, .  Doch  brauchen 
wir  dieselben  nicht  sümmüich.  Weil  Dämlich  im  Zahlensysteme 
ein  Modul  t  vorkommen  muss,  so  muss  die  Gruppe  die  infinitesi- 
male Transformation 

v  ,    v  .  v 

besitzen.  Wenn  wir  dann  nicht-homogene  Variabein  einfuhren 
vermöge 

•'•«  =  ~  •  i 

so  geht  die  Gruppe  Uber  in  eine  projective  Gruppe  in  .r,  y  und 
zwar  in  eine  nur  noch  zweigliedrige.  Diese  sind  aber  langst  be- 
kannt. Wühlen  wir  aus  ihren  Typen  die  einfach -transitiven 
heraus  und  fuhren  wir  wieder  homogene  Variabein  ein,  indem 

d  /  ö  /*  / 

wir  a\       ~\~  £Tj       -f-  hinzufügen,  so  lauten  die  zu  be- 

trachtenden  Gruppen: 

S.  x,p4     x%p%      x%pt  +  •**,/>,  +x9pt  . 

3.  xtpt     x9p%+  xKpx      ript  +  x%p%  +  xtp9  , 

4.  jv>s     a?4p4  +  «.r,p,     ^/>4  +  xApt  +  .r3/>3  , 

°-  «fcfc  +  x%pt     x3/>3  . 
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7.  x2p%     x3p3       x%pt  +  xtpt  +  xipi  , 

8.  x3pt     x5/>,4-  *t}>t  +  xtPt  +  *3I>3  , 

9.  ^p,  +  -r,/',       <r«P,  -  a"3/>3  +  JT,P«  +  •'-,/>,  • 

Hierin  ist  ps  fttr  geschrieben. 

In  jedem  dieser  9  Fälle  können  wir  die  drei  Transformationen 

als  die  oben  mit  XJ',  \tf,  \3f  bezeichneten  ansehen  und  dem- 
entsprechend die  Gleichungen  (12.),  (13.)  bilden. 

Typus  2.  z.  B.  liefert  als  System  (12.)  sofort 

X't  mm  U$%X9  +  W,X,  , 

^3  =  W3  J'j  * 

Die  Gleichungen  (43.)  lauten  demnach  hier 

[43'.)  |  y,  =  w«€, -f  , 

und  hieraus  folgt 

M*3 

fcl  *3 
1 

*«*3 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  (12'.)  ein,  so  ergeben  sich  als  Glei- 
chungen [6.): 

*»*3 

^Tj*  (—  «I  «t^3  +  * ,  *  3  (ri  !/3  +  ^3^))  I 


Digitized  by  Google 


MO  G.  ScHEPPERS, 

Es  ist  hier 


1  1  *  .1 


Dies  zeigt,  dass  t<  und  t3  =)=  0  sem  müssen.  An  Stelle  der  dritten 
Einheit  et  können  wir  daher  e  =  ct -J-  £4c.  -f-  e3c3  einfuhren. 
Zunächst  ist: 

I 


V\=n 

1 

*3 

''s  —  T"  » 

*3 

1 

fc3 

<\  <3  =  0 

und,  wenn  wir  t  statt  ea  als  neues  c3  einführen,  da  xf  =  ex  =  ./ 
ist: 


(U.'J 


1 

*i  ei  = 

0 

«1 

p    es  e3  —  et  ,    e3  c3  =  ?3  . 


Man  erkennt,  dass  das  assoziative  Gesetz  erfüllt  ist  und  auch 
noeh  die  von  Null  verschiedene  Zahl  et  =  1  gemacht  werden 
kann.   Die  zugehörigen  Y/  sind  dann 

und  es  ist  nunmehr 

In  dieser  Weise  kann  man  mit  allen  9  Typen  verfahren.  Man 
findet,  dass  f,  3,  4,  5,  6  auch  5  verschiedene  Systeme  be- 
stimmen, dass  dagegen  Typus  3,  7,  8,  9  nichts  Neues,  resp.  gar 
nichts  liefern. 

Im  Folgenden  sind  die  so  bestimmten  Zahlensysteme  zu- 
sammengeordnet. Die  Systeme  sind  in  der  Rubrik  Z  nach  dem 
Schema  (li'.l  angegeben,  Rubrik  G  enthalt  die  zugehörige 
Gruppe  A'/*,  Rubrik  Jx  den  Werth  von  J x  und  Rubrik  A  enthält 
den  Vermerk,  ob  das  betreffende  System  commutativ  ist  oder 
nicht,  d.  h.  ob  \J\  A,/',  X9f  mit  einander  vertauschbar  sind 
oder  nicht. 
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z 

G 

4. 

L 

e,    0  0 
0     et  0 
0     0  .3 

a\Px 

xtpt 

ST,  .T4  J', 

II. 

0 

0     0  e, 
*•  <'3 

(.r,  +  x3  Vk 

^Pl+XiPt+BtPi 

III. 

et    et  eK 
0     0  e% 

ei      et  e3 

Nicht 

IV. 

0     0  ek 
0     0  et 

ei    «1  ei 

^»Pl 

^3 

V. 

<*    0  'i 
0     0  et 

'1    e*  *z 

».Pl+^pt 
«ipt+»tplH-a>JPI 

Keines  dieser  5  Systeme  ist  überzählig. 
Bemerkenswerth  ist,  dass  in  allen  Jx  in  drei  lineare  Factoren 
zerfällt. 

Man  kann  auch  unabhängig  von  der  I  1 1  sehen  Aufstellung 
aller  Typen  von  projectiven  Gruppen  in  zwei  Variabein  die  obigen 
Systeme  bilden.  Zunächst  kann  man  zeigen,  dass  Jx  wenigstens 
einen  linearen  Factor  enthält.  Es  folgt  dies  aus  einem  allgemeinen 
Salze,  der  im  folgenden  §  3  abgeleitet  wird.  Indem  man  nun 
xt ,  rrt,  £ra  als  homogene  Punktcoordinaten  in  der  Ebene  deutet, 
hat  man  in  J T  =  0  die  bei  der  Gruppe  invarianten  Curvenge- 
bilde.  Eine  invariante  Curve  ist  die  durch  jenen  linearen  Factor 
bestimmte  Gerade.  Ausser  ihr  kann  noch  ein  Kegelschnitt  oder 
ein  Geradenpaar  festbleiben.  Ersteres  lüsst  sich  als  unmöglich 
nachweisen.  Jx  muss  also  in  drei  lineare  Factoren  zerfallen. 
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Jedenfalls  bleibt  also  eine  Gerade  invariant.  Nehmen  wir 
die  Einheitspunkte  e4,  et  auf  ihr  an,  so  können  wir  als  dritten 
den  Modulpunkl  t  wählen,  der  ja  nicht  Jr  =  0  macht.  Dann  ist: 

('i  ei  ~  (\  ei  ei  =  ('t 

und  die  Producte  et  e{ ,  e4,  e4 1», ,  e4e«  müssen  sich  durch  Punkte 
jener  Geraden  darstellen,  d.  h.  aus  t\  und  e4  ableiten  lassen,  e„  c4 
bilden  also  für  sich  ein  Zahlensystem  in  2  Einheiten.  Freilich 
kann  dasselbe  auch  ausgeartet  sein  (d.  h.  eine  oder  beide  Deter- 
minanten Jr  und  F  r  können  für  dasselbe  =  0  sein).  Die  Systeme 
in  2  Einheiten  sind  aber  bekannt  und  danach  auch  auf  diesem 
Wege  die  in  3  Einheiten. 

Man  findet  so  in  der  That  wieder  obige  5  Typen. 


§3- 

Die  Theiler  der  Noll :  Jx  =  0  . 

Um  die  aus  4  Einheiten  ableitbaren  Zahlensysteme  zu  bilden, 
bedarf  es  einer  Betrachtung  allgemeiner  Art  über  die  Zahlen, 
für  welche  J r  =  0  (oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  Fx  =  0) 
ist  und  die  von  Weierstrass  die  Theiler  der  Null  genannt 
worden  sind. 

Wir  kehren  daher  zunächst  zum  allgemeinen  Systeme  aus 
n  Einheilen  zurück. 

Wie  zum  Schluss  des  vorigen  Paragraphen  bedienen  wir 
uns  auch  hier  der  geometrischen  Deutung: 

xt . . .  xn  fassen  wir  als  homogene  Punktcoordinaten  in  einem 
Haumc  Hn  von  ntcr  Stufe  auf.  Jeder  Zahl  x  entspricht  alsdann 
ein  Punkt  dieses  Raumes  //„  und  umgekehrt  stellt  jeder  Punkt 
des  Raumes  Rn  oo'  Zahlen  des  Systems  dar,  welche  alle  die  Form 
q  x  haben,  wo  q  eine  beliebige  gewöhnlich-complexe  Zahl  be- 
zeichnet. 

J r  =  0  oder,  was  nach  dem  Obigen  dasselbe  ist,  P '  x  =  0, 
stellt  eine  bei  der  Gruppe  des  Zahlensystems  invariante  Mannig- 
faltigkeit (fi  —  \  )Ux  Stufe  und  «ten  Grades  im  lin  dar,  die  aller- 
dings zerfallen  kann  (wie  wir  dies  im  Falle  n  =  3  erkannten). 

Mit  Hülfe  des  Früheren,  namentlich  der  Formel  (17.)  lassen 
sich  leicht  die  Sätze  beweisen: 
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?2.       Das  Product  zweier  Zahlen,  deren  keine  Theiler  der  Null 
ist,  ist  auch  nicht  Theiler  der  Null. 

23.       Ist  ein  Factor  eines  Producles  Theiler  der  Null,  so  ist  das 
Product  auch  Theiler  der  Null. 

(24.)      Ist  x  •  »/  =  0  und  weder  r  noch  y  seihst  Null,  so  sind 
beide  Factoren  Theiler  der  Null. 

25.)      Sind  jr;  •  y,  x  •  z ,  x  •  u  -  •  •  sUmmtlich  gleich  Null,  so 
ist  auch  jedes  Product  x{ly  -f-  /i  z  -j-  v u  +  •  •  •)?  wo 
r  •  •  -  beliebige  gewöhnlich-complexe  Zahlen  be- 
deuten, gleich  Null.  Dasselbe  gilt,  wenn  x  letzter 
Factor  im  Product  ist. 

Nehmen  wir  auf  dem  Gebiet  J r  —  0  eine  Zahl  m  an  und 
bestimmen  wir  alle  Zahlen  r,  für  welche  u  v  =  0  ist,  so  bilden 
diese  Zahlen  v  nach  (25.)  eine  ebene  Mannigfaltigkeit,  welche 
ganz  von  Theilern  der  Null  erfüllt  wird.  Sie  sei  von  £Ur  Stufe. 
Man  erkennt,  dass  q  >  0  sein  muss. 

Bilden  wir  nun  alle  Producte  von  der  Form  ux,  was  wir 
auch  so  ausdrücken:  indem  wir  sagen,  dass  u  mit  allen 

Punkten  des  Hn  multiplicirt  werden  soll,  so  muss  sich  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  ergeben  (infolge  des  distributiven  Gesetzes)  und 
zwar,  wie  man  unschwer  beweist,  eine  solche  von  (?i  —  (>)tcr  Stufe. 
Da  «£  =  m  ist,  so  gehört  derselben  u  selbst  an. 

Somit  gehören  zu  jedem  Punkte  u  von  ^zwei  ebene  Mannig- 
faltigkeiten, deren  Stufenzahlen  q  und  (w  —  q)  sich  zu  n  ergänzen. 
Auch  die  letztere  gehört  dem  Nullgebiet  an  (nach  (23.)).  Also 
ergiebt  sich  der 

Sata:  Jedem  Punkte  u  von  Jr  =  0  ist  eine  Zahl  q  zuge- 
ordnet derart,  dass  alle  Zahlen  v,  für  die  uv  =  0  ist, 
auf  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  gier  Stufe  liegen. 
Ferner  geht  durch  u  eine  ebene  Mannigfaltigkeit 
(n  —  e)ter  Stufe,  welche  alle  Productpunkte  ux  ent- 
halt. Beide  Mannigfaltigkeiten  sind  in  .  /  u  enthalten. 
Es  ist  0  <  q  <  n. 

Ein  ebensolcher  Satz  gilt,  wenn  u  als  zweiter  Productfactor 
gewählt  wird. 
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§4. 

Bestimmung  der  aus  4  Einheiten  gebildeten  Systeme,  für 
welche  Jx  keinen  linearen  Factor  hat. 

Die  Zahlensysteme,  welche  aus  4  Einheiten  gebildet  werden, 
zerfallen  in  2  Klassen.  Einmal  kann  bei  der  betreffenden  Gruppe 
in  /f,  eine  Ebene  invariant  bleiben,  d.  h.  Jr  einen  linearen 
Factor  haben ;  das  andere  Mal  bleiben  bei  der  Gruppe  nur  krumme 
Flachen  invariant. 

Die  Systeme  der  ersteren  Art  lassen  sich  auf  solche  aus  3 
Einheiten  zurückführen,  da  die  Producte  der  Punkte  in  der  in- 
varianten Ebene  wieder  sich  als  Punkte  dieser  Ebene  darstellen 
müssen. 

Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  der  Systeme  der  letzteren 
Art,  bei  denen  also  Jr  keiuen  linearen  Factor  besitzt,  also 
Jr  =s  0  keine  Ebene  enthalt  (bei  der  Deutung  im  /?4.  d.  h.  im 
gewöhnlichen  Räume). 

Für  einen  Punkt  u  von  JL  =  0  kann  dann  die  Zahl  q  unseres 
Satzes  nicht  =  \  oder  =  3  sein,  d.  h.  es  ist  y  =  2  und  daher 
n  —  q  =  2.  Multipliciren  wir  den  ganzen  fit  mit  einem  Theiler 
der  Null  u:  uHt)  so  ergeben  sich  folglich  nur  die  Punkte  einer 


Geraden,  welche  durch  U  geht.  Wir  bezeichnen  sie  als  die  Gerade 
uli.  Ebenso  ergiebt  sich  eine  Gerade  Hu  durch  u,  wenn  wir  u 
als  zweiten  Factor  benutzen. 
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Da  alle  Punkte  x,  für  die  ux  =  0  ist,  auf  einer  Geraden 
liegen  und  ebenso  alle  Punkte  x,  für  die  tu  sa  0  ist.  so  giebt  es 
sicher  noch  Tbeiler  des  Null  v,  fttr  die  u  r  und  ru  4=  0  sind. 
Einen  solchen  wählen  wir  und  construiren  die  zugehörigen  Ge- 
raden rR  und  flr. 

Der  Punkt  ur  liegt  sowohl  auf  uR  als  auch  auf  Rr.  Diese 
beiden  Geraden  schneiden  sich  also  in  uv.  Ebenso  ist  ru  Schnitt 
von  Ru  und  vR. 

Es  fragt  sich,  oh  u  Ii  und  1  H  windschief  gegen  einander  sind 
oder  nicht,  u  und  v  können  auf  J r  —  0  variiren.  Demgemüss 
giebt  es  00'  Geraden  u  R  oder  rR.  Wenn  alle  diese  Geraden  sich 
schnitten,  so  müsslen  sie  eine  Ebene  oder  einen  Kegel  erzeugen. 
Der  erstere  Fall  ist  ausgeschlossen  worden.  Im  letzteren  Falle 
nehmen  wir  das  Coordinatenletraeder  so  an,  dass  die  von  et  aus- 
gehenden Kanten  dem  Kegel  angehören.  Dann  ist  jedenfalls 

e\=fiet+ße„  ete,=  oe4,  eaes=dV4J  eteA=se4,  e%e%=s'e%fe*=we„ 

wo  A,  p,  r  . . .  gewöhnlich-complexe  Zahlen  bedeuten.  Jr  aber 
wilre  hier  mit  den  linearen  Factoren  xv  .t-4,  .r,  behaftet,  was  aus- 
geschlossen ist. 

Mithin  können  wir  annehmen ,  u  und  r  seien  so  gewühlt, 
dass  uR  und  rR  sich  nicht  schneiden.  Ebenso  dürfen  wir  Ru 
und  R  v  als  zu  einander  windschief  voraussetzen. 

Demnach  können  die  Geraden  Ru  und  uR  nicht  zusammen- 
fallen, ebenso  nicht  die  Geraden  Rv  und  vR.  Die  Punkte  u,v,uv 
und  ru  sind  nunmehr  die  Ecken  eines  wirklichen  Tetraeders, 
das  wir  zum  Coordinatenletraeder  wühlen,  indem  wir  setzen  : 

e  %  =  u  ,    pi  =  r  ,    p3  =  « v  ,    £4  =  r  u  . 

u*  muss  auf  uR  und  auf  Rti ,  d.  h.  in  u  liegen.  Daher  ist  u'=a« 
und  analog  v*=[ir,  wo  (*  gewöhnlich-eomplexe  Zahlen  be- 
deuten. Also: 

mi  m  liegt  auf  Hfl  und  flu,  d.  h.: 

ui>u  =  jU    und:  rur^=ftv. 
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Nun  ist 

[h v u) v  —  lu V  =3  u (v u v)  =11  UV  , 
(vuv)u  =  fivu  —  r(»it'M;  =  Aru  , 
d.  h.  I  =p,  da  uv  4=  0  ist.  Wir  haben  daher: 

<?4    A<        ,  Cj    A  £j  • 

Ferner  ist  w  •  «r  =  «u  •  u  =  auv  u.  s.  w.  So  kommt  ohne 
Schwierigkeit : 

eie3  =  aei1    ete»==-^eti    p3f,3  =  ^3>    e4t?,  =  aAf4  , 

»'»^  =  *'|  ,      V«  =  /^4  I  =  »    P4P4  =  • 

Das  associative  Gesetz  ist  hierin  erfüllt,  Die  Determinante  hat 
den  Werth 

und  also  muss  A  4=  sein.  Die  Theiler  der  Null  liegen  auf 
einer  Flüche  zweiten  Grades.  Da  diese  nach  Voraussetzung  nicht 
in  Ebenen  zerfallen  darf,  so  muss  1^0  sein. 

Der  Modul  des  Systems  ist 

*  =  Y-  o^  (_  ^  ~~  afi  +  f*  +  ^  ' 

Zu  e  gehört  ein  Polarkegelschnill  auf  der  Flüche  2.  Grades.  Auf 
diesem  Kegelschnitt  wühlen  wir  e,  und  et.  Dann  muss  er = =  0 
sein.  Nunmehr  führen  wir  als  Einheiten  die  Ecken  eines  Polar- 
telraeders  ein,  das  von  «  ausgeht.  Die  neuen  Einheiten  seien 

et  =  £  =  j  [e,  +  ff,]  ,    c3  =  j/~  (c,  +  tej  , 

?i  —  j  ('»  —  *J     1  ^  =  iy-j  h -  *>t)  • 

Alsdann  lautet  das  System,  wenn  die  neuen  Einheiten  nun  durch 
pfl  etJ  p3,  p4  selbst  bezeichnet  worden: 


Digitized  by  Google 


Ais  n  Einheiten  gebildete  cohplexe  Grössen.  307 


ei 

ei 

«1 

1 

Vi 

e* 

i 

Vi 

*t 

» 

Vi 

} 

ei 

e% 

«t 

I 

etet 

-«i 

i 

e,et 

-('x 

» 

V* 

t 

u 

e> 

e* 

1 

ei 

» 

V> 

-ei 

» 

V* 

-«1 

> 

ei 

<\ 

• 

Vi 

Vi 

Vi 

-'\ 

• 

Es  ist  dies  das  System  der  Quaternionen  von  Hamilton.  Seine 
Determinante  ist 

Jx  ~  (äJ  +  x\  +  xj  +  a?J)«  . 
Die  zugehörige  Gruppe  lautet 

xiPi  +  JotPt  +         -I-  ^4f>4  P 

—  ^tPi  +  ^iPi  +  ^4Pa  —  - 

—  a?,p,  —  x4pt  H-  a?tp»  +  ;r4/>4  , 

—  a^p,  -f  x,pt  -  xt p,  +  rr4p4  . 


SITZUNG  VOM  1.  JULI  1889. 

A.  Mayer,  lieber  die  Maximu  und  Minima  impliciler  Func- 
lionen  und  die  Heciprocilätsge  setze  in  der  Theorie  des  gewöhnlichen 
Maximums  und  Minimums. 

Von  den,  in  den  Problemen  des  gewöhnlichen  Maximums 
und  Minimums  zu  Tage  tretenden  Reciproeitätsgeselzen  ist  bis- 
her wohl  immer  nur  das  der  isoperimetrischen  Probleme  beson- 
ders hervorgehoben,  aber,  soviel  ich  weiss,  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  auch  noch  nicht  vollständig  bewiesen  worden.  Es 
dürfte  daher  nicht  uninteressant  sein,  zu  zeigen,  wie  alle  diese 
reciproken  Siitze,  wenigstens  alle  mir  bekannten,  unmittelbar 
aus  der  Theorie  des  Maximums  und  Minimums  impliciler  Func- 
tionen entspringen.  Dabei  kann  man  zwei  verschiedene  Wege 
einschlagen,  die  Aufgaben  nämlich  ebensowohl  als  Probleme 
des  absoluten,  wie  auch  als  solche  des  relativen  Maximums  und 
Minimums  behandeln.  Der  erste  Weg  ist  im  Grunde  allgemeiner; 
ich  ziehe  trotzdem  aber  den  zweiten  vor,  weil  er  einerseits  klarer 
erscheint  und  andererseits  die  Resultate  auch  gleich  in  der- 
jenigen Form  liefert,  die  sich  für  die  Anwendungen  an)  bequem- 
sten eignet. 

Die  Maxima  und  Minima  implieiter  Functionen. 

Die  allgemeine  Aufgabe,  die  hier  betrachtet  werden  soll, 
ist  folgende: 

Man  sucht  unter  allen  Werthsystemen  der  n  -f-  1  Variabein 
welche  r  +  1  gegebene,  ron  einander  unabhängige 
Bedingun gsgleich ungen : 
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<A>  =  °,    ^i  =  0,...,    </y=0,  r<», 

erfüllen,  diejenigen,  in  welchen  die  Variable  .t0  se/fts*  einen  yriissten 
oder  kleinsten  Werth  besitzt,  wobei  es  sich  selbstverständlich 
immmer  nur  um  solche  Maximums-  oder  Minimums-Stellen 
x0  xt  ...xn  handelt,  in  deren  Umgebung  die  Functionen  </>  sich 
regulär  verhalten. 

Nun  geht  das  allgemeine  Problem  des  relativen  Maximums 
und  Minimums  »unter  allen  Wcrthen,  welche  eine  gegebene 
Function  f  von  .r0  n\  ...  xn  anzunehmen  vermag,  während  ihre 
Variabein  den  Bedingungen  (1 .)  unterworfen  sind ,  die  grosstcn 
und  die  kleinsten  zu  finden«  in  die  vorliegende  Aufgabe  über, 
sobald  man  f  sich  auf  xü  reduciren  lässt. 

Nach  der  Theorie  des  relativen  Max.  und  Min.  *)  hat  man 
daher,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  mit  dem  Ausdrucke: 

0>EE=a-0  +  Ä0(fü  -f-  l%tpA  -f-    •  •  +  ?.rcpr 

die  n  -f-  \  Gleichungen  zu  bilden : 

//  =  \ ,  2,  •  •  •  n  , 

und  aus  ihnen  und  den  r  -j-  ^  gegebenen  Gleichungen  1.)  die 
n  -f-  \  -f-  r  +  4  Unbekannten 

.t0  <n4  •  •  •  xn  A0  A|  •  •  •  Ar 

zu  bestimmen. 

Jedes  System  reeller  Auflösungen  der  Gleichungen  (1.), 
(2.),  (3.),  für  welches  die  r  -f  I  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Variationen  dx0dx{  •  .  ■  dxn: 

e— 0,  4,     •  r  , 

von  einander  unabhängig  bleiben,  beziehungsweise  auch  jedes 
Werthsystem  sc^r,  •  •  •  ;rn,  das  einem  solchen  System  von  Auf- 

4 )  Vcrgl.  dieses  Heft  p.  4  29. 

Matb.-pb)«.  Cla«s«.  1HS9.  24 
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lüsungen  angehört,  will  ich  kurzweg  eine  Lösung  der  vorgelegten 
Aufgabe  nennen.  Unter  Umstünden  können  in  einer  solchen 
Lösung  eine  oder  mehrere  der  Unbekannten  .r  willkürlich 
bleiben.  Auf  jeden  Fall  aber  gehören,  sobald  man  nur  eventuell 
die  unbestimmt  gebliebenen  ./•  als  fest  gegeben  betrachtet, 
einer  jeden  Lösung  stets  vollständig  bestimmte  Werthe  der 
Multiplicatoren  A  zu. 

Kine  Lösung  entspricht  ferner  sicher  einem  Maximum  oder 
Minimum  des  Problems,  oder  sicher  keinem  solchen,  jenachdem 
für  dieselbe  die  zweite  Variation  von  x9 : 

in  Folge  der  r  -f-  1  Bedingungsgleichungen  4.)  definit  oder  in- 
definit auslallt,  wobei  jedoch1)  die  Variationen  der  etwa  will- 
kürlich gebliebenen  ./•  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

Multiplicirt  man  aber  die  Bedingungsgleichung  (4.)  mit  dem 
Werthe  von  A^,  der  der  betrachteten  Lösung  zugehört,  und  sum- 
mirt  hierauf  nach  so  erhält  man  nach  (2.)  und  (3.)  die  Be- 
dingung 

dx0  =  0  , 

die  man  auch  unmittelbar  hatte  voraussagen  können,  da  ja  d.i\ 
nichts  anderes  ist,  als  die  erste  Variation  derjenigen  Function 
.r0,  die  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erreichen  soll. 

Die  Bedingungsgleiehungen  (4.)  redueiren  sich  hiernach  auf 
die  Gleichung  d.ru  =  0  und  auf  r  von  den  r-f-  1  Gleichungen: 

(50        g,,(  +  g:,.,1+...+§^  =  0, 

von  denen  wegen  der  n  Gleichungen  (3.)  eine  eben  eine  blosse 
Folge  der  r  übrigen  wird,  und  zugleich  reducirt  sich  die  zweite 
Variation  von  a?0  auf: 

 «   ^4 

(6.)  ^JS'szjs,  a**air<  • 

sodass  also  ein  reguläres  Maximum  oder  Minimum  nur  davon 

1)  VtTnl.  diese  Beriehte  1881  p.  kl. 
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abhangt,  wie  sich  für  die  betreffende  Lösung  diese  ganze  homo- 
gene Function  zweiten  Grades  von  d.rt  ...o\r„  unter  den  Be- 
dingungen (5.)  verhält. 

§2. 

Das  allgemeine  Reciprocitätsgesetz. 

Nimmt  man  nunmehr  an,  dass  in  den  gegebenen  Functionen 
Vo  r/\  •  fPr  ausser  den  Variabein  x0  sc,  ...  ocn  selbst  nocA  weniy- 
stens  eine  unbestimmte  Constante  i/0  vorkomme,  so  kann  man  auch 
umgekehrt  xt  als  unbestimmte  Constante  und  yü  als  diejenige 

implicite  Function  der  Variabein  xt  xn  betrachten ,  welche 

unter  den  Bedingungen  (\.)  einen  grösslen  oder  kleinsten  Werth 
erreichen  soll.  Man  kann  also  dann  dem  eben  gelösten  Probleme: 

(A.)  x0  =  J/a.r.,  Min.,  y0  =  const. 

das  folgende  gegenüberstellen : 

(A\)  t/0  =  Mao*.,  Min.,  .r0  —  const. 

Nach  dem  Vorhergehenden  wird  dies  neue  Problem  durch 
die  n  -f-  1  Gleichungen  gelöst : 

h  =  \ ,  2,  •  •  •  n  , 

denen  wiederum  die,  beiden  Problemen  gemeinsamen  Be- 
dingungsgleichungen  [\.'  hinzuzufügen  sind. 

Die  Gleichungen  (3\)  sind  aber  bis  auf  die  Bezeichnung  der 
Multiplicatoren  identisch  mit  den  Gleichungen  3.).  Daher  er- 
geben sich  aus  den  r  +  4  -f-n  Gleichungen  (I.)  und  (3.)  für: 

x0  xi  •  •  •  xn  und  etwa      y  •  •  < 

dieselben ,  von  y0  abhangigen  Werthe  ,  welche  auch  die  Glei- 
chungen (i.)  und  (3'.)  für: 

/'o  /'«  /'« 

liefern.    Dagegen  erhalt  u9  im  Problem  (A'.)  einen  anderen 
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Werth  als  A0  im  Problem  (A.).  Denn  i/0  bestimmt  sich  aus  (Ä'.J, 
A0  aber  aus  der  hiervon  verschiedenen  Gleichung  (2.). 

In  (A.)  wie  in  (A\)  sind  aber  die  k  und  /<  nur  Hülfsgrössen. 
Hat  man  also  irgend  eine  Lösung: 

(7.)      x0  =  A'0  ly0)  ,    xt  =  Xi  fyj  ,    •  •  ,    xH  =  AB(y0) 

des  Problems  (A.)  gefunden,  in  welcher  der  Werth  von  OP,  nicht 
gerade  frei  von  i/Ä  geworden  ist,  so  erhalt  man  daraus  sofort 
eine  correspondirende  Lösung: 

des  Problems  (A'.),  wenn  man  die  erste  Gleichung  (7.)  nach  y0 
auflöst  und  die  Auflösung  in  die  übrigen  Gleichungen  (7.)  ein- 
setzt, und  ftlr  diese  zusammengehörigen  Lösungen  beider  Prob- 
leme wird : 

(8.)  ~=r  »  *  •  »— =r  • 

Setzt  man  daher: 

X  X 
W  —  Vo  +  I >H  rffr, 

so  werden  nach  (6.)  für  diese  beiden  Lösungen  die  zweiten  Va- 
riationen von  .t0  im  Problem  (A.)  und  von  y0  im  Problem  (A7  : 

und: 

und  beide  Male  bestehen  zwischen  den  Variationen  dxK  ...  ö*./w 
dieselben  Bedingungsgleichungen  (5.),  daher  wird: 

t*y<>  N 

und  es  hat  folglich  d*y{)  jeder  Zeit  dasselbe  oder  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  von  d*  .r0 ,  jenachdem 

^  >  0    oder    <  0  ist. 
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Ueberdies  kann  der  Ausnahmefall  —  =  0  nicht  eintreten.  Zu- 
nächst  nümlich  folgt  aus  (27  und  (8.) 

also: 

]»•  V  °ty0          dt/0  rö//0/ 

Andrerseits  erhält  man  für  die  Auflösungen  x0xi....rHlfiXi  ...Ar 
der  Gleichungen  (I.),  (2.),  (3.)  aus  den  Gleichungen  (1.)  durch 
Differentiation  nach  y9 : 

und  folglich: 

d.  i.  aber  nach  (2.)  und  (3.): 

(l0.)  A0^-t-^^-f 

*y0  ty.  dy9 

x 

Daher  ist  —  immer  verschieden  von  Null ,  es  sei  denn,  dass  in 

der  erhaltenen  Lösung  des  Problems  (A.)  der  Werth  von  x0  un- 
abhängig von  y0  wäre. 

Man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  alles  Vorhergehende  auch 
dann  noch  Geltung  behält,  wenn  in  der  betrachteten  Lösung  des 
Problems  (A.)  ein  Theil  der  Unbekannten  unbestimmt 
geblieben  sein  sollte,  und  hat  somit  den  folgenden  allgemeinen 
ReciprocitiUssatz  gewonnen: 

I.  Zwischen  den  n  +  \  Variabein  x0  xt  ...  xn  sind  vorge- 
schrieben r-\-\  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen  : 

To  =  0  >    <P%  =  0  j  •  *  '  >  7V  =  0  i    r  O  > 

in  denen  neben  diesen  Variabein  noch  wenigstens  ein  unbestimmter 
Parameter  t/0  vorkommt. 
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Hat  man  dann  irgend  eine  Lösung  des  Problems 
(A.)  ./„  =  Mux..  Min.,  ;/0  =  const. 

gefunden,  und  ist  der  Werth 

den  .'/•„  im  dieser  Lösung  erhalt,  nicht  gerade  unabhängig  von  yt), 
so  verwandelt  sich  dieselbe,  sobald  man  darin  für  i/0  den  Werth 

*Jo  =  >o  W 

setzt,  der  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  A0  (y0)  =  x9  ergiebt, 
in  eine  Lösung  des  reciproken  Problems : 

(A'.j  i/0  =  Mux.,  Min.,    x0  =  const.  , 

und  diese  beiden,  einander  entsprechenden  Lösungen  verhalten  sich 
in  Betreff  des  Maximums  und  Minimums  folgendermassen : 

Ist  x0  =  A0  (yj  weder  Maximum  noch  Minimum  im  Problem 
(A.),  so  gilt  dasselbe  im  Problem  (A\)  auch  von  yq  =  ^(^o)- 

Wenn  dagegen 

.r0  =  A'0(y0)    ein  Max.,  resp.  Min., 
im  Problem  (A.)  ist,  so  ift  zugleich 

—  Jo  (ro)  e,w  jVar-  resP-  ^'n-> 
oder        0tfi  lfm.  resp. 

im  Problem  \A' .),  jenachdem  der  Differentialquotient 

oder,  was,  wenn  man  das  Problem  (A.)  mit  Hülfe  der  n  1 
Gleichungen 

#e/os/  Am/,  dasselbe  besagt,  jenachdem  für  die  erhaltene  Lösung  die 
Summe: 

ö//o  ö.'/o  <>f/0 

eilten  negativen  oder  einen  positiven  Werth  besitzt. 
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§3. 

Die  Reciprocitätsgesetze  inverser  Fanctioueu  und  der 
isoperimetrischen  Probleme. 

Indem  man  die  Formen  der  Bedingungsgleichungen  (1.) 
specialis!!!,  kann  man  aus  dem  allgemeinen  Satze  I  eine  ganze 
Reihe  besonderer  Reciprocitütssütze  ableiten,  von  denen  ich  hier 
nur  die  beiden  folgenden  hervorheben  will. 

Nimmt  man  zunächst 

To  =       -  /o  xn'Jo) 

und  für  x  >  0 

so  erhellt  man  aus  I.  sofort  den  folgenden  Satz,  welcher  die  reci- 
proken  Beziehungen  zwischen  den  Max.  und  Min.  inverser  Fun- 
ctionen auseinandersetzt. 
II.  Es  sei: 

die  Auflösung  der  Gleichung: 

h  (-rt  ■  •  •  xn  y*)  =  « o  > 

überdies  seien  die  Variabein  xx  •  •  •  xn  entweder  unabhängig 
oder  aber  irgend  r  <  n  gegebenen,  von  x0  und  y0  freien  Beding- 
ungsgleichungen unterworfen. 

Kennt  man  dann  irgend  eine  Lösung  des  Probien^  : 

(A.)  f0  =  Max.,  Min.,  y0  =  const., 

der  ein,  nicht  gerade  von  y0  unabhängiger  Werth  A'0  (y0)  von  f0 
zugehört,  so  erhält  man  aus  dieser  Lösung,  sobald  man  darin  für 
yQ  die  Auflösung 

Uo  =  yo  (ro)  rfer  Gleichung  A0  (y0)  =  x0 

substituirt,  eine  correspondirende  Lösung  des  reciproken  Problems: 

(A\)  F0  =  Max.,  Min.,  x9  =  const.  , 

welche  der  Function  F0  den  Werth  )  0  (./  „)  ertheilt. 

War  f0  =  A'0(y0)  kein  Maximum.  Minimum  in  (A.),  so  ist 
auch  /*"„  =  )'o(,T»)  ke,n  Maximum,  Minimum  in  (A\). 

War  aber  /'„  =  X0  (//„)  ein  Maximum,  resp.  Minimum  in  (A.), 
so  ist,  jenachdem  für  die  betrachtete  Lösung  des  Problems  (A.)  : 
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einen  negativen  oder  einen  positiven  Werth  besitzt ,  gleichzeitig 
auch  t\  =  >0  (a-0)  ein  Maximum  resp.  Minimum  oder  umgekehrt 
ein  Minimum  resp.  Maximum  in  (A\).  — 
Nimmt  man  dagegen 

</>0  =  xn  —  /0  .r,  •  •  •  xn\  , 

und  für  x  >  1 
so  wird: 

S  =  -A«  , 

und  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  reduciren  sich  auf: 


d.  i.  auf: 


Schreibt  man  daher  der  Symmetrie  halber  noch  a9  und  a%  für 
j  0  und  y0,  so  verwandelt  sich  Satz  I.  in  das  Reciprocitätsgesetz 
der  isoperimetrischen  Probleme: 

III.  Es  seien  f%  f{  .../*,.,  (>*  r  -f-  \  gegebene  unabhän- 

gige Functionen  der  n  Variabein  xtxt ...  xni  dagegen  a0  und  ai 
unbestimmte,  in  diesen  Functionen  selbst  nicht  vorkommende  Con- 
stanten, und  man  habe  mittelst  der  n  Gleichungen  : 

Ä  =  I  ,  2  ,  •  •  •  n  , 
irgend  eine  Uisung  des  isoperimetrischen  Problems  gewonnen : 

(A.)       /;=  3/aj  .,  Jflfl.,  A  =  «4  )  /*  = 0 ,  •  •  • »  fr  = 0  • 
//a/  dann  in  dieser  Lösung  ft  den  von  a,  abhängigen  Werth 

f,-A,  («,) 
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erhalten,  so  braucht  man  nur  für  a{  die  Auflösung 

aK  =  .4,  (a0)  der  Gleichung  Aü(a{)  =  o0 

zu  setzen,  um  die  Lösung  überzuführen  in  eine  entsprechende  Lö- 
sung des  reciprokcn  isoperimetrischen  Problems  : 

(A\)       f%  =  «0  ,  /;  =  Max.,  Min.,  ft  =  0  ,  •  ■  •  ,  fr  =  0  , 

für  welche  f{  den  Werth  At  («0)  annimmt. 

Ist  /*„  =  A9  («,)  kein  Maximum,  Minimum  in  (A.),  so  ist  auch 
/*t  =  Ai  (ff0)  kein  Maximum  in  (A'.) 

Ist  aber 

f9  —  A0  (aj  ein  Max.,  Min. 
in  (A.) ,  so  ist  zu  gleicher  Zeit  auch  in  (A\) 

ft  —  ^4  (ao)  e*n  Max.  resp.  Min. , 
oder         ein  Min.  resp.  Max.  , 
d  V 

jenachdem  ( — ~~  d.  i.  jenachdem)  in  der  erhaltenen  Lösung  des 
Problems  (A.). 

At  >  0  orfer  <  0  war.  — 

Um  keinen  Zweifel  darüber  zu  lassen,  wie  diese  Sätze  ge- 
nieint sind,  erlautere  ich  noch  den  letzten  Satz  an  dem  einfachen 
Beispiele : 

I A  j  lf*  =  xi  xt  •  '  •  Tn  =  Xax.t  Min., 

\ft  =  .r,  +  a:,  -f  •  •  •  +  xn  =  a4  . 
Setzt  man 

0  =XtXt    ->  xn  -f-  lt  (.r,  +  .t4  H  h  j„  —  «,)  , 

so  wird  diese  Aufgabe  gelöst  durch  die  n  Gleichungen: 

b  xh  xh  1 

und  diese  liefern  verbunden  mit  der  isoperimetrischen  Beding- 
ung f%  =  a{  die  Werthe : 

(er.)      x%  =  x%  =  •  •  •  =  xn  =  x  =      ,    XK  =  —  xn—  1  . 
Für  diese  Lösung  wird 
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und  daher  die  zweite  Variation  von  /0  in  unserer  Aufgabe : 

•57.  =33&j£T?.'*k**,  =    [(J^<»*)'  -^(fe*)*] 


Aus  =r/,  aber  ergiebt  sich  die  Bedingung:^/.  Ja?Ä  =  0  , 
also  bleibt  nur: 

i 

sodass  ö*4/o  definit  wird  und  das  entgegengesetzte  Zeichen  von 
X*~a  erhalt. 

Durch  Substitution  der  Werthe  [tr.)  geht  nun  die  Gleichung 
fa  =  «o  über  in : 

w  (?)"-«.. 

a,  - 
welche  ^  =  a0 »  ergiebt. 

Das  reeiproke  isoperimetrische  Problem: 

(A' )        I/o  =     xt  '  '  '  rn  —  "o  j 

=     +     +  •  *  •  +  -'n  =  Max.t  Min., 

besitzt  demnach  die  Lösung 

i. 

xK  =  xt  =  •  •  •  =  ./•„  =  a*  =  a0  n  , 

und  durch  diese  erhalt  /*,  den  Werth  a{  =  ua0n  . 

Nach  (er.',  (/f.),  (/.)  wird  ferner,  so  lange  a,  >>  0  ist, 

Für  aK  <  0  dagegen  wird  x  <  0  und, 

falls  »=r*x  ,  X, >0  ,  dY,<  0  ,  a0  >  0  , 
•   ;i  =  2x  +  *  ,  A,  <  0  ,  ^Yo  >  0  ,  <*q  <  ü  . 

Man  hat  somit  folgendes  Resultat : 

Beide  Aufgaben  (A.)  und  ;A\)  werden  gelöst  durch: 

.r,  =  xt  —  ■  ■  -  =  xn  =  x  . 
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Es  wird  aber 
in  A.) ,  x  »  ^ ,  /'„ 


(':;)■ 


in(A'.),  x  —  a0n,  /*,  es  /# </0 1 

«o>0 
=  i/rw.  , 

«o>0 

«•  <  0 
/*t  — _  Max.  — 


und  für  «(  >  0: 

/o  =  Max.  , 
für  o4  <  0  und  n  =  2  / : 
/*0  =  Max. , 
für  «t  <0  und  n=2x  -H  : 
f0  =  Jim., 

Um  endlich  auch  anzudeuten ,  wie  einfach  sich  in  vielen 
Fallen  die  Anwendung  des  Satzes  III.  gestaltet,  mögen  F  und  U 
Fläche  und  Umfang  eines  Polygons  bezeichnen.  Dann  sind  F 
und  U  homogene  Functionen  zweiter  und  erster  Ordnung  der 
Coordinaten  der  Ecken  des  Polygons,  und  wenn  £  irgend  eine 
dieser  Coordinaten  bedeutet,  so  führt  die  Aufgabe:  F  =  Max.  , 
U  s=  const.  auf  die  Gleichungen : 

Diese  aber  ergeben,  mit  £  multiplicirt  und  addirt : 

folglich,  weil  F  und  U  positiv  sind,  A,  <  0;  woraus,  da  es  von 
vornherein  evident  ist,  dass  die  Aufgabe  ein  wirkliches  Maximum 
zulassen  muss,  nach  III.  unmittelbar  der  bekannte  Satz  hervor- 
geht: Das  grösstc  w-Eck  von  gegebenem  Umfange  ist  zugleich 
auch  dasjenige,  welches  bei  gegebener  Flache  den  kleinsten 
Umfang  besitzt.  — 


Nachtragliche  Berichtigung  zu  dem  Aufsatze  p.  122—141. 

Pag.  137  ist  der  Z.  4  v.  u.  beginnende  Satz  durch  den  folgenden  zu 
ersetzen  :  Diese  letzte  Bedingung  verlangt,  dass  die  der  .r-Axe  zugekehrten 
Winkel  tp0  und  ,  welche  die  Endradien  des  Bogens  mit  den  Lothen  bil- 
den, nicht  stumpf  seien, . . 

und  pag.  «38  Z.  5  v.  o.  statt:  »All'  dieses  gilt  auch  dann  noch«  zu 
lesen :  Diese  Formeln  und  Bedingungen  bleiben  auch  dann  noch  gültig,  .  . 
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Eine  infinitesimale Berührungstransformation  der zx- Ebene 
besitzt,  wenn 

dz  —  ydx  =  0 

gesetzt  wird,  die  Form 
so  dass 

ihr  allgemeines  Symbol  ist. 

Die  Grössen  z,  x,  y  sind  Coordinaten  eines  Linienelements 
der  zx- Ebene;  sie  können  aber  auch  als  Punktcoordinaten  in 
einem  dreifach  ausgedehnten  Räume  x,  y,  z  gedeutet  werden. 
Bei  dieser  letzten  Auffassung  ordnet  die  pFAFp'sche  Gleichung 
dz  —  ydx  =  0  jedem  Punkte  des  Raumes  x,  y,  z  ein  Büschel 
von  Kichtungen  dx,  dy,  dz  zu.  Diese  oo'  Richtungen  bilden 
eine  einfach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit,  welche  in  der 
zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  aller  Richtungen  dz,  dx, 
dy  durch  den  betreffenden  Punkt  enthalten  ist. 

Eine  Gruppe  von  BerUhrungstransformationen  der  z  a>Ebene 
lasst  sich  ohne  weiteres  als  eine  Gruppe  von  Punkttransforma- 
tionen des  Raumes  x,  y,  z  deuten.  Greift  man  nun  unter  den 
Transformationen  dieser  letzten  Gruppe  diejenigen  heraus,  welche 
einen  gewissen  Punkt  xQ,  y0,  z0  allgemeiner  Lage  invariant 
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lassen,  so  erhalt  man  eine  Untergruppe,  deren  Transformalionen 
alle  oo*  Riebtungen  dx,  dy,  dz  des  Punktes  r0,  y0 ,  z0  durch 
eine  projective  Gruppe  transformiren.  Es  leuchtet  andererseits 
ein,  dass  die  oo*  Richtungen  dx,  dy,  dz  des  dem  Punkte  x9iy91  z0 
zugeordneten  invarianten  Büschels  dz  —  y0dx  =  0  durch  eine 
projective  Gruppe  y  transformirt  werden.  Hat  diese  letzte  pro- 
jective Gruppe  drei  wesentliche  Parameter,  so  enthält  das  Büschel 
dz  —  yQdx  =  0  keine  invariante  Richtung,  und  also  ist  die  ur- 
sprüngliche Berührungstransformationsgruppe  der  zx- Ebene 
irreducibel.  Enthält  dagegen  die  projective  Gruppe  y  des  Büschels 
dz  —  y0  dx  =  0  weniger  als  drei  wesentliche  Parameter,  so  bleibt 
mindestens  eine  Richtung  des  Büschels  in  Ruhe;  alsdann  ist  die 
gegebene  Berührungstransformationsgruppe  der  zx- Ebene  re- 
ducibel. 

Ausgehend  von  diesen  Betrachtungen  gelang  es  mir  schon 
4874  alle  irreducibeln  Berührungstransformationsgruppen  der 
s  .t -Ebene  zu  bestimmen  M .  Eine  derartige  Gruppe  enthält  sechs, 
sieben  oder  zehn  wesentliche  Parameter.  Im  ersten  Falle  können 
die  Veränderlichen  derart  gewählt  werden,  dass  die  charakteri- 
stischen Functionen  W  der  Gruppe  die  Form : 


(A.) 


xr 


4,    x,    y,    x*,    xy,  y* 


erhalten ;  die  zugehörigen  infinitesimalen  Transformationen : 
p,  q  +  xr,  r,  xq-\-±x*r,  xp  —  yq,  yp-\-\y*r 

erzeugen  eine  zusammengesetzte  Gruppe  mit  den  beiden  inva- 
rianten Untergruppen :  r  und :  p,  q  -f-  xr,  r. 

Alle  sieftewgliedrigen  irreducibeln  Berührungstransforma- 
tionsgruppen  der  zx-¥.bene  sind  unter  einander  ähnlich;  nach 
passender  Coordinaten wähl  erhalten  die  charakteristischen  Func- 
tionen einer  solchen  Gruppe  die  Form: 


(B.) 


*,  x,  y,  x*,  xy,  y* ,  z  —  $  xy  I  . 


Die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen: 

4)  Göttinger  Nachrichten,  Dcc«raber  487«;  Archiv  for  Mathematik, 
Christiania  4873  and  4  879. 
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p,  ?-f-crr.  r,  xq-\-\xtri  xp  —  yq  , 
yp  +  iifr,    xp  +  yq  +  *zr 

erzeugen  eine  zusammengesetzte  Gruppe,  welche  die  Gruppe 
B.)  als  invariante  Untergruppe  enthält. 

Die  zehngliedrigen  irreducibeln  Berllhrungstransformations- 
gruppen  der  _a:-Ebene  sind  ebenfalls  unter  einander  ahnlich; 
ihre  charakteristischen  Functionen  können  die  Form 

(C)  I,  -r,  y,  x\  xy,  y\  z-$xy  , 

x(z  -  \  xy) ,  y(z  —  i  xy) ,    (z  —  ^xy)* 

 .  

erhalten. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Beruh rungs- 
transformationsgruppe  besitzen  die  Form: 

p,  74-.Tr,r,iT7  +  |„,r?  xp  —  yq,  yp-\-±y%r,  xp+yq+Zzr, 
(z—x!j)p  —  iytq  —  \*y*>',    tcc*p  +  *q  +  tt*r  , 
[xz  —  |  x*y)  p+  [yz—i  xtf)  q  +  (**  —  \  _V)>"  • 

Wünscht  man  alle  invarianten  Untergruppen  dieser  Gruppe 
zu  finden,  so  combinirt  man  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  zehngliedrigen  Gruppe  (C.)  der  Reihe  nach  mit  den 
infinitesimalen  Transformationen : 

P,  r,  q  +  xr 

und  erkennt  hierdurch,  dass  jede  invariante  Untergruppe  eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form  [B.J,  ja  sogar  eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form : 

ar  +  ßp-\-y(q  +  xr) 

enthalten  muss.    Hieraus  ergiebt  sich  sogleich,  dass  die  be- 
treffende invariante  Untergruppe  alle  zehn  infinitesimalen  Trans- 
formationen (C.)  enthült,  dass  also  die  Gruppe  (C.)  einfach  ist. 
In  den  neuen  Veränderlichen 

l  =  z  —  \xy,   r-=.T,    \)  =  iy 

erhalten  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (C.) 
die  Form: 

*>-t>r>  q-f-rr,  r,  rq,  rp-t>q,  t^,  r|>  +  Vq  +  2>r  , 
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andererseits  ist 

dz  —  ydx  =  rfj  +  rr/ty  —  tyrfr  . 

Die  Gruppe  (C.)  ist  also  gleichzusammengesetzt  mit  der  allge- 
meinen projektiven  Gruppe  eines  linearen  Liniencomplexes  des 
dreifachen  Raumes  j ,  r,  ty. l)  Dass  diese  zehngliedrige  projective 
Gruppe  einfach  ist,  habe  ich  schon  bei  verschiedenen  Gelegen- 
heiten hervorgehoben. 

2. 

Die  im  Vorangehenden  resumirten  Untersuchungen  dehnen 
sich  ohne  Schwierigkeit  auf  n  Dimensionen  aus2). 

Eine  infinitesimale  Berübrungstransformation  des  Raumes 
z  £r,  . . .  xn  besitzt,  wenn 

dz  —  yldxi  yn  dxn  =  0  , 

gesetzt  wird,  die  Form 

so  dass 

[«71 

ihr  allgemeines  Symbol,  W  ihre  charakteristische  Function  ist. 

Die  Grössen  3^  . . .  xn  yx  . . .  yn  sind  Coordinaten  eines  Kle- 
ments  des  Raumes  zxK  ...xn;  sie  können  aber  auch  alsPunkt- 
coordinaten  eines  (2n  +  1)-fach  ausgedehnten  Raumes  gedeutet 
werden.  Bei  dieser  letzten  Auffassung  ordnet  die  PpAPp'sche 
Gleichung :  dz  —  y{  dx{  —  ...  yn  dx  =  0  jedem  Punkte  s,  x,  y 
ein  Bündel  von  oo™-'  Richtungen:  dz,  dx,  dy  zu.  Diese 
oo*"-'  Richtungen  bilden  eine  (2«  —  1)-fach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit,  welche  in  der  2 «-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit aller  Richtungen  dz,dx,dy  durch  den  betreffenden 
Punkt  enthalten  ist. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Transformation 

  [W/]-  Wj£ 

t]  Göüinger  Nachrichten  December  1874. 

I]  Archiv  for  Mathematik,  Christiania  1879,  S.  *32 
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des  Raumes  z,  xx,  ;/x,  welche  einen  bestimmten  Punkt  s°,  .7^, 
in  Ruhe  liisst,  so  leuchtet  ein,  dass  dieselbe  die  2  n-  fach  aus- 
gedehnte  Mannigfaltigkeit  aller  Richtungen  dz,  dxXJ  dyx  durch 
den  Punkt  30,  .tx,  yx  durch  eine  projective  Gruppe  transformirt, 
bei  welcher  die  (2;*  —  I  i -fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit: 

dz  —  y°idxi  —  •  •  —  y„dxn  —  0 

in  Ruhe  bleibt.  Es  werden  andererseits  die  oo4"""'  Richtungen 
dieser  letzten  Mannigfaltigkeit  durch  eine  projective  Gruppe  y 
transformirt,  deren  allgemeine  Form  sich  leicht  angeben  lässt; 
hier  genügt  es  hervorzuheben,  dass  y  keineswegs  die  allgemeine 
projective  Gruppe  einer  (2n  —  J-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit ist. 

Betrachten  wir  andererseits  eine  beliebige  endliche  oder 
unendliche  continuirliche  Berührungstransformationsgruppe  des 
Raumes  z  ,  >i  x ,  so  erhalten  wir  ohne  weiteres  eine  entsprechende 
Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  3,  .tx,  yx.  Die- 
jenigen Transformationen  dieser  letzten  Gruppe,  welche  einen 
beliebigen  Punkt  30,  .t$  ,  f/J  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lassen,  trans- 
formiren  die  Richtungen  des  invarianten  Büschels:  dz  —  y\dx% 
—  •  •  •  yn°  dxn  =  0  durch  eine  gewisse  projective  Gruppe 
welche  natürlich  entweder  mit  y  identisch  ist  oder  in  y  als 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  y  mit  y  identisch  ist. 
Die  entsprechenden  Gruppen  lasssen  sich  leicht  auf  einfache 
canonische  Formen  bringen. 

A11e/»nrf/jrÄenBerührungstransformationsgruppen  desRaumes 
3.r4  ...xn,  für  welche  die  beiden  Gruppen  y  und  y  überein- 
stimmen .  können  durch  passende  Coordinatenwahl  auf  drei 
canonische  Formen  gebracht  werden. 

Als  charakteristische  Functionen  der  ersten  canonischen 
Form  lassen  sich  die  Grössen : 


{A, .  *  ,  «f,  ftn  ^^x.  »IST«!  'Ji'Jx 

t 's  1  •  •  •  n  ,  x  —  1  •  •  •  n 

wühlen.  Die  zugehörigen  infinitesimalen  Transformalionen  haben 
die  Form : 

Pi    9i  +  xi r  r 
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wo 

v  _  „    »f  _„   »r  _ ,. 

gesetzt  ist.  Diese  Gruppe  ist  trreducihel  und  zusammengesetzt. 

Als  charakteristische  Functionen  der  zweiten  canonischen 
Form  lassen  sich  die  Grössen 


//x»        7v.v«>  mu**  *  —  Kri.ViH  h •'„//„) 

wählen;  unter  den  zugehörigen  infinitesimalen  Transformationen 
genUgt  es  die  letzte,  nämlich : 

Pt  H  h  aVP*  +  .V.  7,  -1  h  .Vh9«  +  2  3  '* 

hinzuschreiben.  Diese  Gruppe  ist  zusammengesetzt  und  irre- 
ducihel. Ihre  invarianten  Untergruppen  lassen  sieh  leicht  an- 
geben. 

Endlichkönnen  als  charaktcrististischeFunctionen  der  dritten 
canonischen  Form  die  Grössen 


(ff.) 


«,  *f,  ftn   'V'x,    r,//x?  ft.'/x.  5-  i-'x//x 


gewühlt  werden.  Diese  Gruppe  ist  einfach  und  irret!  uvibei. 

Ftlr  n  =  1  ist  diese  Gruppe  isomorph  mit  der  projektiven 
Gruppe  einer  Flüche  zweiten  Grades  eines  vierfach  ausgedehnten 
Baumes. 

Hiermit  kennen  wir  drei  wesentlich  verschiedene  Kategorien 
von  einfachen  Gruppen,  unter  denen  jede  Kategorie  unendlich 
viele  Zusammensetzungen  liefert. 

\)  Die  allgemeine  projective  (iruppe  eines  einfach  ausge- 
dehnten Raumes. 

2  Die  allgemein«'  conlinuirliche  projective  Gruppe  einer 
Flüche  zweiten  (irades  mit  nichtverschwindender  Determinante. 

:i)  Die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Ausdruckes 
0  =  r/j  +  fcity,  —  V'*f  H  h  rwrA>„  -  lv'>«  • 
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Diese  letzte  Gruppe  geht  aus  der  früher  betrachteten  ein- 
fachen Bertthruugstransformationsgruppe  (C\)  durch  die  Sub- 
stitution 

hervor. 

Bei  den  Berührungstransformationsgruppen  (A\),  '&'.),  (C. 
bleibt  die  Flüchenschaar: 

3  —  a  +  -  Vri  -f  Scixifixx 

invariant.   Dieselbe  ist  die  kleinste  invariante  Schaar  von  Ele- 

inent  —  iVn.  Die  — '—  Parameter  dieser  Schaar  werden 

durch  eine  isomorphe  Gruppe  transformirt,  welche  für  n  =  1  mit 
der  conformen  Gruppe  des  dreifachen  Raumes  ähnlich  ist. 


3. 

Herr  Poingar£  bemerkte  1 88 1  in  den  Comptes  rendus, 
dass  das  Problem,  alle  Systeme  von  complexen  Zahlen  zu  finden, 
darauf  hinauskommt,  alle  (transitiven)  linearen  homogenen 
Transformationsgruppen 

•rx'  =  "xrr»  H  h  «x»rn 

zu  bestimmen,  deren  Coefficienten  ayi  lineare  homogene  Func- 
tionen von  n  Parametern  sind. 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  solchen 
Gruppe  findet  sich  immer 

BtPi  +  •   +•'»/'«  ; 

dazu  kommen  n  —  I  weitere,  welche  der  speciellen  linearen 
homogenen  Gruppe  angehören  und  eine  n  —  l)-gliedrige  Unter- 
gruppe erzeugen.  Ich  wünsche  die  Aufmerksamkeit  auf 
alle  Systeme  von  complexen  Zahlen  zn  richten,  für  welche  die 
(impfte  einfach  ist:  unter  ihnen  findet  sich  das  Hamilton- 
sche  Qualernionens\ stem.  Für  n  =  Ii,  6.  7,  8  giebt  es  nach 
meinen  alteren  Untersuchungen  kein  derartiges  Zahlensystem. 

Indem  man  Poingar£'s  oben  citirten  Satz  mit  meiner  Theorie 
«Irr  Transformationsgruppen  verbindet,  erkennt  man  leicht,  dass 
das  Problem,  alle  complexen  Zahlensysteme  zu  linden  .  darauf 
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hinauskommt,  alle  lineare  homogene  Gruppen  in  n  Veründerlichen 
./•,  ...xn  und  mit  n  Parametern  zu  finden,  deren  infinitesimal? 
Transformationen 

und  endliche  Transformationen 

•ri'  —  c|f|H  \-('n*ni 

dieselbe  Form  besitzen.  Diese  praktisch  wichtige  wenn  auch 
theoretisch  einfache  Bemerkung  gehört,  wenn  ich  nicht  irre,  mir. 
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SITZUNG  VOM  5.  AUGUST  1889. 


Paul  Flechsig,  Lieber  eine  neue  Fürbungsmethode  des  cen- 
tralen Serrensystems  und  deren  Ergebnisse  bezüglich  des  Zusam- 
menhanges von  Ganglien  zelten  und  Nervenfasern.   Mit  1  Tafel. 

So  vollkommen  durch  die  von  Golgi  eingeführten  Färbungs- 
methoden  die  centralen  Ganglienzellen  mit  ihren  Ausläufern 
dargestellt  werden,  so  bleiben  doch  hierbei  die  Beziehungen  der 
letzteren  zu  dem  in  der  grauen  Substanz  vorhandenen  Faserfilz, 
insbesondere  zu  den  markhaltigen  Elementen  desselben  noch 
vielfach  dunkel,  insbesondere  deshalb,  weil  sowohl  bei  der  Sub- 
limat- als  Silberfürbung  der  grössle  Theil  der  Nervenfasern  des 
Filzes  ungefärbt  erscheint.  Diesem  Mangel  wird  in  bisher  uner- 
reichterWeise  abgeholfen  durch  eine  Combination  der  GoLcfschen 
Sublimatfiirbung  mit  einer  den  nervösen  Faserfilz  in  höchst  voll- 
ständiger Weise  darstellenden  Tinctionamethode ,  welche  im 
Laboratorium  der  psychiatrischen  und  Nervenklinik  hier  ausge- 
bildet worden  ist  und  in  Folgendem  besteht. 

Die  in  i%  wiissriger  Lösung  von  chromsaurem  Kali  erhär- 
teten Stücke  werden  in  feine  nicht  über  r,/100!nm  starke  Schnitte 
zerlegt  um!  kommen  zunächst  in  Alkohol  von  hiernach 
\\  —  8  Tage  in  eine  Lösung  von  Holhholz-Extract  bei  einer 
Temperatur  von  ca.  35°  Celsius.  Die  dunkelrothbraun  gewor- 
denen Schnitt«'  werden  kurz  in  Aqua  deslillata  abgespült  um! 
dann  entfärbt,  so  wie  es  Pal  für  die  Llämatoxylinfärbung  ange- 
geben hat.  Die  Entfärbung  muss  eine  sehr  sorgfällige  und  voll- 
kommene sein,  was  am  besten  auf  folgende  Weise  gelingt. 
Jeder  Schnitt  w  ird  einzeln  in  '\  ebeni  einer  1  4  —  Lösung  von 
Kalium  hypermanganicum  gelegt  und  bleibt  darin  so  lange,  bis 
die  Lösung  den  bläulichen  Farbeton  verloren  hat  .  er  kommt 
dann  in  die  Enlfärbungsflüssigkeit  (Aq.  desl.  iOO.O;  Acid.  oval. 
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I.  0;  Kai.  sulfurosi  1,0)  und,  wenn  die  Entfärbung  welche  sich 
weniger  leicht  vollzieht  als  bei  der  Weigebt' sehen  Hämatoxylin- 
förbung  nicht  vollkommen  geworden,  wieder  in  Kalium  hyper- 
manganicum  zurttck  u.  s.  w. ,  bis  jeder  gelbliche  Farbenton  aus 
den)  Schnitt  gesehwunden  ist. 

Die  Rothholzlösung  wird  nach  der  Angabe  von  Wilhelm 
Freiherr  von  Bbaxca  folgendermassen  hergestellt.  1  Gramm  des 
I  Atmet  um  purum  von  japanischem  Rothholz  wird  in  40  Gramm 
absoluten  Alkohols  gelost,  mit  900  Gramm  Aquae  destillatae  ver- 
dünnt und  aufgelöst  unter  Zusatz  von  je  5  Gramm  einer  gesät- 
tigten Lösung  von  Glauhersalz  und  Weinsteinstfure. 

Soll  die  von  Branca'scIic  Rolhholzfärbung  mit  GoLGt's 
Sublimatfärhung  combinirt  werden    zuerst  von  Gand.  med. 

II.  Held  an  einem  in  chromsaurem  Kali  erhärteten  Gehirn  vom 
Menschen  angewandt,  welches  ca.  1  Jahr  lang  in  \  %  Sublimat- 
lösung gelegen  hatte),  so  kommen  die  auf  die  oben  beschriebene 
Weise  gefärbten  Schnitte  in  eine  Mischung  von  20  ebem  absoluten 
Alkohols  mit  5  Tropfen  einer  1  #  Lösung  von  Goldchlorid-Kalium, 
bis  die  Sublimalniederschlägc,  die  im  Schnitt  bei  auffallendem 
Licht  weisslich  aussehen,  tief  schwarz  geworden  sind,  und  die 
rothen  Nervenfaserbtindel  einen  bläulichen  Ton  angenommen 
haben  :  dann  ganz  kurzes  Auswaschen  (der  Schnitt  muss  auf  der 
Lösung  schwimmen'  in  10  Gramm  Aquae  destillatae,  dem 
I  Tropfen  einer  h%  Cyankalilösung  zugesetzt  ist;  Entwässern 
in  absolutem  Alkohol,  Aufhellen  in  reinem  Lavendelöl  und  Ein- 
schlicssen  in  Canadabalsam.  Die  Nervenfasern  sind  jetzt  von 
den  groben  markhalligen  bis  zu  den  feinsten  herab  carminrolh. 
die  Ganglienzellen  mit  ihren  Ausläufern  tief  schwarz  gefärbt,  so- 
dass beide  sich  auf  das  Schärfste  gegen  einander  abheben. 

Die  mit  Hilfe  dieser  von  Branca-IIeld  sehen  bez.  GoLGi'schen 
Doppelfärbung  gewonnenen  Resultate  betretten  vorläufig  die 
Ganglienzellen  in  der  Rinde  der  Gentraiwindungen  und  der 
Umgebung  der  Fissura  ealcarina  und  bestehen  im  Wesentlichen 
in  Folgendem: 

V  Ein  Zusammenhang  der  Protoplasmafortsälze  mit  dem 
nervösen  Fascrfilz  konnte  nirgends  mit  Sicherheit  nachge- 
wiesen werden;  ausschliesslich  die  Ajcnct/lmderfortsüLze 
zeigen  diesen  '/.usammenhainj. 

i  Meist  theilt  sich  der  Axencj  linderforlsatz  wie  an  den  Zellen 
der  Spinalganglicn  T-förmig  (Fig.  1 — i),  indem  er  sieh 
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vom  Zcllursprung  aus  continuirlich  vcrschmächtigl  und  an 
der  dtlnnsten  Stelle  [n  Hülsa  Fig.  i />  in  zwei  feine  mark- 
iosc .  weiterhin  sich  mit  Mark  umhüllende  Fasern  spaltet, 
oder  indem  sich  zwischen  Hals  und  Theiiungsstellc  eine 
cylindrische  hezw.  spindelförmige  Anschwellung  [»Schult- 
stück*)  einfögt  (Figg.  1,2,  3«').  An  Präparaten  aus  dem 
Occipitallappen  (nur  in  dieser  Kegion?)  hangt  der  Axency- 
linder  am  Hals  mit  drei  feinen  Fiiserchen  bezw.  Schall- 
stücken zusammen  (Fig.  5a*);  indem  dieselben  ihrerseits  sich 
wieder  T-  oder  büschelförmig  (Fig.  5//)  theilen,  tritt  ein 
Axency  linder  fortsalz  mit  8  und  vielleicht  noch  mehr  mark- 
haltigen  Fasern  in  Verbindung.  —  Im  (iegensalz  hierzu 
bleiben  in  den  Centraiwindungen  die  Axency  lindcrforl- 
sätze  öfters  scheinbar  ungetheilt;  es  muss  vorlaufig  unent- 
schieden bleiben,  ob  hier  die  Theilung  erst  in  grösserer  Ent- 
fernung von  der  Zelle  sich  vollzieht  vgl.  die  Figg.  6  und  7). 
Jedenfalls  zeigen  die  grossen  Pyramidenzellen  der  Centrai- 
windungen einen  anderen  Vct  zweigungsmodus  der  Axcn- 
cylinderfortsätze  als  die  grossen  Zellen  der  Occipitalrinde 
(vergl.  Figg.  I — 5  mit  Figg.  6  und  7)! 

:i  Hie  von  Golgi,  Nansen  u.  A.  beschriebene  Auflösung  in 
feinste  marklose  Fiiserchen  wurde  nicht  mit  Sicherheit  be- 
obachtet. Die  meisten  feinen  Verzweigungen  des  Axcn- 
cylinderfortsatzes  umhüllen  sich  mit  Mark  und  verknüpfen 
somit  Ganglienzellen  und  markhaltigen  Faserfilz. 

i  Auch  die  markhaltigen  Fasern  des  mittleren  wie  des  ober- 
llächliehen  Horizontalplexus  der  Hirnrinde  gehen  aus  Axen- 
e>linderfortsälzen  hervor,  indem  sie  rechtwinklig  von  den 
senkrecht  zur  Oberfläche  verlaufenden  Gebilden  dieser  Art 
entspringen  (Fig.  7//}. 

Tafelerklärung. 

S.iiiiimIIk In-  Figuren  iler  Tafel  sind  von  Herrn  Hlld  angefertigten) 
S<  Imilt praparaten  entnommen:   Fig.  4—5  aus  den  Hinterhauptslappen, 
Fig.  6  und  7  aus  den  Cenlralwindungen  eines  Mannes. 
p  Hals  des  Axencylinder-Fortsatzcs, 
a'  Srhaltslucke,  zum  Tlieil  markhalt  ig. 
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'/.eile  uns-  da-  t'moebtuiy 
iXntrulia. 
b  .Lvenajhnder,  der  ohne  Seit 
abzugeben  ui  die  Markili+ei 


Fig.7. 


Zelle  au*-  der- 
Fissura  CaZ-c 
a  .\far?dtulti<je 
fyUl/tUt  ue/l 
Sublimathüll 


Vtnjr.  400. 


'VenvnrieyertMelle  au.*  der  l'mqebunq 

de*  StätUM  cenlndis. 

■  l. .  \.vencyUmlerfcri.valt. 

a  ■  Mtirkliulliqe  t'a»er  mii  tylhholx 

i/e/iirbl  dem    mittleren  Horizontal. 

pls.ru«  der  Hirnrinde  anifehörend. 


Hcm-htc  d.K.S.Gcs.d.  HS»  math  phys.Cl.  1889. 
Zur  Abhandlwuf  von  /'//<•< b.<u/. 


H.He* 
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wo 


Zell*  am  der  Umgebung 
caUarina. 


\ 


'»'ergr.  UOO. 


\ 


.  les  Suterns 

c^ntn^eige 
X-a  übergeht 


Uryr. 


Ganglienxelle  aus  dem  (üneas 
a  Starkhaltige  Fasern  mit 
I^ethhvlz  gefärbt  noch  von 
einer  Sublimat  hülle  um. 
geben. 


ir  Grqtnd  der 
■;.tj/t na 
w>  vasern  mit 
^.rbt.  rwch  mit 
jS*  umgeben. 


Fig.  5. 


&l  del. 


Ibyr.  tOO. 


U  Markhaltige  Fasern  (aus  der 
1'mgebung  der  Ffssura  calca. 
rina)  mit  fytJihclz  gefarlrt" , 
welche  mit  Verzweigungen  des 
^■ixtentylinde/y  A  zusammenhängen 
und  zum  JJteil  eine  Sublimathal, 
le  zeigen . 
b  ftvtoplasmaförtsalze  dann  Subli. 
mal  schwarz  gefärbt 

L:*>i  Arj*v5.A."*ifw,:urii<7 
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SITZUNG  VOM  21.  OCTOBER  1889. 

W.  Scheibner,  Lieber  die  Di/jerentiulyleichungen  der  ellip- 
tischen Modulf unctionen  und  Invarianten. 

1. 

Im  Jahrgang  I8(>2  dieser  Berichte  habe  ich  die  Eigenschaf- 
ten der  vier  Modulfunctionen 


30  ■■*> 


xii)  -//  '  - </''•* ')  ,    xM  -ÜP-^j  . 

untersucht  und  neben  den  Trunsformationsformeln  die  Diffe- 
rentialgleichungen aufgestellt,  denen  dieselben  genügen.  Es 
sollen  jetzt  die  Werth«  der  Invarianten  (S.  93  dieses  Bandes 

mittelst  der  Relationen 

umgeformt  werden. 

Eine  leichte  Bechnung  liefert  die  Ausdrücke 
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nebst  der  Üiscriminanle 

Führt  man  hier  die  Bezeichnungen  ein 

so  wird 

.'/>  =  iV   (yt  -  y3)  [y,  -  r)  (y  - ;v  . 

Sollt  man  folglich  die  absolute  Invariante 

so  ergehen  sich  die  Modulfunclionen  yyt  y%  als  die  drei  Wurzeln 
der  eubischeo  Gleichung 

wahrend  die  Worthe 

-  ♦/      «J/y    ./-*.,    _  .a« 

/  •  /  —     *   >     / 1  ✓  i  —  ,        ;'3  —  ./ 3 

als  Wurzeln  der  cuhischen  fileichung 
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erscheinen  und  sich  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  für  *f  nur 

durch  den  Factor  y\  unterscheiden. 

Da  die  Gleichung  4/3  =  \  'yf  +  I  für  J>0  eine  positive 
{y3)  und  zwei  negative  Wurzeln  [y,  yt)  besitzt,  so  hat  sich  die 
Vertheilung  der  beiden  letzteren  nach  dem  Vorzeichen  von  9, 
zu  richten,  welches  mit  dem  von  yt  —  y  übereinstimmen  muss. 

2. 

Eine  iihnliche  Behandlung  der  ttbrigen  8.  %\  entwickelten 
I n Varianten werthe  liefert 

* 

^ = A  *" =  (i #; (?*) )"  =  i -  S f, '  . 

oder 

t)  s,  -  A  [»!  + 1 6 =  A  tr! -•«;' ?J  - 

^  -  V«  =  •«{*,'{?'))"  =  (-  J  y.r,)1  . 

oder 
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3)  ».=-A(*;-  I6»'»i)  =  ti  ;•,(;'.!-  «6^J  . 

^"-A »*»:»." = (1 »,'(«?5) r - (- 1 * rJ '  - 
/-•j-lU-a». 

oder 

;',  ;'3 

In  allen  drei  Fallen  gelten  die  gemeinschaftlichen  Aus- 
drücke 


sr» —  &\y      sir       ,„  / 

Ans  dem  Vorstehenden  erhellt,  dass  jetzt  die  reziproken 
Werthe  '  ,    '  und  '  einzeln  Wurzelo  der  cu bischen  Gleichmut 

geworden  sind,  wahrend  die  Ausdrücke  der  Discriminanle  J 
zeigen,  dass  in  den  betrachteten  Füllen  7  resp.  in  [q}  (f'  und 

\  —  (/  übergegangen  ist.  In  der  Thal  verifieirl  man  leicht  die 
Gleichungen 

;'!,,  =  ;^hj'  "w-riv  ;V'"  =  >'(-'',  =  ,ä(V-7)  • 

In  den  Fallen  I  und  i  hat  man  für  '  resp.  1  einen  der 
beiden  negativen  Wurzel  werthe  y   zu  nehmen,  wahrend  im 

dritten  Falle,  wo  J<0,   1    der  einzigen  reellen  positiven 

Vi 

Wurzel  y  gleich  zu  setzen  ist.    Man  erhall  dann  weiter 
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y,  =  -  wy>o  , 

und  die  beiden  rcstircnden  Modulfunetionen  bestimmen  sieh 
durch  den  Ausdruck 

Ii. 

Zur  Ableitung  der  für  die  Modulfunctioncn  geltenden  Dif- 
ferentialgleichungen gehen  wir  aus  von  der  Formel  l>*j  S.  95 
dieses  Bandes 

=  2«)  , 

und  erhalten  durch  Differentiation: 

i         in)  =  ig  öw+  ie*u&u(~u)  ig  ®« 

wofür  man  auch  schreiben  kann 
Ftlr    =  0  folgt  sogleich 


•f"  - 

H*l 

- 

.  II»  1 

*  oA  //4 

V 

Ä  WZ 

"  u  v3 

Die  Addition  ergibt 
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*         <L'"  ti."     *  «1»  4A», 

=  xv'-i  i  t/  —  v  Ji 


weil 


neben 


nebst 


oder 


Selbstverstiindlich  kann  man  aueh  sehreiben : 


1  Man  kann  auch  ohne  Benutzung  der  Formel  />•  die  obige 
Differentialgleichung  aus  der  Relation  ('rV )  =  V —  wie  folgt  her- 
leiten. 

Durch  Quadrirung  der  Formel 

+     +  9 

erhalt  mau 


Andererseits  i>t 
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Diese  letztere  Gleichung  stimmt  mit  der  S.  115  dieser 
Berichte,  Jahrgang  1862,  gegebenen  und  dort  aus  der  Eigen- 
schaft des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  abgeleiteten  Diffe- 
rentialgleichung für  x%  überein ,  wahrend  die  entsprechenden 
Differentialgleichungen  für  %%  x3  X«  <ue  Vorm  annehmen : 


4. 

Damit  linHet  man  ftr  j  ~,  -    1 1  1  +  —  ■+-  — ) 

öA         v4  M 
und  mittelst  der  Relationen 


mithin 

—  4    _    -i  =  *    \ 7  3 
»Vi  ,V,  !HK. 

Da  nun 


so  ergibt  sieh  die  Differentialgleichung 


Da  ferner 
so  folsl 


in  abgekürzter  Form  kann  man  dafür  schreiben 

i 

9*\ 


**&V4-.v*  oderr^}1  ;-=v/V?y. 
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(ä) . 

In  den  Füllen  des  Art.  2  erleiden  die  Differential- 
gleichungen, welche  von  den  Invarianten  «ibhiingen,  eine  Morti- 
ficatio!).  So  wird 

Es  versteht  sieh  von  selbst,  dass  die  Gleichung  für  in 
der  Form 

in  allen  Füllen  ohne  Ausniihmc  Galliitkeil  bat. 
Sei  ferner 

'=,«V,  ,    iej=*-  «J'i  ■ 


i]  DU*  Berechnung  der  Gauss  sehen  nrithmetiseh -geometrischen 
Mittel  und  u'  für  die  verschiedenen  hier  betrachteten  Fälle  findet  sieh 
in  den  Artt.  19  und  20  (S.  157  flg.  diese«  Bandes  erörtert. 
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SO  folgt 

u.  s.  w.   Die  Transformationsformeln  aber  werden,  wenn 
Ig  \  =  //'  =  n      ,    also  ////'  s=  «•*  : 

*ViW«*'V«V)  oder  «,V4(9)  =  /ViV)  . 

d.  h. 

nq)=n<n  ,    ferner  77)=/  '/'  , 

sowie 

<'•</)  =  '»'V)  ,    II  <!)=-  - II  <()  ,     l>Sl)^D(q)  , 

und  weiter 

7)  =  (9')  .  /,  (7)  = (9')  1  '/*  M  =  frt  • 

Folglich  ist  //  —  0  die  Bedingung  der  lemniscalisehen 
Functionen,  für  welche  </  =  q  =  f~;r. 


5. 

Um  die  Differentialgleichungen  des  vorigen  Art.  vollstän- 
dig zu  integriren ,  wollen  wir  die  Invariante  j  an  Stelle  von  h 
als  unabhängige  Variable  einführen.  Mit  Berücksichtigung  der 
Gleichungen 


9,  =  VM'-VJ^V^j  tu  . 


ergibt  sieb 


M  =  Vj  (/_ ,  ./»=  |/(/_  1,1».  =  pö^W, 
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-  4/  +  rt  I  -jj  -1+1 ,  —  +  xy—i  -  o  , 

und  zwar  gelten  diese  drei  Gleichungen ,  wie  man  sicli  leicht 
Überzeugt,  ausnahmslos  für  alle  Fülle. 

Die  Differentialgleichungen  werden  linear,  wenn  man 

also 

«-  i±/ •«> .  ^=i±i^-V'5« 

substitiiirt.    Man  erhiilt 

(/-')^  +  2/i,7  +  Aj«  =  o  , 

Diese  Gleichungen  haben  die  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft, dass  ihre  vollständigen  Integrale  in  doppeller  Forin  dar- 
gestellt werden  können.  Zunächst  erkennt  man  mit  Hülfe  der 
Relationen 

_  i,ölg«  ,  2/+  I  ii* 
"  lV»j 
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dass  die  obigen  Differentialgleichungen  erfüllt  bleiben,  wenn 
man  daß  mit  h  multiplicirt.  Damit  folgen  als  vollständige 
Integrale  die  Ausdrücke 

[a  +  bh)  6  ,      f/i-f  bh)  a  ,     (a  +  bh)ß  . 

Weiter  aber  gehen  die  Differentialgleichungen  für  ö  a  ß 
in  die  Form  der  für  die  Gai:ss  sehe  hypergeometrische  Function 
F(a,  b,  c,  x)  geltenden  Differentialgleichung 

über,  wenn  man  resp.  setzt : 
«  =  ti  >    ^  ==  t*  j  ?    c  =  §  ,       =  /  .       i/  =  o  oder  M  , 

</  =  T'.-y  ,    6  =  T5j  ,    c  =  1  .    ac  =  4  j      y  —  o  oder  aA  , 

1 


Auf  diesem  Wege  erhalt  man  folglieh  Ausdrücke  von  der 
Form  4Ft-f-  BF,  nicht  bloss  für  d,  er.  ^,  sondern  auch  für  die 
Producte  öh,  cr/t  und  ßkt  wenn  F,  und  F,  hypergeometrisehe 
Reihen  bezeichnen,  welche  den  betreffenden  Differentialglei- 
chungen als  particulüre  Integrale  genügen  Endlich  ergeben 
sich  zugleich  die  Werlhe  der  GALssschen  arithmetisch-geome- 
trischen Mittel : 

H  =  (±t>)*±  =(=b^i  =  (dz//)ii  , 

\)  Siehe  V.  Klein  in  den  Mathem.  Annalen,  Bd.  14,  S.  Ii4,  wo  auch 
die  Abhandlung  von  H.  A.  Schwarz  im  Borchardt  sehen  Journal,  Bd.  75, 
und  die  Dorpater  Festschrift  von  H.  Bruns  (1875  angeführt  werden. 
Math.-ptays.  Clasae  IsS!).  23 
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Obschon  die  Anzahl  der  aus  dem  Vorigen  entspringenden 
hypergeometrischen  Entwickelungen  eine  sehr  grosse  ist  *) ,  so 
lassen  sich  doch  noch  weitere  solche  Reihen  durch  Einführung 
der  Modulfunctionen  yy%y%  ableiten. 

Mittelst  der  cubischen  Gleichung 
findet  man 

und  damit 

Partieuläre  Integrale  dieser  Gleichung  werden  die  hyper- 
geometrischen Functionen 

Für  ■/  =  y,  isl  hierin  z.  B.  die  bekannte  Entwicklung  enthalten 

»;="W(i,*,M>«v*)  .«) 

I]  Als  partieuläre  Integrale  für  <f  erhalt  man  z.  B. 

nebst  den  zahlreichen  durch  die  EiLERschen  und  Kl  wuER  Schen  Trans- 
formationen daraus  hervorgehenden  Formen. 

2;  K immer  in  Grelles  Journal  Bd.  15,  S.  145. 


Digitized  by  Google 


Prof.  Pfeffer  machte  Miltheilungen  über  die  im  botanischen 
Institut  angestellten  Untersuchungen  des  Herrn  P.  Eschenhagen 
betreffend  den  Einfluss  der  Concentration  des  NUhrmediums  auf 
das  Wachsthum  der  Schimmelpilze. 

Das  Wachsthum  von  Schimmelpilzen  auf  concentrirten 
Lösungen  ist  wohl  durch  beiläufige  Beobachtungen  bekannt, 
doch  fehlt  es  an  einer  näheren  Untersuchung  Uber  die  zu- 
lässigen Concentrationen,  und  einVersuch,  die  Accommodation  an 
hoch  concentrirte  Lösungen  zu  erklären,  wurde  bisher  über- 
haupt noch  nicht  gemacht. 

Die  Versuche  wurden  namentlich  mit  Aspergillus  niger  und 
Penicilliura  glaucum,  nebenbei  auch  mit  Botrytis  cinerea  und 
zwar  für  alle  mit  wesentlich  gleichem  Resultat  durchgeführt. 
Diese  Pilze  wurden  auf  verschieden  concentrirten  Lösungen  von 
Glycose,  Glycerin,  Natriumnitrat,  Kaliumnitrat,  Gblornatrium 
u.  s.  vv.  erzogen.  Bei  Verwendung  von  Glycose  genügte  die  Zu- 
gabe einer  kleinen  Menge  —  insgesammt  von  0,6  Proc.  —  der 
nöthigen  anorganischen  Salze,  bei  Culturen  auf  den  Salzlösungen 
wurde  ausserdem  !/a  Proc.  Glycose  als  organische  Nahrung  zu- 
gefügt. 

Allgemein  ergab  sich,  dass  mit  steigender  Concentration 
das  Wachsthum  verlangsamt  und  endlich  ganz  sistirt  wird.  Als 
höchste  Concentration,  bei  der  noch  merkliche  Pilzentwicklung 
aus  Conidien  eintrat,  wurden  für  Aspergillus  niger,  auf  welchen 
sich  alle  Angaben  bezichen,  folgende  Grenzwerthe  gefunden, 
welche  die  Concentration  in  Gewichtsprocenten  angeben.  Zur 
besseren  Vergleichung  miteinander  ist  in  Klammern  daneben 
jedesmal  die  den  bezüglichen  Stoffen  isotonische  Lösung  von 
Natriumnitrat  angeführt.  Als  Grenzwerthe  ergaben  sich  so 
für  Traubenzucker  55  %  (18  %)\  Glycerin  43  %   (23,5  %)\ 

23* 
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Natriumnilrat  21  %  (21#);  Chlornatrium  \  7  %  (27  % \\  Chlor- 
calcium  \%%  [\%%). 

Die  obigen  Grenzwerthe  fallen  also  nicht  genau  mit  der 
relativen  osmotischen  Leistung  der  angewandten  Stoffe  zusam- 
men. Doch  soll  an  dieser  Stelle  weder  auf  diesen  Punkt,  noch 
auf  die  Grössendifferenz  der  unter  verschiedenen  Bedingungen 
erwachsenen  Zellen  eingegangen  werden. 

Ein  hervorragendes  Interesse  hat  aber  die  osmotische 
Leistungsfähigkeit  des  Zellinhalls.  Denn  bekanntlich  wachsen 
allein  turgescente  Zellen  und  da  bei  dem  auf  ganz  verdünnten 
Lösungen  erzogenen  Aspergillus  schon  durch  eine  7proc.  Lösung 
von  Nalriumnitrat  Plasmolyse  erzielt  wird,  muss  in  den  auf  con- 
centrirten  Lösungen  gedeihenden  Pilzen  die  Summe  der  osmo- 
tisch wirksamen  Stoffe  in  den  Zellen  gesteigert  sein.  Dieses 
wurde  in  der  Thal  in  allen  Versuchen  bestätigt  gefunden,  von 
denen  ich  hier  nur  einige  der  mit  Glycose  erhaltenen  Resultate 
mittheile.  In  der  Columne  I  ist  der  gewichtsprocentige  Gehalt  an 
Glycose  verzeichnet.  Die  Columne  II  giebt  diejenige  Menge  von 
Natriumnitrat  an,  welche  der  Nährlösung  isotonisch  ist.  die, 
neben  Glycose  [\%  isotonisch  mit  0,:M  %  Natriumnitrat  in  allen 
Fallen  eine  mit  0,5  #  Natriumnitrat  isotonische  Menge  anorga- 
nischer Salze  enthielt.  In  Columne  III  ist  die  zu  besinnender 
Plasmolyse  nöthige  Menge  von  Nalriumnitrat  in  Gevvichtsprocen- 
len  angeführt.  Die  Columne  IV  'p  —  c]  gibt  an.  um  wie  viel, 
ausgedrückt  in  Nalriumnitrat,  die  Niihrflössigkeit  durch  die  os- 
motische Befähigung  des   Zellinhalts   tlbertroflen    wird.  In 


Columne  V  (~  ist  das  osmotische  Verhültniss  zwischen  der  zur 


Cultur  verwandten  und  der  plasmolysirenden  Lösung  zum  Aus- 
druck gekommen. 


I 


Ii 


III 

P 

Plasmolyse  durch  Na- 
triumnitrat ensielt  durch: 


IV 


V 


P 


Glycoso 
Gew.proc. 


Isotonischer  Werth  in 
Natriuranitrat 


P 


c 


10 

20 
30 
40 
50 


3,6 
6,7 
9,8 
12,9 
16,0 


o,8  -  : 


15 

23 

30 
36 
38 


S(5  Gew.proc. 


11,4 
16,3 
20,2 
23,1 
2i 


16,6 
3,0 
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Aus  dieser  Tabelle  ist  sofort  ersichtlich  (in  Columne  III), 
dass  die  absolute  osmotische  Leistung  (die  Zelle  in  reinem  Wasser 
gedacht)  mit  der  Concentration  der  Nährlösung  sehr  ansehnlich 
steigt.  Und  zwar  steigt  der  Turgor,  d.  h.  die  in  der  Zelle  zur 
Geltung  kommende  osmotische  Leistung,  wie  Columne  IV  lehrt, 
in  sehr  erheblicher  Weise  mit  der  Concentration  des  Nähr- 
mediums.  Im  Verhältniss  zu  diesem  nehmen  freilich  die  wirk- 
liche osmotische  Leistung  (ausgedrückt  in  Columne  IV  und  die 
absolute  osmotische  Leistungsfähigkeit  (Columne  HI)  viel  lang- 
samer zu,  wie  für  letzteres  Verhültniss  in  Columne  V  zu  er- 
sehen ist. 

Entsprechend  der  entwickelten  hohen  osmotischen  Span- 
nung werden  die  Zellen  zersprengt,  wenn  man  die  auf  hoch 
concentrirter  Lösung  erwachsenen  Pilze  plötzlich  in  reines 
Wasser  bringt.  Führt  man  hingegen  eine  sehr  allmähliche  Ver- 
dünnung der  NuhrflUssigkeit  herbei ,  so  aecomraodiren  sich  die 
Filze  und  nach  I  bis  2  Tagen  ist  die  Turgorkraft,  auch  in  den  bei 
Beginn  des  Versuchs  schon  ausgewachsenen  Zellen,  ungefähr  auf 
die  Werthe  gesunken,  welche  bei  directer  Cultur  auf  Lösungen 
entsprechender  Concentration  erhalten  werden.  Umgekehrt 
nimmt  die  Turgorkraft  in  den  Zellen  zu,  wenn  eine  verdünntere 
Nährlösung  allmählich  in  eine  concentrirtere  übergeführt  wird. 

Schon  die  letzterwähnten  Erfahrungen  beweisen,  dass  nicht 
etwa  geringere  Volumzunahme  der  Segmente  die  höhere  osmo- 
tische Fähigkeit  in  den  auf  concentrirten  Lösungen  erwachsen- 
den Pilzen  bedingen  kann.  Uebrigens  ergeben  sich  auch  für 
die  Scheitelzelle  und  für  die  ausgewachsenen  Zellen  des  Myce- 
liurns  annahrend  gleiche  plasmolytische  Werthe. 

Eine  einfache  diosmotische  Aufnahme  der  in  der  NährÜüs- 
sigkeit  gelösten  Körper  kann  nicht  die  mit  der  Concentration 
sich  einstellende  absolute  Steigerung  der  w  irklichen  osmotischen 
Leistungsfähigkeit  {p  —  c  der  Tabelle)  erklären.  Und  thatsUch- 
lich  lässt  sich  auch  für  concrete  Falle  zeigen,  dass  in  Folge  ge- 
steigerter Concentration  im  Stoffwechsel  der  Zelle  osmotisch 
wirkende  Körper  in  entsprechender  Weise  erzeugt  werden,  dass 
also  Abnahme  und  Zunahme  der  Concentration  als  ein  Beiz 
wirken,  welcher  den  Stoffwechsel  der  Zelle  regulirt. 

Das  Gesagte  geht  schlagend  daraus  hervor,  dass  in  Asper- 
gillus, der  auf  concentrirter  Glycoselösung  erwachsen  war, 
weder  mikrochemisch,  noch  makrochemisch  Glycose  naehzu- 
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weisen  war,  auch  wenn  zu  letzterem  Zwecke  eine  Pilzernte  im 
Gewicht  von  einigen  Gramm  nach  Abwaschen  in  isotonischer 
Salpeterlösung  Verwendung  fand.  Ferner  wurde  Aspergillus 
auf  einer  Lösung  mit  43  %  krystallisirtem  Natriumsulfat  cultivirt 
und  die  3  g  Frischgewicht  ergebende  Ernte  auf  Schwefelsäure 
geprüft.  Von  dieser  fanden  sich  aber  nur  ganz  geringe  Mengen 
in  dem  Pilze,  obgleich  die  Ernte  ungefähr  0,5  g  hatte  enthalten 
müssen,  wenn  einfache  Aufnahme  von  Natriurasulfat  die  Zu- 
nahme osmotisch  wirkender  Stoffe  in  der  Zelle  bewirkt  hatten. 

Wenn  freilich  diosmirende  Körper  in  der  Nährflttssigkeit 
geboten  sind,  müssen  diese  unvermeidlich  in  die  Zelle  eindringen 
und  dieser  Umstand  wird  z.  B.  bei  dem  in  Zellen  relativ  leicht 
eindringenden  Glycerin  voraussichtlich  im  Spiele  sein.  Mit 
Rücksicht  auf  die  absolute  Zunahme  des  osmotischen  Ueber- 
schusses ,  den  auch  die  Glycerinculturen  geben,  muss  daneben 
auch  noch  die  durch  Reiz  veranlasste  Stoflwechselthätigkeit  der 
Zellen  in  dem  besagten  Sinne  wirksam  sein. 

In  dieser  von  der  Concentration  des  Aussenmediums  ab- 
hängigen Reizwirkung  besitzen  aber  unsere  Pflanzen  eine  aus- 
gezeichnete Einrichtung,  um  die  osmotische  Leistung  der  Zellen 
selbslthätig  zu  reguliren.  In  gleicher  Weise  werden  sicherlich 
auch  die  Zellen  höherer  Pflanzen  in  mehr  oder  weniger  hohem 
Grade  befähigt  sein.  Eine  analoge  Selbstregulation  spricht  sich 
übrigens  auch  darin  aus,  dass  schnell  wachsende  Zellen,  auch 
die  höherer  Pflanzen,  trotz  sehr  ansehnlicher  Volumzunahme 
ungefähr  gleichen  Turgor  bewahren,  also  mit  der  Verdünnung 
des  Zellinhaltes  in  erhöhtem  Grade  osmotisch  wirksame  Stoffe 
produciren. 
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Martin  Krause,  Zur  Theorie  der  doppelt  periodischen  Func- 
tionen zweiter  und  dritter  Art. 

Die  doppelt  periodischen  Functionen  dritter  Art  sind  bisher 
im  Wesentlichen  nur  in  einer  Hinsicht  untersucht  worden  und 
zwar  in  Beziehung  auf  ihre  Entwicklung  in  trigonometrische 
Reihen.  Im  Folgenden  sollen  die  genannten  Functionen  nach 
zwei  anderen  Gesichtspunkten  hin  untersucht  werden  und  zwar 
in  Bezug  auf  ihre  Entwickelung  in  Potenzreihen  und  in  Bezug 
auf  ihre  Differentialquotienten.  Wie  in  früheren  Arbeiten  soll 
dabei  die  Theorie  der  Functionen  dritter  Art  zusammen  mit  der 
Theorie  der  Functionen  zweiter  Art  entwickelt  werden,  da  die 
letzteren  als  specieller  Fall  der  ersteren  angesehen  werden 
können.  In  Betreff  der  Functionen  zweiter  Art  möge  vor  Allem 
auf  das  kürzlich  erschienene  Werk  von  Halphex  über  elliptische 
Transcendenten  verwiesen  werden,  in  dem  sich  das  Wesentlichste 
vorfindet,  was  Uber  diese  Functionen  veröffentlicht  ist.  Die  im 
Verlauf  der  folgenden  Arbeit  behandelten  Probleme  finden  sich 
in  dem  genannten  Werke  nur  in  aller  Kürze  skizzirt  vor,  so  dass 
sich  auch  hier  einiges  Neue  ergiebt. 

Die  Entwickelung  der  doppelt  periodischen  Functionen 
zweiter  Art  in  Potenzreihen. 

Als  Grundfunctionen  aller  doppelt  periodischen  Functionen 
zweiter  Art  können  bekanntlich  Functionen  von  der  Form  an- 
genommen werden: 

(,)  f[v]  =       +         »o°  . 
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Wir  wollen  zunächst  die  Function  ins  Auge  fassen: 

Dieselbe  leistet  den  Gleichungen  Genüge: 

log  <p  v)  _  _  d  log  #t(t'-f  «)     (/log  a) 
dt;  bv  da  ' 

a  log  y  r)  =  ölog  fr>  +  a)  _  d  log  30  q)  _  d*  log  ^(n) 
da  da  da  da* 

Mithin  erhalten  wir  die  Relation : 

ü(f  [vi     dir  r)  .    d*  log  &n  a) 

Wir  können  nun  die  Entwickelung  ansetzen : 

(4)  q> (v)  =  c0  +  c4 1?  -f-  c,  u*  H  cn ü*  H  

und  erhalten  vermöge  der  letzten  Differentialgleichung  die  Be- 
ziehung: 

,5)         {n  +  ^+l-^-Cn.,.^l  =  o.  - 

Es  genügt  also,  die  Werthe  der  beiden  ersten  Coefficienten 
zu  fixiren,  um  sie  alle  zu  kennen. 
Es  ist  aber : 


wenn  gesetzt  ist: 


do  da 


Aus  dem  Bemerkten  folgt,  dass  das  Problem  die  Coefficien- 
ten cH  zu  bestimmen  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt  die 
beiden  Functionen : 
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da* 

zu  differenziren. 

Die  einfachsten  hierhin  gehörenden  Formeln  lauten: 

d  sn  et 


da 


=  7t  &l  -cna«  .dna  , 


=  -  (»*})«  sn  «1  +  *•  -  2/'  sn'  «)  , 

r/3  sn  a 


da1 


=  —  (;r#?J3  cn  a  ■  dn  a  (I  +  x*  —  6x4  sn*  a)  , 


-  =(tt &l  4sna  I  + 1  ix4+A4 - 20x4  [ <  -f-x2) sn4a-f-2ix4 snV  , 
d*  sn  er 


da* 

in  &\) 5  cn  « •  dn  a(  I  +4  4x4+x4-60x*  (1  +x4)sn4  a+ 1 20x«  sn4  a), 

•  •  •  • 

da«         ,'>„  ' 
da3  t 

'rfff ' ^  =  8 *  (£)4*4  • SP  « •  C"  « '  d"  a  («  +  x -  3 *  SRi  g)  ' 
rf'  log  #0  a)^ 

8  |^J6^Z4-lJ_|2|x+!j  t+9)xsnta+<ö(x+ijx*sn*a-15x58n«a| 


Mit  Hülfe  dieser  Formeln  ergiebt  sich: 
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Ganz  allgemein  erziel*  *ich  der 
Lehrsatz : 

l)ie  rJimmilirhen  Coefficienten  in  der  Enticickeiuny  der  Func- 
tionen it  v  narh  Potenzen  von  r  lassen  sich  <pinz  und  rational 
uux  sn  a  und  cn  a  •  dn  a  darstellen.  Als  Constanten  treten  die 
Grössen  (fu  und       rational  auf. 

Dir»  Constanten  können  in  eine  einfachere  Form  gebracht 
werden .  wenn  wir  an  Stelle  der  ursprünglichen  Function  die 
Function  betrachten : 

I  x  0 
Für  diese  Function  wird  nUmlich : 

i>  log  ip  v       o  log  fr,  r  +  «]      d  log  5,(o) 

bv  bv  da  fru  ' 

so  dass  die  Differentialgleichung  die  Form  annimmt : 

ologfl(r)      b  log  jg  v)         t<P  log  fr0  a)  fr;;v 
^       ~ü'  ba—-l\—da-*  5~J 

Ks  hebt  sich  also  die  Constante      fort  und  wir  finden,  dass 

in  der  Kntvvickelung  der  Function  tfß(v)  als  Constanten  lediglich 
die  Crossen  frtt  auftreten. 
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Noch  übersichtlicher  gestalten  sich  die  Resultate,  wenn  wir 
als  Argument  die  Grösse  w  einführen,  die  mit  v  durch  die  Glei- 
chung verbunden  ist: 

H  )  IC  =  7C  ■  &\v  . 

Wir  erhalten  dann  den 
Lehrsatz: 

Die  sämmtlichen  Coefficienten  in  der  Entwickelung  der  Func- 
tion tif[v)  nach  Potenzen  von  tv  lassen  sich  ganz  und  rational  aus 
sn  a  und  cn  a  »dn  a  darstellen.  Als  Constante  tritt  die  Grlisse  x* 
ganz  und  rational  auf. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  kann  nun  unmittelbar  die  Ent- 
wickelung der  Function  f(v)  gefunden  werden. 

In  der  That,  die  Function : 

st 


lüsst  sich  nach  Potenzen  von  tc  entwickeln .  so  zwar,  dass  die 
Coefficienten  sich  ganz  und  rational  aus  der  Constanten  x*  zu- 
sammensetzen lassen. 


Es  folgt  : 


•  •  ■ 


wobei  ist: 

2x*  8(x»H-x«) 
«4  =  0  ,     r,4  =  —  ,      o,=  -6f  *'  » 

—  32x»-fx6)H-348x4        _    4  28(x,-f-xw)+690(x,+/.°i 

Multipliciren  wir  diese  Entwicklung  mit  der  der  früher  be- 
trachteten Function,  so  folgt  der 

Lehrsatz : 

Die  Function : 


Digitized  by  Google 


352  Martin  Krause, 

Vx 

/üss*  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  w  entwickeln.  Die  Coeffi- 
cienten  sind  ganze  rationale  Functionen  von  sn  a  und  cna  dna , 
die  als  Constante  die  (irösse  x*  ganz  und  rational  enthalten. 

Setzen  wir  die  Reihe  gleich: 

fy>  4*  bitv  -f-  btir*  +  *Y,/,a  4-  •••• 

so  wird: 

.               .              .         .       sn«  (—  I—  x*+v.*}sn*a': 
60  =  sna,  ö^cnadncr,  bt  —  !  -   , 

.    _cn  a  •  dn  a  (—  I  —  x5     x*  sn4  «) 

3_  3!  ' 

(*3)    _sn  «  [ix*  -f-  {\  +  x4  -  x*  sn4  «)»] 
ö4—  fj 

,    _cn  a  •  dn  a[\  2  x*  +  (1  +  x4  —  x*  sn*  a)*] 
05"~  5! 


So  haben  wir  eine  Methode  angegeben ,  mit  deren  Hülfe 
eine  ganz  bestimmte  Function  in  Potenzreihen  entwickelt  wer- 
den kann.  Aus  dieser  Entwickelung  ergeben  sich  nun  mit  Hülfe 
der  Substitution  halber  Perioden  und  der  linearen  Transforma- 
tion sofort  die  Entwickelungen  einer  Reihe  weiterer  Primfunc- 
tionen.  In  der  That,  wir  sind  berechtigt  links  und  rechts  a  um 
halbe  Perioden  zu  vermehren.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die 
Entwickelung  dreier  anderen  Quotienten  in  Potenzreihen  von  w. 

Ferner  zeigt  sich  aber  auch  die  lineare  Transformation  von 
Bedeutung. 

In  der  That,  setzen  w  ir  links  und  rechts  an  Stelle  v  und  x 
die  Grössen  r',  x  ,  die  durch  die  Gleichungen  definirt  sind: 

wobei  a0  60  ax  b{  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung  Genüge 
leisten : 
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[W  a0&,  —       =  *  , 

so  erhalten  wir  die  bekannten  Beziehungen  der  linearen  Trans- 
formation. 

Es  mögen  die  Uebergänge  stattfinden : 

„<»«.  +  «.»'>«,«•.  =c.^.^(„^  , 

wobei  f0  €,  ft  «s  achte  Einheitswurzeln  bedeuten  und  c  eine 
allen  Thetafunctionen  gemeinsame  Constante  ist,  dann  geht  der 
ursprüngliche  Quotient : 

über  in  den  Quotienten : 

__«  1  .  ._»  ?  .  — *  !  e    olt  [a 

während  die  Potenzreihe  für  den  ersten  Ausdruck  in  eine 
Potenzreihe  für  den  zweiten  übergeht. 

Auf  diesem  Wege  können  wir  aus  der  ursprünglichen  Reihe 
ftlnf  andere  herleiten,  die  mit  derselben  zusammen  zu  je  zweien 
zu  der  nämlichen  Function  gehören  und  in  Folge  dessen  Be- 
dingungsgleichungen ergeben,  denen  die  Entwickelungscoeffi- 
cienten  Gentige  leisten. 

Setzen  wir  z.  B. 

so  folgt  :  Die  Entwicklung  von 

1    fr,  .fr  v  +  a)     -  v 

— -   2   •  e  « 

Vx   fr  -V« 
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nach  Potenzen  von  iv  bleibt  ungeändert,  wenn  an  Stelle  von : 

tr,  sn  «,  cn  a,  dn  «,  Vx 
der  Reihe  nach  gesetzt  wird : 

k ;ic,  x  sn  «,  dn  «,  cn  er,  -=  • 

V* 

Die  Functionen ,  die  sich  auf  diese  Weise  ergeben,  haben 
die  Eigenthümlichkeit,  dass  im  Nenner  niemals  die  Function 
&{ iv)  zu  stehen  kommt.  In  der  That  modificiren  sich  auch  in 
einem  solchen  Falle  die  Resultate,  wenn  auch  die  Methode  die- 
selbe bleibt.  Die  Entwickelung  der  reeiproken  -Function  hat 
die  Form: 

so  dass  wir  das  Resultat  erhalten: 
Die  Function 

•  ^TrT '  «r 

lasst  sich  in  der  früheren  Weise  nach  Potenzen  von  w  ent- 
wickeln. 

Wir  haben  im  vorangegangenen  die  Prirafunctionen  als 
Product  zweier  Functionen  dargestellt.  Es  ist  das  geschehen, 
um  sofort  die  Analogien  zu  den  Functionen  dritter  Art  zu  haben. 

Für  die  Entwickelung  der  Functionen  zweiter  Art  allein 
würde  sich  eine  andere  Methode  mehr  empfehlen,  die  im  dritten 
Paragraphen  entwickelt  werden  soll. 

§*. 

Die  Entwickelung:  der  doppelt  periodischen  Functionen 
dritter  Art  in  Potenxreihen. 

Nach  früheren  Untersuchungen  ist  klar,  dass  wir  uns  bei 
der  Entwicklung  der  allgemeinen  doppelt  periodischen  Func- 
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tionen  dritter  Art  auf  die  En t Wickelung  gewisser  Primfunctionen 
beschranken  können.  —  Wir  wollen  hierbei  von  vorneherein  an- 
nehmen, dass  die  charakteristische  Zahl  n  eine  ungerade  Zahl 
sei,  indem  wir  bemerken,  dass  der  entgegengesetzte  Fall  durch- 
aus analog  behandelt  werden  kann.  Wenn  dann  die  Zahl  der 
Nullstellen  grösser  ist  als  die  Zahl  der  Unendlichkeitsstellen,  so 
können  wir  als  Primfunction  die  Function  zu  Grunde  legen : 

&i  (n  v  +  nn,»r) 
i'>0(r,r)  •  #0 (hu,  nt) 

Die  Entwicklung  derselben  kann  in  doppelter  Weise  gegeben 
werden. 

In  der  That,  seien  zunächst  o,  •  •  •  un  ganz  beliebige  Grössen, 
so  können  wir  vermöge  der  Untersuchungen  des  ersten  Para- 
graphen die  Function  entwickeln: 

K'ßr)v  K»* 

V  Vi  ~  ^o(«rf~ 

Die  Coefficienten  setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  ellip- 
tischen Functionen  mit  den  Argumenten  a,.  und  der  Constanten 
x*  zusammen. 

Wir  setzen  nun  an  Stelle  der  Grössen  a,...  an  der  Reihe 

1  n  —  1 

nach  o.a  +  -,  . . .  a  -\  und  nehmen  die  bekannten 

n  1  n 

Beziehungen  hinzu : 

H  *t    +  «  +  —  )  =  c*  &%(nv  +  na,n%)  , 

//  ^  [v  +  *  +  —  j  Ä « •     I*  r  +  "ai »  *)  > 

wobei  c  eine  Constante  bedeutet,  die  in  beiden  Fidlen  den  näm- 
lichen Werth  hat,  dann  erhallen  wir  den 

Lehrsatz : 

Die  Function : 
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H  (n  q,  n  t)      _  v« 

W      '  ^(«o,«rJ 

/tfss/  sich  nach  Potenzen  von  tu  entwickeln.  Die  Coefficienten 
setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit 

den  Argumenten  a  -\ — —  und  der  Constanten  x*  zusammen  oder 

auch  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit  dem  Argumente 

a  und  den  Constanten  sn        ^  >    cn  >  un^  '*  • 

Für  die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficienten  können 
dann  ganz  ähnliche  Recursionsformeln  wie  im  ersten  Para- 
graphen aufgestellt  werden.  Es  kann  von  der  Entwicklung  der- 
selben füglich  abgesehen  werden.  Zweitens  aber  können  wir 
in  den  Formeln  der  ersten  Paragraphen  von  vorneherein  an 
Stelle  von: 

t>,  a,  r,  «?,  a,  y. 

gesetzt  denken: 

nr,  na,  nr,  <r,,  a,  ,  c  , 

wobei : 

ir{  z=  n;ttt\  (o,  n  r)  v  =  ;r  •  n  •  0*  •  r  , 

< 

ist  und  c  den  transformirten  Modul  bedeutet. 
Dann  erhalten  wir  das  Resultat : 
Die  Function : 

i_  ^.(/tr  +  na,nr)        »0  „  a, n r    '      #0  i 

/rtssJ  .s/c/i  «ac/i  Potenzen  von  w{  entwickeln.  Die  Coefficienten  sind 
ganze  rationale  Functionen  der  elliptischen  Functionen  mit  dem 
Argumente  a{  und  der  Constanten  c*. 

Multipliciren  wir  die  beiden  Reihen  mit 
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so  ergiebt  sich  für  unsere  Primfuncüon  eine  doppelte  Darstel- 
lung, die  durch  die  folgenden  Lehrsätze  charakterisirt  wird. 

Erstens. 

Die  Function  : 

~  'i     •     (it  r  +  n  q,  ny,     ~  »0  (»«,,  nr,  "  v  "  »0  {n  "  4  T 

/dssJ  sich  nach  Potenzen  von  w  entwickeln.  Die  Coefßcienten 
setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit 

%  rK 

den  Argumenten  a  -\ — —  und  der  Constanten  x*  zusammen  oder 
auch  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit  dem  Argumente 
a  und  den  Constanten  sn  »  071  (~~~)  »  <ln  (^n~)  un(*  **  ' 

Zweitens. 
Die  Function : 

V'c  ^0(t',T)      (na,  nx)  ' 

lässt  sich  nach  Potenzen  von  w  entwickeln.  Die  Coef/icienten 
setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit 

dem  Argumente  aK  und  den  Constanten  x*,c*,      zusammen,  wobei 

dann  zwischen  den  letzteren  Grössen  die  bekannten  Beziehungen 
der  Tramformationstheorie  bestehen. 

Auch  hier  ist  die  Substitution  halber  Perioden  und  die 
lineare  Transformation  von  Bedeutung.  Vermehren  wir  a  um 
halbe  Perioden,  so  erhalten  wir  die  Entwickelung  dreier  neuer 
Functionen ,  ebenso  lüsst  sich  ohne  weiteres  die  lineare  Trans- 
formation anwenden.  In  der  That,  gebrauchen  wir  die  früheren 
Bezeichnungen ,  so  erhalten  wir  aus  der  Entwickelung  der  zu- 
letzt hingeschriebenen  Function  mit  Hülfe  der  allgemeinen 
linearen  Transformatinn  unmittelbar  die  Entwickelung  der 
Function  : 

Math.-plijs.  (lasse  HS!».  ±\ 
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In  ähnlicher  Weise  können  die  Functionen  behandelt  wer- 
den, bei  denen  die  Zahl  der  Nullstellen  kleiner  ist ,  als  die  Zahl 
der  Unendlichkeitsstellen.  Dieselben  setzen  sich  aus  den  Prim- 
functionen  zusammen : 

P0(t>  —  o,t)  &a[nv,nr) 

Die  Entwickelung  derselben  erhalten  wir,  indem  wir  die 
Entwickelungen  der  beiden  Functionen: 

und  ' 

mit  einander  multipliciren.  Es  kann  füglich  davon  abgesehen 
werden,  den  hierauf  bezüglichen  Satz  aufzustellen. 


§3. 

Die  Differentialquotienten  der  doppelt  periodischen  Func- 
tionen zweiter  Art  mit  einfachen  Unendlichkeitspunkten. 

Es  sollen  jetzt  die  allgemeinen  Differentialquotienten  der 
Function : 

die  die  Primfunction  der  doppelt  periodischen  Function  zweiter 
Art  ist,  gebildet  werden. 

Zunächst  folge  durch  Differenziren: 

ft .  fcn  V     «)  .  dn  (w  -h  er)        t  ,  .1 

=  A  i?  ■ — ■  x*  sn  a  •  sn  w  •  sn  i  w  +  a) 

L  sn(w  +  a)  J 

Tcn/r  cn«  dnj/  -dna  —  sn  w-snaf  t+x1— xf(sn1it,-|-sn,an 
~~'  r|  (I  —  x*  sn*  ic  •  sn*  «  •)  sn  [w  -f-  a)  J  ' 

Andrerseits  muss  aber,  wie  aus  dem  Hermiteschen  Transforma- 
lionsprineip  sofort  folgt,  eine  Beziehung  von  der  Form  bestehen  : 
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(sn4  w  —  sn4  a)        =  fv)        c4  ■  sn4  w  -f-  c3  sn  w  -cnw-  dn  w). 

Die  Constanten  sind  sofort  nach  bekannten  Methoden  bestimmt. 
Wir  erhalten: 

df{v)     r    sn  w  •  «n  w  •  dn  w  —  sn  et  •  cn  et  •  dn  a 

(z)  —z — =/  r)  r  1  —  • 

w       dw      '  sn*  tv  —  sn  « 

Aehnlich  ergiebt  sich  für  den  zweiten  Differentialquotienten  die 
bekannte  Formel : 

(3)  =  flv)  •  [2  x4  sn4  tv  -  I  -  x4  +  x4  sn4  «)  . 

Diese  Differentialgleichung  hätte  der  Theorie  der  Entwicke- 
lung  der  Function  f[v)  in  eine  Potenzreihe  zu  Grunde  gelegt 
werden  können.  Mit  ihrer  Hülfe  ergeben  sich  ohne  weiteres 
Recursionsformeln ,  denen  die  Coefficienten  Genüge  leisten 
müssen. 

Aus  den  beiden  soeben  entwickelten  Differentialquotienten 
oder  auch  unmittelbar  aus  dem  Hermiteschen  Trans  formations- 
prineip  folgt  dann  der 

Lehrsatz : 

Die  sUmmtlichen  Differentialquotienten  der  Function  f[v)  nach 
w  lassen  sich  als  Product  von  f[v)  und  einer  rationalen  Function 
von  sntv  und  cnw  dnw  darstellen.  Die  Coefficienten  setzen  sich 
rational  aus  sna  und  cna  dn  a  und  der  Constanten  x4  zusammen. 
Als  Nenner  tritt  die  Grösse  sn*w  —  sn*a  auf. 

Die  hierbei  auftretenden  Gesetze  können  noch  näher  spe- 
cialisirt  werden. 

Setzen  wir: 

so  findet  jedenfalls  eine  Relation  von  der  Form  statt: 

(*)     g^f +/•„.,., («o-fjj; :«)s=o . 

wobei  gesetzt  ist: 

it-3 

(5)        /"„_,,,  (w)  =  sn  w  •  cnw  •  dn  w^rcrn_i  sn*rtv  , 

0 

44' 
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(6)  /»-,,.  (»!  -jg'r  «*„,_,         tr  • 

0 

Es  ist  nicht  schwer  Recursionsforaieln  aufzustellen ,  denen  die 
Grössen  c  und  </  Genüge  leisten  müssen.  In  der  That,  differen- 
ziren  wir  zweimal  nach  tr,  so  folgt: 

(8)  /».,  M  =/"„_,»  +  [« *'sn« «•  - 1  - xs  +  x'sn«  er)/..,,,  (to) 

{%    /"»,,'»•)  =rn-,,t  (ic)  +  *x*«i»tt>  •  cnte  ■  daw /"„_,,,(») 

+{8*«miV-<-x»+x«M»««)[2/*._1(,(u7)-H;_1»]. 

Nun  ist: 

r_,»  = 

^[(«H-«)cr,1,_,-(l+x,)8rcr_,,,_,-H8r-<Jx1cr_w_,l»n"'«., 

0 

»(-1 

/""„_!,,(«')  =snw;  •  cnu?  •  dnu;  JV.  2rarsn3'  "*  («;) 

i 

«r  =  [(«  r  +  1 )  criM  -  ( I  +  *«)  2  r c,._1(W_,  +  (2  r  - 1 )  x*  ty^^J 

o 

[(8»S-<)(«r+2)dr+l>._,-(<+X')4rX,._1+{2,-l)(^-2)x«(/,._,t._,>n»'-M- 
Hieraus  folgt: 

r,.n=(2,4-2)  £^+3)c•r+lIM_,^[(l4-x«)(2^^-2*-f.^-hx*-x•80,«  r,.„_, 

-hxn(^'-l)(2r-2)+2]^.1.n_l-2(2r+l  (1  +x*-x*sn*«)triM_l 

4.4r[2x«-f.(4+x«)  l+x'-x'sn4«)  ty^  ,,^ 

—  2x*2r-  I  r,._,[3(1-f-xV  - x*sn« a]-f-  4 x4,2r-  2  e,._3  • 
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Durchaus  analog  sjnd  die  ungeraden  Differentiaiquotienten 
zu  behandeln. 

§*• 

Die  Differentiaiquotienten  der  übrigen  doppelt 
periodischen  Functionen  zweiter  Art  nnd  der  Functionen 

dritter  Art. 

Wir  legen  jetzt  die  Function  zu  Grunde ; 

Für  dieselbe  folgt  durch  unmittelbare  Anwendung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  Resultate,  dass  ihre  Differen- 
tialquotienten sich  als  Product  von  F[v)  und  einer  rationalen 
Function  von  sn  w  und  cn  w  •  dn  w  darstellen  lassen ,  deren 
Coefficienten  sich  rational  aus  den  analogen  elliptischen  Func- 
tionen mit  den  Argumenten  ar  und  der  Constanten  x*  zusam- 
mensetzen lassen.  Dabei  ist  der  gemeinsame  Nenner  die  Grösse: 

ii 

Jr£  (sn1  w  —  sn4  or)  . 
i 

Kine  zweite  Darstellung  würde  man  mit  Hülfe  der  Zerlegung 
unserer  Function  in  eine  Summe  von  Differentialquotienten  einer 
und  derselben  Function : 

nach  bekannten  Regeln  linden  können.  Es  möge  in  Rezug  hier- 
auf auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Hermite  und  das  Werk  von  Herrn 
Halphen  verwiesen  werden,  ohne  dass  an  dieser  Stelle  hierauf 
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näher  eingegangen  werde.  Die  Form  der  Differentialquotienten 
wird  bei  dieser  Darstellung  eine  ahnliche,  es  tritt  aber  an  Stelle 
des  früheren  gemeinsamen  Factors  die  Grösse : 

wahrend  der  gemeinsame  Nenner  wird : 

sn4  v  —  sn*  (er,  H  an)  . 

Bleiben  wir  bei  der  ersten  Darstellung  stehen  und  setzen 
in  ihr  an  Stelle  von  at  •••  an  der  Reihe  nach 

,    1  , n—\ 

a,a  +  —  ,         +  , 

so  ergiebt  sich  der : 
Lehrsatz : 

Die  sümmtlichen  Di/ferenlialquotienten  der  Function : 
ff(  [n  v  +  n  »,  n  r)      &Q  tn  a,  n  i 


lassen  sich  als  Product  derselben  und  einer  rationalen  Function 
von  sniv  und  cnw  •  dnv  darstellen.   Die  Coefßcienten  setzen  sich 
rational  aus  denselben  elliptischen  Functionen  mit  den  Argumenten 
2rK 

a  H — —  und  der  Constanten  •/}  zusammen.  Der  gemeinsame 
\enner  ist  die  Grösse: 


Wir  können  aber  auch  hier  eine  zweite  völlig  verschiedene 
Darstellung  geben. 

In  der  That,  vermöge  der  Transformationstheorie  erhalten 
wir  die  Gleichungen : 


* 
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V  -ao(nr,wr) 

j4j  cn " (tu,  /)+•  •  Cn+t  jrw=i  cnf^xj-dn"-1^,/.), 

0,  #((n  ■*„(nr,nf) 

^.dn(ut,c).  '  = 

du"  (fr.x)+..-f^^j3Tdn(»r!x).cn»-'(u\y.l) 


«  —  1 


snn  (tu,  x)  H-  -  (fc+i  5*  •  sn  («>,  x)  . 
Die  Coefficienten  ct  •••  ergehen  sich  durch  Reihen- 

i 

entw  ickelungen  und  zwar  als  rationale  Functionen  der  ursprüng- 
lichen und  der  transformirten  Thetaquotienten  fttr  die  Null- 
werthe  der  Argumente. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Reduction  des  Problems,  die 
Diflferentialquotienten  der  Function : 


zu  berechnen  auf  das  entsprechende  Problem  für  die  Functionen 

Hieraus  folgt  der  Lehrsatz  : 

Die  Differentialquotienten  der  Function  : 
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»t  [nv  +  na,  nz)    #UH  *0(a) 
lassen  sich  als  Product  von 

9>M 


nv 


t/wf/  f//ier  rationalen  Function  der  elliptischen  Functionen  mit  den 
Argumenten  w  und  a  herstellen.  Als  Constanten  treten  die  Quo- 
tienten      und  auf. 

Durch  Multiplication  mit  #0 (r)"""*" 4  ergieht  sich  die  Prim- 
funclion  für  die  Functionen  dritter  Art,  die  mehr  Null-  als  Un- 
endlichkeitsstellen besitzen.  Es  erscheint  als  unnüthig,  die 
hierauf  bezüglichen  Sutze  hinzuschreiben. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Functionen  zu  behandeln,  die 
mehr  Unendlichkeitsstellen  als  Nullstellen  besitzen. 
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J.  Thomae,  Ueber  Curven,  deren  Punkten  mehrere  Para- 
meterwerthe  entsprechen. 

Sind  die  Coordinaten  .ry  einer  ebenen  Curve  durch  einen 
Parameter  analytisch  dargestellt,  so  trifft  es  sich  zuweilen,  dass 
zwar  einem  Werthe  des  Parameters,  oder  wenn  eine  algebraische 
Grösse  adjungirt  ist,  einer  Stelle  des  zugehörigen  algebraischen 
Bereiches  ein  Punkt  x ,  y  der  Curve  eindeutig  zugeordnet  ist, 
dass  aber  umgekehrt  jedem  Punkte  der  Curve  mehrere  Para- 
meterwerthe ,  oder  Stellen  des  Bereiches  entsprechen.  Ist  der 
Bereich  vom  Geschlecht  Null,  der  natürliche  Rationalitätsbereich, 
so  hat  Herr  Lüroth  gezeigt,  wie  man  stets  einen  neuen  Parameter 
der  Art  einführen  kann,  dass  zwischen  Curve  und  Bereich  eine 
ein-eindeutige  Beziehung  stattfindet.  Auch  hat  Herr  Lüroth  in 
einem  eben  erschienenen  Programm  begonnen,  seine  Betrachtun- 
gen auf  Flachen  auszudehnen,  deren  Parameterdarstellung  dem 
natürlichen  Rationalitätsbereiche  angehört. 

Herr  Schlesinger  hat  bemerkt,  dass  auch  die  Punkte  einer 
Curve  vom  Geschlecht  Eins  den  Stellen  eines  algebraischen 
Bereiches  vom  Geschlecht  Eins  mehrfach  zugeordnet  sein 
können. 

Dass  dasselbe  für  Curven  von  höherem  Geschlechte  nicht 
mehr  statt  hat,  soll  hier  nachgewiesen  werden.  Ich  meine, 
wenn  eine  Curve  dem  Geschlechte  p  >  \  angehört,  so  können 
ihre  Punkte  einem  algebraischen  Bereiche  von  demselben  Ge- 
schlechte p  nur  ein -eindeutig  zugeordnet  werden.  —  Dies 
schliesst  natürlich  nicht  aus,  dass  es  möglich  sei,  die  Punkte 
einer  Curve  vom  Geschlecht  p  einem  algebraischen  Bereiche  von 
höherem  Geschlecht  so  zuzuordnen,  dass  je  einer  Stelle  des  Be- 
reiches je  ein  Punkt  der  Curve ,  einem  Punkte  der  Curve  aber 
mehrere  Stellen  des  Bereiches  entsprechen.    Den  Fall,  dass  je 
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einer  Stelle  des  algebraischen  Bereiches  mehrere  Punkte  der 
Curve  entsprechen,  schliesse  ich  hier  aus. 

§  1.  Der  Nachweis  für  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 
Behauptung  hängt  mit  dem  bekannten  Satze  zusammen,  dass  für 
AßEi/sche  Functionen,  deren  Geschecht  höher  als  Eins  ist.  eine 
Transformation  in  andere  desselben  Geschlechtes  nicht  möglich 
ist,  bei  der  die  ursprünglichen  Functionen  mideutige  Functionen 
der  transformirten ,  die  letzteren  aber  me/irdeulige  Functionen 
der  ursprünglichen  sind,  für  welchen  Satz  ich  in  Schlömilch's 
Zeitschrift  XVIII  (1873  S.  401  einen  Beweis  gegeben  habe.  Einen 
Theil  des  dortigen  Gedankenganges  wiederhole  ich,  weil  eine 
kleine  Ergänzung  nöthig.  und  die  Verweisung  auf  jenen  Aufsatz 
unbequem  ist. 

Es  sei  Z  eine  HiEsusx'sche  über  der  s-Ebene  »-fach  ausge- 
breitete Fläche  vom  Geschlecht  p .  der  zugehörige  algebraische 
Bereich  sei  s,  3,  wo  s  mit  z  durch  die  Gleichung 

.       '  F(s,  z)  =  0 

vom  «ten  Grade  in  s,  vom  witen  in  z  verbunden  ist.  Bedeutet 
v  die  Anzahl  der  in  Z  vorhandenen  einfachen  Verzweigungs- 
punkte, wenn  ein  doppelter  als  zwei  einfache,  ein  dreifacher 
als  drei  einfache  u.  s.  w.  gezählt  wird,  so  ist 

w  =  2  {p  +  n  —  i)  ,    p  =  j  >r  —  n  -f- 1  . 

Ist  weiter  $  eine  in  Z  /«-werthige  Function,  die  ohne  wesentlich 
singulare  Stelle,  also  algebraisch  ist,  so  kann  man  Uber  jedem 
Punkte  der  Fläche  Z  h  Punkte  auftragen,  und  jedem  Werthe  von 
$  einen  derselben  entsprechen  lassen.  Wenn  man,  stetig  fort- 
schreitend, zu  jedem  Punkte  in  /  die  entsprechenden  h  Punkte 
aufträgt,  so  erhält  man  eine  über  der  Fläche  Z  überall  /t-fach 
ausgebreitete  Fläche  3i  von  der  Beschaffenheit,  dass  jedem 
Punkte  in  /  h  Punkte  in  3  entsprechen.  Die  Fläche  3  besteht 
aus  //  unter  sich  und  Z  congruenten  Theilüäehen  Zt,  Z4,  ••• ,  ZA. 
die  mit  einander  verbunden  sein,  sich  ineinander  verzweigen 
müssen,  wenn  anders  die  Werthe  von  $  durch  stetige  (analy- 
tische) Fortsetzung  von  einem  aus  sämmtlich  erhalten  werden 
können ,  und  wenn  die  Werthe  von  $  für  dasselbe  Werthepaar 
.s,  z,  oder  für  dieselbe  Stelle  in  z  nicht  in  Gruppen  unter  ein- 
ander gleicher  zerfallen.    Wenn  wir  nun  zwar  den  Fall  aus- 
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sehliessen,  dass  die  Werlhe  von  $  für  dasselbe  Werthepaar  5,  s 
in  Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen .  so  muss  doch 
ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass  damit  die  Möglichkeit  nicht 
ausgeschlossen  ist,  dass  die  Werthe  von  $  für  dasselbe  z  in 
Gruppen  gleicher  zerfallen. 

Die  Verbindung  der  Theilsysteme  ZK .  /t ,  ••,//,  kann  ab- 
weichend von  der  Möglichkeit  der  Verbindung  einzelner  ebener 
Blätter  zu  einer  gewöhnlichen  HiEMAits'schen  Fläche  von  zweierlei 
Art  sein.  Einmal  kann  die  Verbindung  durch  Verzweigungs- 
punkte vermittelt  werden  wie  bei  einer  gewöhnlichen  Riemank- 
schen  Fläche.  In  diesem  Falle  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die 
Verzweigung  aus  einem  bestimmten  Blatte  eines  Theilsystems 
in  ein  entsprechendes  Blatt  eines  andern  Theilsystems  führen 
muss.  Genauer:  Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Blätter  von 
/mit  \ ,  2  ,  3 ,  •  n  ,  so  entsprechen  congruenten  Blättern  von 
Zv  /4,  •• .  Zh  durch  Vermittelung  eben  der Congruenz  bestimmte 
Blätter,  denen  man  dieselben  Zahlen  4,  2.  •  •  n  zuordnen 
kann.  Blätter  die  dieselbe  Zahl  tragen  sind  dann  entsprechende. 
Zwischen  solchen  entsprechenden  Blättern  allein  darf  die  Ver- 
zweigung stattfinden,  soll  die  Function  $  /»-werthig  und  nur 
A-werthig  in  /  sein.  Nur  wenn  ein  .solcher  Verzweigungspunkt 
auf  einen  in  /  fällt,  tritt  eine  leichte  Modification  ein.  die  wir 
nachher  kennen  lernen  werden. 

Da.  aber  /  nicht  wie  die  Ebene  p/n  fach  zusammenhangend 
ist,  und  deshalb  nicht  alle  geschlossenen  Wege  in  /  durch 
stetige  Deformation  sich  zu  einem  Punkte  zusammenziehen  lassen, 
so  kann  der  Zusammenhang  der  Systeme  /,,'/,,  ••  Zh  auch 
noch  auf  andere  Weise  als  durch  Verzweigung  bewirkt  werden. 
Zerschneidet  man  /  und  die  Theilsysteme  /,,  Z4,  ..,  Zh  durch  je 
2/i  Querschnitte,  in  den  verschiedenen  Systemen  in  congruen- 
ter  Weise,  in  einfach  zusammenhängende  /',  /,',  Z4\  ••,  Zh' '.  so 
können  alle  geschlossenen  Wege  in  /'  durch  stetige  Deformation 
in  einen  Punkt  zusammengezogen  werden,  und  die  Werthe  von 
$.  die  man  auf  solchem  Wege  erhält,  können  nur  dann  verschie- 
dene sein,  wenn  im  Innern  eines  solchen  geschlossenen  Weges 
sich  ein  Verzweigungspunkt  vorfindet,  der  nur  3?  nicht  bloss  / 
angehört.  Es  kann  aber  auch  $  auf  den  beiden  Seiten  eines  Quer- 
schnittes verschiedene  Werthe  besitzen ,  wofür  die  Amu/schen 
Functionen  von  s,  z  im  engern  Sinne),  deren  Quadrate  in  /  ein- 
werthig  sind,  das  einfachste  Beispiel  bilden.   Tritt  dieser  Fall 
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an  einem  der  Querschnitte  in  zwei  Theilsystemen  Z„,  Zy  ein, 
so  muss  man  diese  Theilsysteme  längs  dieser  Querschnitte  auf- 
schneiden und  das  auf  dem  einen  Ufer  Up  desselben  befindliche 
Flachenstück  des  Theilsystems  Zu  mit  dem  andern  Ufer  Uv'  des 
eongruenten  Querschnittes  in  Zp  zusammenwachsen  lassen,  um 
die  Ein-Eindeutigkeit  zwischen  den  Punkten  von  3  mit  dem  al- 
gebraischen Gebilde  «  herzustellen.  Führt  man  s,  z  in  Z¥  auf 
das  andere  Ufer  Uv  desselben  Querschnittes  zurück,  so  kann  es 
geschehen,  dass  man  den  Werth  von  «  erhält ,  den  diese  Grösse 
bei  UH'  in  Zu  besitzt.  Dann  wird  man  das  Ufer  Uv  mit  dem 
Ufer  ÜJ  zusammenwachsen  lassen.  Erhalt  man  aber  einen 
neuen  Werth,  so  wird  Ur  erst  mit  einem  Ufer  Ug  im  Thcilsystem 
Zy  zu  verbinden  sein ,  u.  s.  w. ,  bis  man  zu  dem  Werthe  von  $ 
zurück  gelangt,  den  S  bei  U'  besass.  So  wie  die  Fortsetzung 
durch  Verzweigung,  wenn  der  Windungspunkt  kein  einfacher 
ist,  erst  nach  Durchgang  durch  mehrere  Theilflachen  in  die  ur- 
sprüngliche zurückführen  kann ,  so  kann  auch  die  Fortsetzung 
durch  Zusammenheften  verschiedener  Querschnittufer,  welche 
wir  »Fortsetzung  durch  Naht«  nennen  wollen,  erst  durch  mehrere 
Theilflachen  hindurch  zur  ursprünglichen  zurückführen.  Es 
mag  nebenbei  bemerkt  werden,  dass  die  Fortsetzung  durch  Naht 
auf  Fortsetzung  durch  Verzweigung  zurückgeführt  werden 
kann,  wenn  Verzweigungspunkte  zwischen  Theilflachen  auf 
solche  zwischen  den  Blattern  der  Theilflachen  selbst  gelegt 
werden. 

§  2.  Wir  erweisen  nun,  dass  die  Flache  3  im  Allgemeinen 
von  höherem  Geschlechte  ist,  als  die  Flache  /,  sofern  nicht  die 
Flache  3>  über  der  z -Ebene  ausgebreitet  gedacht,  in  unterein- 
ander nicht  zusammenhangende  Theilflachen  zerfällt,  was  wir 
augenblicklich  ausschliessen.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die 
Werthe  von  8  zwar  nicht  für  dasselbe  Werthepaar  s ,  z,  wohl 
aber  für  dasselbe  z  in  Gruppen  untereinander  gleicher  zerfallen, 
so  dass  nicht  jede  in  3  einwerthige  Function,  insbesondere  nicht 
die  Function  s,  rational  durch  $  und  z  ausgedrückt  werden 
kann.  Im  Grunde  genommen  betrifft  dies  nicht  die  Fläche  3? 
welche  ihrer  Conslruction  nach  zusammenhangend  ist.  sondern 
eben  nur  die  Theilfläche  von  3  >  ,n  der  $  einwerthig  ist,  sofern 
eine  solche  Theilfläche  existirt. 

Die  Anzahl  To  der  Verzweigungspunkte  in  3  setzt  sich  zu- 
sammen aus  denen  der  h  Theilflachen  /,,/,,••,/,,  und  aus  w 
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Windungspunkten,  die  die  Theilflächen  unter  sich  verbinden. 
Die  letzte  Zahl  kann  bei  bioser  Verzweigung  durch  Naht  auch 
Null  sein.   Es  ist  also 

n?  =  Ate  -f-  ir'i 

wenn  in  Z  w  einfache  Verzweigungspunkte  liegen.  Fallt  ein 
einzelner  Verzweigungspunkt  von  der  Gattung  der  w'  auf 
einen  in  Z,  so  wird  aus  zwei  Verzweigungspunkten  der  Theil- 
flächen Z  und  jenem  dritten  ein  dreifacher  Verzweigungspunkl, 
der  als  drei  einfache  zu  zahlen  ist,  und  die  Zahl  n?  ändert  sich 
dadurch  nicht. 

Legt  man  aber  einen  Verzweigungspunkt  x  in  das  Ate  Blatt 
von  Zp,  der  dies  mit  dem  Aten  Blatte  von  Zv  verbindet,  und  einen 
Verzweigungspunkt  x'  in  dns  A'  te  Blatt  von  Zu,  der  dies  mit  dein 
/'ten  Blatte  von  Zr  verbindet,  und  liegt  in  Z^  ein  Verzweigungs- 
punkl k ,  der  dort  das  Ate  und  A'te  Blatt  verbindet,  und  ist  k* 
der  entsprechende  in  Zv ,  und  führt  man  dann  x  und  x'  naher 
und  naher  an  k  also  auch  an  k'  heran ,  um  schliesslich  diese 
Punkte  zusammenfallen  zu  lassen,  so  vereinigen  sich  die  vier 
Verzireigungspunkte  x  x  kk'  zu  zwei  und  nur  zwei  neuen.  Führt 
man  nämlich  die  Variabele  5  in  einer  geschlossenen  Curve  um 
ein  Gebiet  herum,  welches  die  Punkte  x  x' k  im  Innern  enthalt, 
und  nimmt  als  Ausgangspunkt  von  z  einen  Punkt  im  Aten  Blatte 
von  Zu ,  so  kann  man  sich  vorstellen ,  man  sei  zuerst  einmal  um 
A  herum  gegangen,  und  dadurch  ins  /'te  Blatt  von  Zu  gelangt, 
dann  um  x'  herum ,  und  sei  dadurch  ins  A'  te  Blatt  von  Zv  ge- 
langt. Man  ist  also  durch  einen  Umgang  um  das  xx,  \k"  ent- 
hallende Gebiet  ins  /'te  Blatt  von  Zv  gelangt.  Umkreist  man 
dasselbe  Gebiet  noch  einmal,  so  gelangt  man  um  k'  ins  /te  Blatt 
von  Ztn  um  x  ins  /te  Blatt  von  Z„.  Es  befindet  sich  also  zwi- 
schen den  /ten  und  A'ten  Blatte  von  Zß  und  Zv  ein  einfacher 
Verzweigungspunkt.  In  gleicher  Weise  findet  zwischen  dem 
/'ten  Blatte  von  Zu  und  dem  /ten  von  Zv  einfache  Verzweigung 
statt.  Es  haben  sich  also  zwei  in  /•  und  k'  hineinrückende,  Theil- 
s\  steme  verbindende  Verzweigungspunkte  x,  x'  zu  zwei  andern 
neuen  vereinigt.  Wenn  man  auf  diese  Weise  ein  Paar  der 
Verzweigungspunkte  von  der  Galtung  der  w'  mit  einem  Paare 
der  übrigen  h  w  zu  einem  Paare  vereinigt,  so  vermindert  sich 
zwar  dietiesammtzahl  R\  diese  kann  aber  offenbar  niemals  kleiner 
als  h  ir  werden.  Andere  Arten  aber  Verzweigungspunkte  durch 
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besondere  Wahl  der  Lage  der  Theilsysteme  verbindenden  Win- 
dungspunkte in  Wegfall  zu  bringen ,  giebt  es  nicht  und  ist  des- 
halb immer 

Ii)  ^  h  w  . 

Daraus  ergiebt  sich  für  das  Geschlecht  p  der  Flache  3  die 
Ungleichung  oder  Gleichung 

p^i  /nr-M -**»]  ,    ^A(p~1)  +  <  , 

Da  /e  seiner  Natur  nach  mindestens  gleich  zwei  ist ,  so  ist 
{p  —  \ )  [h  —  I )  stets  grösser  als  Null ,  und  p  >»  />,  wenn  p  >»  1 
ist,  w.  z.  b.  w.  Auf  dem  Umstände,  dass  für  />  =  4  auch  p  =  4 
sein  kann ,  beruht  die  Möglichkeit  der  ein-mehrdeutigen  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  als  Functionen  vom  Ge- 
schlecht Eins  in  eben  solche. 

§  3.  In  Bezug  auf  die  hier  anzustellenden  Betrachtungen 
sind  die  Curven  vom  Geschlecht  Null,  die  sogenannten  Uni- 
cursalcurven,  die  einfachsten.  Ihre  Coordinaten  werden  durch 
einen  Parameter  dargestellt,  dem  eine  algebraische  Grösse  vom 
Geschlecht  Null  zugeordnet  sein  darf.  Häufig  gelangt  man  zu 
einer  Parameterdarstellung  durch  Vermittelung  von  Polarcoordi- 
naten,  und  es  kommt  dann,  wenn  eine  trigonometrische  Function 
als  Parameter  betrachtet  wird,  meist  wirklich  eine  Irrationalität 
in  dem  Ausdrucke  für  die  Coordinaten  vor,  wie  z.  B.  bei  der 
Ellipse 

x  =  a  cos  (p  =  at  ,     y  =  b  sin  q>  =  bVl  —  . 

"  Gleichwohl  wird  in  diesem  Falle  in  der  Regel  angenommen, 
dass  die  Coordinaten  rationale  Functionen  eines  Parameters  seien, 
und  es  ist  auch  nicht  schwer,  durch  Einführung  einer  neuen 
Veränderlichen  die  Rationalität  der  Darstellung  zu  erwirken. 
Der  Vortheil  der  Methode  der  Parameterdarstellung  einer  uni- 
cursalen  Curve  beruht  ja,  von  speciellen  Füllen  abgesehen, 
hauptsachlich  eben  darin ,  dass  die  Coordinaten  rational  durch 
eine  unabhängige  Veränderliche  dargestellt  sind.  Daher  wird 
es  genügen,  für  den  Fall  des  Geschlechtes  Null  die  Beschran- 
kung zu  machen,  dass  in  den  die  Curve  dcfinirenden  Gleichungen 

ff  und  ip  rationale  Functionen  des  Parameters  /  sind. 
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Wird  nun  <p  m-mal,  ip  n-mal  unendlich  gross  erster  Ord- 
nung, so  ist  die  Curve  von  der  n-j-mten  Ordnung,  befinden 
sich  aber  unter  den  Stellen  Unendlich  q  gemeinsame,  so  ist  die 
Ordnung  nur  die  n-f-m — </te,  weil  die  Gerade  A  x-+-By-{-C  =  Q, 
wie  die  Gleichung  .4  (p  (/)  -f-  B  xp  (I)  -f-  C  =  0  ergiebt,  n~\-m  —  q 
Schnittpunkte  mit  der  Curve  hat.  Ist  (p  (l)  =  /  (/) :  w  (/),  wo  x 
und  io  ganze  Functionen  von  /  sind ,  die  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  so  bestimmt  io(t)x  —  x[t)  =  0  t  als  alge- 
braische Grösse  der  Variabein  x  vom  Geschlecht  Null.  Die 
Gleichung  ist  nothwendig  irreductibel ,  weil  sie  linear  in  x  ist, 
und  eiu  gemeinsamer  Factor  in  %  und  ta  ausgeschlossen  wurde. 
Die  wie  t  verzweigte  RiEMANN'sche,  Uber  der  jr-Ebene  wi-fach 
ausgebreitete  Fläche  T  besitzt  2  (m  —  \ )  einfache  Verzweigungs- 
punkte (wenn  mehrfache  richtig  gezählt  werden),  weil  sie  ein- 
fach zusammenhängend  ist.  In  dieser  Fläche  ist  y  eine  ein- 
werthige  Function,  es  ist  also  y  wie  T  verzweigt.  Umgekehrt  aber 
ist  T  nur  dann  wie  y  verzweigt,  wenn  die  Werthe  von  y  für 
dasselbe  x  nicht  in  Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen. 
Zwischen  y  und  .t  besteht  eine  algebraische  Gleichung  vom  mten 
Grade  in  y,  vom  uten  in  x;  die  Glieder  höchster  Dimension,  weil 
die  Curve  von  der  n  -r-m  —  q  ten  Ordnung  ist,  haben  n-h  m  —  q 
zum  Exponenten,  und  diese  Gleichung  ist  entweder  irreductibel, 
oder,  wenn  die  Werthe  von  y  für  dasselbe  x  in  A  Gruppen 
unter  einander  gleicher  zerfallen,  sie  ist  die  Ate  Potenz  einer 
irreductibelen  Gleichung.  Im  letzteren  Falle ,  welcher  eintritt, 
wenn  von  den  m  Werthen  von  t  die  zu  demselben  r  gehören, 
je  A  dasselbe  //  liefern,  muss  offenbar /y  in  einem  Theilsysteme  der 
Fläche  T  von  u  =  m  :  A  Blättern ,  etwa  Tx ,  einwerthig  sein  ,  es 
inuss  m  durch  A  theilbar  sein.  Tx  ist  vom  Geschlecht  Null, 
wie  die  Zählung  der  Windungspunkte  ergiebt,  und  es  ist  der 
Bereich  .r,  y,  oder  die  Curve  xy  vom  Geschlecht  Null.  Da  die 
Curvengleichung  eine  Ate  Potenz  einer  ganzen  Function  von  x  y 
ist,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  auch  n  und  q  durch  k 
theilbar  sein  müssen.  Ist  die  gegebene  Unicursalcurve  von  der 
dritten  Ordnung ,  so  können  zu  einem  Punkte  entweder  nur  ein 
Parameterwerth  gehören,  oder  drei.  Im  letzteren  Falle  ist  sie 
eine  dreifach  gezählte  Gerade.  Ist  die  Unicursalcurve  von  der 
vierten  Ordnung,  so  können  zu  einem  Punkte  der  Curve  vier, 
zwei  oder  ein  Parameterwerth  gehören.   Im  ersten  Falle  ist  sie 
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eine  vierfach  gezahlte  Gerade,  im  zweiten  ein  doppelt  gezählter 
Kegelschnitt. 

Eine  symmetrische  Function  x  der  Werthe  von  /.  zu  denen 
derselbe  Punkt  x  y  gehört ,  die  in  T  über  einander  liegenden 
Punkten  entsprechen  und  die  etwa  gleich  /t ,  ft,  sind, 
ist  in  Tx  eine  einwerthige  Function.  Zwischen  x  und  r  besteht 
eine  Gleichung  vom  u  =  im  :  A)ten  Grade  in  %.  Der  Grad  von 
x  in  dieser  Gleichung  ist  gleich  der  Zahl,  welche  angiebt.  wie 
oft  r  in  T)  unendlich  gross  wird.  Wird  sr  in  7*  herumgeführt, 
so  wird  t  im  Allgemeinen  an  einer,  sicher  aber  nur  an  einer 
Stelle  unendlich  gross ,  wenn  r  eine  ganze  symmetrische  Func- 
tion ist,  die  ..  %i  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält,  oder  auch 
wenn  sie  der  Quotient  zweier  solchen  Functionen  ist.  In  dem 
Falle,  dass  r  wirklich  unendlich  gross  wird,  und  demnach  nicht 
constant  ist,  was  jedenfalls  für  die  Function  r  =  <t-f-/»-h  -Ha 
statt  hat,  wird  die  Gleichung  zwischen  x  und  r  in  x  linear,  und 
x  ist  eine  rationale  Function  von  x  und  %.  Die  Grösse  y  ist  in  7* 
einwerthig.  also  eine  rationale  Function  von  x  und  r,  also  auch 
eine  rationale  Function  von  r  allein.  Es  sind  x  und  y  als  ratio- 
nale Functionen  einer  Variabein  r  dargestellt,  so  dass  jedem  x,  y 
nur  ein  Parameter  %  entspricht. 

Ist  eine  Curve  vom  Geschlecht  Null,  so  kann  man  nach  den 
Methoden  Ribmajtss  stets  xy  durch  einen  Parameter  rational  so 
darstellen,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  der  Curve 
und  den  Parameterwerthen  ein-eindeutig  wird,  und  es  ist  da- 
her selbstverständlich,  dass  eine  solche  Darstellung  möglich  sei. 
wenn  auch  zunächst  nur  eine  rationale  Darstellung  gegeben  ist. 
in  der  einem  Punkte  mehrere  Parameterwerthe  entsprechen, 
sobald  erwiesen  ist,  dass  das  Geschlecht  der  Curve  Null  sei. 
Allein  die  Methoden  HikmanVs  erfordern  die  Kenntniss  der  Dop- 
pelpunkte der  Curve,  die  nicht  immer  auf  rationalem  Wege  ge- 
funden werden  können.  Es  ist  deshalb  von  Bedeutung,  dass 
Herr  Li  ROTH  gezeigt  hat,  wie  man  eine  symmetrische  Grund- 
lunction  t.  durch  die  xy  ausdrückbar  sind,  auf  völlig  rationalem 
Wege  finden  kann.  Ist  x  =  %(() :  y  =  §(f  :  rj{t\,  wo  /,  w. 
g,  1/  ganze  Functionen  sind,  und  x  und  w,  und  ebenso  ^  und  tj 
keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  ist  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  der  Ausdrücke 

«Mxfc)-"',)*')  •    'i'J  £W-v(',)?M 


Digitized  by  Google 


Cl'RVEN,  DEREM  Pl'.NKTE.N  MEHRERE  PaRASETERWERTHE  ENTSP.  373 


eine  ganze  Function  von  /  und  /,  von  Aten  Grade,  die  für 
1  =  'i  ?  •  >  U  einfach  verschwindet,  und  deren  Coefficienten- 
verhältnisse  demnach  die  symmetrischen  Grundfunctionen  sind. 
Diese  symmetrischen  Grundfunctionen  sind  lineare  Functionen 
einer  nicht  constanten  unter  ihnen. 

§4.  Ist  X  =  qp(04,  <),  y=ip  [&vt  worin  0,,  04  alge- 
braische Functionen  von  /,  <p  und  xp  rationale  Functionen  von 
0,,  t  bez.  04,  t  sind,  so  giebt  es  eine  solche  algebraische  Grösse 
0  von  /,  dass  sich  04  und  04  rational  durch  0  und  /  aus- 
drücken lassen,  so  dass  demnach  x  und  y  in  der  Form 

vorausgesetzt  werden  dürfen.  Construirt  man  nämlich  in  der 
/-Ebene  eine  RiEMAxVsche  Flache  7\,  die  den  Bereich  0,,  t  re- 
präsentirt,  so  ist  darin  04  eine  mehrwerthige  Function,  und 
es  lasst  sich  über  TK  ein  Flachensystem  T  nach  der  Vorschrift 
von  §  1  aufbauen ,  welches  aus  einer  Anzahl  Tt  congruen- 
ten  Theilflächen  besteht,  und  in  welchem  sowohl  0,  als  auch  04 
einwerthig  ist.  Durch  eine  wie  T  verzweigte  algebraische 
Grösse  0  und  t  lassen  sich  sowohl  0,  als  auch  04  rational  aus- 
drücken, und  es  lasst  sich  dadurch  die  verlangte  Form  herstellen. 

Ist  z.  B.  0,  =  V(l  —*):(!  —  kt) ,  0,  =  +  r  :(4  +  A-/),  so 
kann  0  =  0,  -f-  ö,  gesetzt  werden  und  es  ist  0  in  einer  vier- 
blattrigen  Flache  vom  Geschlecht  Eins  einwerthig,  eine  Fläche, 
die  auf  zweierlei  Weise  in  congruente  zweiblattrige  Flachen 
zerfallt.  In  den  Theilsystemen  der  einen  Art  ist  0, ,  in  denen 
der  andern  Art  0,  einwerthig.  Durch  Quadrirung  des  Aus- 
druckes 04  =  0  —  0,  ergiebt  sich 

Q\  =  0*  -  200,  +  0?  ,     0?  -  0|  +  0*  =  2  00,  , 

20       —  Vi  —  A<  i+A/+fJ/ 
_2(/,-l)H-0*(i -/,«/)  _2;i-A)/-f0'l;<-W; 

u«  2(|  _       ^      '     1  2  1-  /,4 r-)(-J 

so  dass  in  der  That  0,  und  04  durch  0  ausgedrückt  sind. 
Uebrigens  ist  auch  0  eine  zweiwerthige  Function  in  der  wie 
H  =  V(l  —  A1/1)  :  (I  —  /*)  verzweigten  Flache,  und  zwar  eine 
Function  von  H  allein,  denn  es  ist 
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u        — tt^l  +  A-f"1-»'""  1-/.*/       H  9 

f  -H  ^     (1  +  A'jH*  T  Ff 

Zerfallen  die  Werthe  von  .tj/  in  gleichzeitige  Gruppen  unter 
einander  gleicher  für  dasselbe  so  dass  das  Werthepaar  xy 
dasselbe  ist  für  die  Stellen  des  Bereiches  0,  t 

0,  /:  0(0,  (;  0(0,  /;  ..;  0tt-O,  f, 

so  sind  »/  in  einer  Theilfläche  des  Systems  T  einwcrthige 
Functionen,  etwa  in  7^.   In  dieser  ist  z.  B.  der  Ausdruck 

^=0+  0t  0  +  0<*>  H  h 

eine  einwerthigc  Function,  und  es  lassen  sich  x  und  y  durch  V> 
und  /  rational  ausdrücken,  und  es  werden  dann  die  Werthe  von 
xy  für  dasselbe  /  nicht  mehr  in  Gruppen  gleicher  zerfallen. 
Die  Fläche  T)  ist  nach  §  2,  wenn  p  1  ist,  sicher  von  niederem 
Geschlecht  als  die  Fläche  T,  so  dass  das  Geschlecht  des  Be- 
reiches 0,  /,  welches  wir  das  scheinbare  Geschlecht  der  Curve 
nennen  wollen,  wenn  p^>  1  ist,  grösser  ist  als  das  wahre  Ge- 
schlecht. Letzteres  muss  noch  nUher  untersucht  werden  und 
braucht  nicht  mit  dem  des  Bereiches  t  nothwendig  übereinzu- 
stimmen. 

|  5.  Wir  nehmen  nun  an,  dass  in  der  Parameterdar- 
stellung 

<r  =  y:0,/)  ,     y  =  0(0,  /) 

einer  Curve  die  Werthepaare  xy  nicht  für  dasselbe  t  in  gleich- 
zeitige Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfalleu,  was  immer 
gestaltet  ist.  Die  Grossen  x,  y  können  dann  nicht  mehr  in  einem 
und  demselben  Theilsystem  der  wie  0,  /  verzweigten  Fläche 
einwerthig  sein,  aber  es  können  immer  noch  die  Werthe  von  x 
für  sich,  und  die  von  //  für  sich  in  Gruppen  gleicher  zerfallen. 
Deshalb  werde 

+  ßy  ,      =  *  +  &y  , 

gesetzt,  und  es  werden  fi.  d  so  bestimmt,  dass  die  Werthe  von  £ 
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nicht  mehr  in  Gruppen  gleicher  zerfallen.  Es  ist  zu  zeigen,  dass 
dies  möglich  ist.  —  Die  Anzahl  der  Möglichkeiten  für  das  Zer- 
fallen der  Fläche  T  in  Theilsysteme  ist  eine  bestimmte  endliche. 
Die  Mannigfaltigkeit  ji,  [ö  zu  wählen  ist  unendlich.  Folglich 
lassen  sich  die  p,  d  so  wählen,  dass,  wenn  die  Werthe  von  $it 
in  Gruppen  gleicher  zerfallen,  die  Theilsysteme,  in  denen  die  £/ 
einwerthig  sind,  für  beide  Grössen  dieselben,  jedenfalls  aber 
nicht  die  Theilsysteme  sind,  in  denen  xy  für  sich  eindeutig  ver- 
laufen.  In  diesem  Theilsystem  sind  aber  auch  x  =  cr'f  , 
y  =      -f-  (5'i;  einwerthige  Functionen  ,  was  gegen  unsere  An- 
nahme ist.  Die  Flache,  in  der  i-  einwerthig  ist,  ohne  dass  die 
Werthe  in  Gruppen  gleicher  zerfallen ,  muss  demnach  T  selbst 
sein.   Es  ist  i;  wie  T  und  T  wie  S  verzweigt.  Es  besteht  dem- 
nach zwischen  £  und  /  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
m  in  if,  wenn  T  m  Blätter  hat,  und  vom  Grade  u  in  /,  wenn  i' 
n-mal  unendlich  gross  wird.  Es  lässt  sich  aber  auch  i  als  unab- 
hängige Veränderliche  auffassen,  und  eine  //-blättrige  Riemaxx- 
sche  Fläche  H  construiren,  in  der  /  und  0  einwerthige  Functio- 
nen sind.  In  dieser  Fläche  ist  auch  /,  eine  einwerthige  Function, 
die  r-mal  unendlich  gross  wird,  wenn  y  in  T  r-mal  unendlich 
gross  wurde.    Zwischen  §  und  /;  besteht  eine  Gleichung  vom 
uten  Grade  in  f ,  vom  vien  in  rn  die  entweder  irreduetibel  ist. 
und  dann  ist  das  scheinbare  Geschlecht  der  Curve  i-^  oder  xy, 
ich  meine  das  Geschlecht  des  Bereiches       /,  dasselbe  als  das 
wahre.   Oder  die  Gleichung  zwischen  i;  und  it  ist  eine  Potenz 
einer  irreduclibeln  Gleichung,  nämlich  dann,  wenn  die  Werthe 
von  n  für  dasselbe  i-  in  Gruj)pen  etwa  in  Gruppen  von  ?.  Tennen 
unter  einander  gleicher  zerfallen.    In  diesem  Falle  ist  /;  schon 
in  einer  Theilfläche  von  iE*  etwa  in  S%  einwerthig.    Der  Grad 
der  Curvengleiehung  ist  u  :  /.  in  £,  v :  /.  in  r  und  das  wahre 
Geschlecht  der  Curve  ist  niedriger  als  das  scheinbare,  mit  Aus- 
nähme  des  Falles  p  =  1 ,  in  welchem  Gleichheit  beider  Ge- 
schlechter möglich,  aber  natürlich  nicht  nothwendig  ist.  — 
Zerfalfen  die  Werthe  von  y  für  dasselbe  x  in  Gruppen  unter  ein- 
ander gleicher,  so  zerfallen  die  Werthe  von  i-  und  it  ebenso  in 
Gruppen  unter  einander  gleicher.   Zu  einem  Werthe  von  £  ge- 
hören ebenso  viele  unter  einander  gleiche  Werthe  von  rt  als  zu 
einem  x  gleiche  y  gehören .  und  umgekehrt  gehören  zu  einem 
S  X  gleiche  ij  ,  so  gehören  auch  zu  einem  x  X  gleiche  y.  Daher 
gilt  von  den  x,  y  dasselbe,  was  von  den  5 it  gilt,  nämlich  dass 

27,  • 
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das  Geschlecht  der  Curve  xy,  wenn  es  grösser  als  Eins  ist, 
kleiner  ist  als  das  scheinbare  Geschlecht.  Die  Einführung  der 
Grössen  £r;  für  xy  hat  nur  die  Bedeutung  eines  Htilfsmoinentes 
für  den  Beweis.  —  Ist  das  scheinbare  Geschlecht  Eins,  so  kann 
das  wahre  Null  oder  Eins  sein;  ist  das  scheinbare  Null,  so  ist 
das  wahre  auch  Null. 

§  6.  Die  Werthe  von  t,  die  zu  demselben  £f,  also  zu  Uber- 
einanderliegenden Punkten  der  Flüche  H  gehören,  ordnen  sich 
in  Gruppen  zu  je  A  Tennen,  für  die  13  denselben  Werth  hat.  Es 
wird  also  etwa  zu  tt ,  tt ,  . .  t%  derselbe  Werth  von  rt  ge- 
hören, und  jr;  ist  etwa  die  Theilfläche  von  in  der  ij  einwerthig 
ist.  Dann  ist  r  =  tK  +  /,  -f-  •  •  -f-  /;  in  derselben  Fläche  Jz^  ein- 
werthig. Folglich  ist  x  eine  einöndrige  Function  von  J  und  /,  zwi- 
schen £  und  x  besteht  eine  Gleichung,  die  in  x  vom  «ten  Grade, 
wenn  £  m  =  ).it  Blatter  hat.  In  =a  ist  aber  auch  rt  einändrig 
und  also  eine  rationale  Function  von  f  und  r,  und  zwar  eine 
solche,  dass  ihre  Werthe  für  dasselbe  £  nicht  mehr  in  Gruppen 
unter  einander  gleicher  zerfallen.  Zur  ein-eindeutigen  Darstel- 
lung von  if  und  rt j,  und  mithin  von  x  und  y  durch  einen  Para- 
meter und  eine  algebraische  Adjuncte  kommt  es  auch  hier  nur 
darauf  an,  eine  symmetrische  Function  der  Werthe  von  /,  für 
welche  die  Werthepaare  oder  xy  gleich  sind,  durch  /  und 
eine  Adjuncte  auszudrücken.  Für  diese  Adjuncte  ergiebt  sich 
nach  der  auseinandergesetzten  Methode  zunächst  |  selbst,  diese 
kann  aber  auf  unendlich  viele  Arten  durch  andere  ersetzt  wer- 
den. —  Man  kann  aber  natürlich  auch  die  Gleichung  zwischen 
i  und  13  bez.  x  und  tj  durch  Elimination  aufsuchen ,  und  nun 
nach  Riemann's  Methoden  x  und  y  durch  Functionen  eines  alge- 
braischen Bereiches  ein-eindeutig  darstellen. 

För  den  Fall  p  —  I  werde  ein  Beispiel  angeführt. 

Ist  /,«  +  k'*  =  I  , 

und 

so  ist  die  Curve  xy  von  der  sechsten  Ordnung,  denn  x  wird  für 
/  —  00 ,  (•)  =  ±  00 .  und  für  /  =  0 ,  6/  =  zt  k'* ,  also  viermal 
unendlich  gross,  y  aber  für  /  =  ±  /»',  (-J  —  zz.  %kk\  also  zwei- 
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mal  unendlich  gross.  Ihr  scheinbares  Geschlecht  ist  Eins.  Da 
aber 

/  =  k  Vi=x*  +  Vt—Px* 

ist,  so  gehören  zu  einem  x  vier  Werthe  von  t ,  es  ist  t  wie  eine 
vierblattrige  Riem ANN'sche  Fläche  verzweigt  mit  8  Windungs- 
punkten, lieber  den  Stellen  x  =  dr  1  liegen  je  zwei.  Zwei  ver- 
binden Blatt  4  und  2  mit  einander,  zwei  Blatt  3  und  4.  Ueber 
den  Stellen  x  =  zb  1  :  k  liegen  ebenfalls  je  zwei ,  die  Blatter 
1  und  4  und  2  und  3  verbindende  Verzweigungspunkte.  Für 

jedes  x  hat  /  vier  Werthe,  y  =  V(1  —  x  :  \ -\- x)  aber  nur 
zwei,  so  dass  die  Werthe  von  y  ftlr  dasselbe  x  in  zwei  Gruppen 
unter  einander  gleicher  zerfallen.  Das  wirkliche  Geschlecht  ist 
in  diesem  Falle  Null,  die  Coordinaten  lassen  sich  also  rational 
darstellen,  was  dadurch  geschieht,  dass  man 

(2Ä7-  0):  ;/*-/,'*;  =r 

setzt.   Dann  ist 

Die  vorgelegte  Curve  sechster  Ordnung  ist  also  eine  doppelt 
gezahlte  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte. 

Um  aber  noch  ein  Beispiel  zu  haben,  in  dem  das  scheinbare 
Geschlecht  mit  dem  wahren  übereinstimmt,  setzen  wir 

X"~Jf(1+    j  l  +  A'+J-A')/    '  J-  ( I     A'  H-  (.1  —  A'  /)*  ' 
fj     Vt(\  —  t<(\-U)  ,      f  =  (1  -  //) :  (\  +  • 

Hier  ist  das  scheinbare  Geschlecht  Eins,  die  Ordnung  der  Curve 
ist  die  sechste,  weil  für  zwei  Werthepaare  von  /,  G  je  dreimal, 
y  in  denselben  Werthepaaren  je  zweimal  unendlich  gross  wird. 
Setzt  man  aber 

4/:(i  +  A'  +  (<-A/)04  =  *  , 

so  folgt 

x  =  \  t  \  —  %)  \\  —  kt   ,     y  =>r  . 

Die  Curve  ist  also  in  Wirklichkeit  eine  doppelt  gezahlte  Curve 
dritter  Ordnung  vom  Geschlecht  Eins. 
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Elektromotorische  Kraft, 

Die  materiellen  Moleküle  der  Körper  befinden  sich  fort- 
dauernd in  einein  elektrischen  Zustande,  der  durch  ihre  Consti- 
tution bedingt  ist  und  sich  sofort  wieder  herstellt,  wenn  er 
durch  den  Kingriff  äusserer  Einwirkungen  beeinflusst  worden 
war.  Betrachten  wir  die  elektrischen  Vorgange  als  rolirende 
Bewegung,  so  liegen  auf  der  Oberflache  der  Moleküle  rotirende 
Schwingungen,  deren  Axen  normal  zur  Oberflache  sind  J  diesel- 
ben können  je  nach  der  Gestalt  und  der  Zusammensetzung  der 
Moleküle  auf  der  ganzen  Oberflache  gleiche  Stärke  und  gleichen 
Sinn  besitzen,  oder  auf  den  verschiedenen  Theilen  der  Oberflache 
verschieden  sein.  Der  Einfachheit  wegen  sollen  im  Folgenden 
die  Schwingungen  Uberall  auf  der  ganzen  Oberflache  als  gleich 
gross  und  von  gleichem  Sinne  angenommen  werden. 

Wird  durch  Zusammenhaufung  von  Molekülen  derselben 
Art  ein  Körper  von  endlichen  Dimensionen  gebildet,  so  werden 
auf  jedem  im  Innern  liegenden  Moleküle  die  rotirenden  Be- 
wegungen durch  die  umliegenden  Moleküle  gehemmt,  weil  an 
den  Berührungsstellen  die  Rotationen  auf  den  beiden  Molekülen 
entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche  Grösse  besitzen.  Es 
bleiben  nur  die  an  der  äusseren  G renzflache  des  Körpers  be- 
findlichen Schwingungen  übrig.  Sobald  aber  nun  der  Körper 
mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gebracht  wird,  Ubertragt 
sich  auf  die  Oberflache  eine  Schicht  entgegengesetzter  Elektrici- 
tat  und  der  Körper  erscheint  unclektrisch. 

Legt  man  auf  einen  solchen  nicht  elektrischen  Leiter,  z.  B. 
auf  eine  Kugel  aus  Zink ,  eine  Scheibe  eines  vollkommenen 
Isolators,  so  wird  dadurch  der  Zustand  der  Zinkkugel  nicht 
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wesentlich  verändert,  denn  die  durch  die  Ableitung  zur  Erde 
angehäufte  elektrische  Schicht  verhält  sich  gegen  den  Isolator 
wie  zuvor  gegen  die  Luft. 

Anders  gestaltet  sich  der  Vorgang ,  wenn  eine  durch  Ab- 
leitung unelektrisch  gemachte  und  darauf  wieder  isolirte  Zink- 
kugel mit  einer  zweiten  ebensolchen  berührt  wird.  Die  in  den 
zur  Berührung  kommenden  Punkten  befindliche,  den  unelek- 
trischen Zustand  bedingende  Schicht  wird  durch  die  Berührung 
der  leitenden  Massen  verdrängt,  und  es  treten  die  Rotationen 
der  beiden  sich  berührenden  Moleküle  einander  gegenüber. 
Diese  Rotationen  sind  aber  gleich  gross  und  von  entgegenge- 
setzter Richtung,  heben  sich  also  auf  und  der  Berührungspunkt 
verhält  sich  wie  ein  innerer  Punkt  der  übrigen  Masse.  Das 
System  beider  Kugeln  bleibt  also  unelektrisch. 

Wenn  jedoch  die  beiden  zur  Berührung  kommenden  Kugeln 
aus  Substanzen  bestehen,  deren  Moleküle  verschieden  starke 
und  auch  wohl  in  entgegengesetzter  Richtung  erfolgende 
Schwingungen  haben ,  so  heben  sich  an  der  Berührungsstelle 
die  Rotationen  der  beiden  aneinanderstossenden  Moleküle  nicht 
auf;  es  entsteht  vielmehr  daselbst  in  der  Berührungsebene  eine 
Rotation,  deren  Grösse  gleich  ist  der  Differenz  der  Rotations- 
geschwindigkeiten beider  Moleküle.  Die  Rotationsrichtung  auf 
jedem  Moleküle  ist  dabei  auf  die  auf  seiner  Oberflächenach  aussen 
gerichtete  Normale  bezogen.  Sind  die  Schwingungen  auf  dem 
einen  Moleküle  positiv,  auf  dem  andern  negativ,  so  haben  sie  in 
der  Berührungsebene  gleiche  Drehungsrichtungen  und  addiren 
sich.  Geschehen  auf  den  beiden  Molekülen  die  Rotationen  in 
•  derselben  Richtung,  aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit, 
so  resultirt  nur  eine  dem  Ueberschuss  der  grösseren  Uber  die 
geringere  entsprechende  Rotation. 

Diese  in  der  Berührungsebene  auftretenden  Rotationen  ver- 
breiten sich  über  die  beiden  sich  berührenden  Moleküle  und 
es  entsteht  auf  der  einen  Seite  jener  Ebene  ein  positives  und 
auf  der  andern  ein  negatives  Molekül. 

Wie  nun  ein  elektrisch  geladener  Körper  auf  einen  in  der 

Nähe  befindlichen  Leiter1)  der  Art  einwirkt,  dass  im  Innern 

des  letzteren  die  Moleküle  in  rotirende  Bewegungen  um  die  von 
» 

I)  Die  Vorgänge  bei  der  Verkeilung  in  Leitern  werde  ich  in  einer 
späteren  Mittheilung  genauer  behandeln. 


Digitized  by  Google 


380 


\Y.  G.  Hankel. 


dem  Körpur  ausgehenden  Strahlen  als  Axen  versetzt  werden, 
ebenso  übertragen  sich  die  Rotationsbewegungen  der  sich  be- 
rührenden Moleküle  der  beiden  Kugeln  auf  das  Innere  der  ihnen 
angehörigen  Massen.  An  der  Grenzfläche  gegen  den  Nichtleiter 
treten  sie  dann  als  freie  Elektricität  auf. 

Die  durch  die  Berührung  erzeugte  elektromotorische  Kraft 
erscheint  also  als  eine  Rotationsbewegung  von  bestimmter 
Grösse. 

Zu  einer  gleichen  Auffassung  der  elektromotorischen  Kraft 
kommen  wir  bei  Betrachtung  der  Inductionsvorgänge.  Ein  in 
einen  Leiterkreis  eintretender  Strom  erregt  in  dem  benachbar- 
ten StUcke  eines  zweiten  Leiterkreises  einen  inducirten  Strom. 
Die  Einwirkung  des  entstehenden  Stromes  auf  den  benachbarten 
Leitertheil  besteht  in  Erregung  von  Rotationsbewegungen, 
welche  dann  für  die  entfernteren  Theile  des  zweiten  Kreises  die 
elektromotorische  Kraft  darstellen. 

Elektrischer  Strom. 

Werden  die  Pole  eines  galvanischen  Elementes  durch  einen 
Leiter  verbunden,  so  sucht  die  elektromotorische  Kraft  e  in  den 
Molekülen  desselben  rotirende  Bewegungen  zu  erzeugen.  Diesem 
Bestreben  stellen  die  einzelnen  Moleküle  einen  von  ihrer  Be- 
schaffenheit abhängigen  Widerstand  entgegen,  die  vorhandene 
elektromotorische  Kraft  wird  nun  zum  Theil  verbraucht,  um 
diesen  Widerstand  zu  überwinden ,  und  blos  der  noch  übrige 
Theil  bleibt  dann  als  Rotation  erhalten,  welche  in  ihren  Wir- 
kungen nach  aussen  den  elektrodynamischen  Effect  hervor- 
bringt. Je  grösser  der  Widerstand  ist,  welchen  die  Substanz 
der  Bewegung  ihrer  Moleküle  entgegensetzt,  um  so  mehr  wird 
die  elektromotorische  Kraft  zu  seiner  Ueberwindung  in  Anspruch 
genommen,  und  um  so  geringer  füllt  die  Geschwindigkeit  de:- 
Rotation,  d.  h.  die  Stärke  des  Stromes  aus.  Die  Summe  der  Ro- 
tationsgeschwindigkeiten ist  in  allen  Querschnitten  des  Drahtes 
dieselbe,  wenn  der  Strom  constant  geworden  ist. 

Die  Verhältnisse  bei  der  Strombildung  zeigen  eine  gewisse 
Analogie  mit  dem  Fliessen  des  Wassers  durch  Röhren.  Ist  in 
einem  Gefässe  eine  Druckhöhe  //  gegeben,  und  fliesst  die  Flüs- 
sigkeit durch  eine  am  Boden  desselben  befindliche  horizontale 
cylindrische  Röhre  aus,  so  wird  ein  Theil  //  der  Druckhöhe  ver- 
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braucht,  um  den  entgegenstehenden  Widerstand  zu  überwinden, 
und  nur  der  Rest  h'  erscheint  als  eine  in  allen  Querschnitten 
der  Röhre  gleich  grosse  Geschwindigkeit. 

Stärke  des  elektrischen  Stromes. 

Es  sei  ein  einziges  *)  galvanisches  Element  von  der  elektro- 
motorischen Kraft  e  gegeben,  die  wir  uns  in  einem  Querschnitte, 
z.  B.  in  demjenigen,  in  welchem  die  beiden  verschiedenen  Metalle 
sich  berühren,  vereinigt  denken  wollen.  Wird  nun  diese  Kette 
durch  einen  Leiter  vom  Widerstande  U  geschlossen,  so  erhalt 
man  den  in  ihr  entstehenden  Strom  i  =  e  —  U;  d.  h.  es  wird 
von  der  elektromotorischen  Kraft  e  unter  den  gegebenen  Um- 
standen ein  Theil  U  absorbirt  oder  zur  Ueberwindung  des 
Widerstandes  im  Schliessungskreise  verwendet,  so  dass  nur  der 
Rest  p  —  U  als  Strom  auftritt,  e  und  U  müssen  dabei  mit  dem- 
selben Maasse  gemessen  sein;  in  eben  demselben  Maasse  erhalt 
man  dann  auch  die  Stromstarke  /  ausgedrückt. 

Bei  den  bisherigen  Verfahren  zur  Bestimmung  der  elektro- 
motorischen Kraft  und  des  sogenannten  Widerstandes  werden 
dieselben  in  verschiedenen  Maassen  gefunden  und  es  kann 
daher  aus  solchen  Angaben  der  Werth  von  i  nach  der  obigen 
Formel  nicht  erhalten  werden.  Weiterhin  werde  ich  ein  Ver- 
fahren angeben,  und  seine  Richtigkeit  durch  das  Experiment 
beweisen,  bei  welchem  e  und  U  in  gleichen  Einheiten  gemessen 
sind,  sodass  also  i :  =  e  —  U  ist.   Aus  dieser  Gleichung  folgt 

e  -  i  =  U  . 

Die  Erfahrung  hat  nun  gelehrt,  dass  bei  unverändert  er- 
haltenem Leiterkreise  die  Stromstärke  proportional  mit  der 
elektromotorischen  Kraft  wächst.  Wird  die  elektromotorische 
Kraft  e  auf  £  erhöht,  so  steigt  die  Stromstärke  i  auf  7,  wobei 
e:  i  =  £:/,  d.  h.  bei  unverändertem  Leiterkreise  bleibt  das 

e  E 

Verhältniss  der  elektromotorischen  Kraft  zur  Stromstarke  j  =  - 
unverändert. 

Schreiben  wir  nun  die  Gleichung  e  —  f  =  U  in  der  Form 


I)  Die  Vorgange  bei  mehreren  Elementen  werden  in  einem  spateren 
Abschnitte  behandelt. 
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 I )  iss  U,  so  behält  der  in  der  Klammer  stehende  Aus- 

druck  —  —  I   für  denselben  Leiterkreis  unverändert  densel- 
i 

ben  Werth.  Daraus  folgt,  dass  der  Widerstand  oder  der  durch 
ihn  absorbirte  Betrag  an  Botationsbeweuunij  für  denselben  Leiter- 
kreis  keine  Constante  ist,  sondern  sich  proportional  mit  der 
Stromstärke  ändert. 

Bezeichnen  wir  den  durch  einen  gegebenen  Leiterkreis  bei 
der  Stromstärke  \  absorbirten  Betrag  der  elektromotorischen 

Kraft  mit  u,  also  u  =  -j  ,  so  wird  U  =  tu.  Durch  Einführung 

dieses  Werthes  erhält  man   1 ) '  =  u,\  °^er 

e 

-  =  t/+  l. 
i 

6 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  also  -r  den  Zahlenwerth  der 

elektromotorischen  Kraft,  welche  ntilhig  ist,  um  in  dem  gegebenen 
Leiterkreise  die  Einheit  des  Stromes  zu  erzeugen. 

Die  oben  mit  u  bezeichnete  Zahl  will  ich  kurzweg  die  Ab- 
sorptionszahl  des  gegebenen  Leiters  nennen:  sie  giebt  also 
den  Betrag  an ,  welcher  bei  der  Stromstärke  1  von  der  zur  Er- 
zeugung dieses  Stromes  in  dem  gegebenen  Leiterkreise  ntithigen 
elektromotorischen  Kraft  absorbirt  wird.  Diese  elektromotorische 
Kraft  selbst  ist  aber  =  i*  -f-  I,  also  um  die  Einheit  grösser  als  it. 
Es  dürfte  zweckmässig  sein,  auf  einen  speciellen  Fall  einzu- 
gehen. 

Ist  wie  z.  B.  in  einer  später  angeführten  Messung  für  den 
aus  einem  grossen  DAMELi.'schen  Elemente  und  einer  Queck- 
silbersäule von  \  m  Länge  und  1  qmm  Querschnitt  gebildeten 
Leiterkreis  die  Absorptionszahl  6,99,  so  heisst  dies :  Von  einer 
elektromotorischen  Kraft  im  Betrage  von  6,99  -}-  \  —  7,99  wer- 
den durch  den  genannten  Leiterkreis  6,99  Theile  absorbirt  und 
nur  1  Theil  bleibt  als  Strom  erhalten  '). 

4)  Im  Vorstehenden  ist  die  Ahsorptionszahl  u  so  bestimm!,  dass  sie 
angiebt,  wieviel  von  einer  durch  u  -f-  1  dargestellten  elektromotorischen 
Kraft  absorbirt  wird.    Sie  ist  also  stets  auf  die  Einheit  der  Slromstark«» 
bezogen. 

Man  kann  die  Absorption  nbor  auch  als  den  Bruelitheil  darstellen 
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Aenderuiigen  der  Stromstärke  infolge  von  Aemlerimgen 

Leiterkreise. 


Es  sei  gegeben  eine  galvanische  Kette  von  der  elektromo- 
torischen Kraft  e  und  der  Absorptionszahl  u ;  dann  ist 

e  ==  u  i  -f-  /   und   t  == 


u-f-  I 

Schaltet  man  in  diese  Kette  einen  Draht  von  der  bekannten 
Absorptionszahl  u  ein,  so  erhillt  man,  wenn  t"  die  neue  Strom- 
stärke bedeutet, 


oder 


e  sss  uV  -f-  ai*  -h  *'  und  i'  =  — ■  — 

ii  +  a  -f-  1 


i'  = 


M-h  «)  +  « 


Ist  die  Absorptionszahl  t<  der  ursprünglichen  Kette,  sowie 
deren  elektromotorische  Kraft  e  unbekannt,  so  lassen  sich  die 
beiden  unbekannten  Grössen  e  und  u  aus  den  beobachteten 
Werthen  von  i  und  sowie  der  bekannten  Absorptionszahl  a 
des  eingeschalteten  Leiters  berechnen.  Aus  den  beiden  Glei- 
chungen 

welcher  von  der  elektromotorischen  Kraft  I  ahsorbirt  wird.  Dividirt  man 
die  obige  Gleichung  durch  7,99,  so  erhält  man 

6  99  1 

Nach  dieser  Bestimmung  wird  also  der  Absorptionscaefficient 

r  =  =  0,874  . 

M  +  t 

Ist  der  Absorptionscoeflieient  in  dieser  Weise  angegeben,  so  erhalt 
man,  weil  die  elektromotorische  Kraft  =  1  ist,  die  Stromstarke  gleich 
der  Differenz  zwischen  dieser  elektromotorischen  Kraft  und  dem  Absorp- 
tionscoefficienten.  Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir  also  die  .Stromstärke 
=  0,126.  Von  der  elektromotorischen  Kraft  t  ist  also  0,874  durch  den 
Widerstand  absorbirt  worden,  und  nur  0,126  Theile  erscheinen  im  Strom. 

Die  eine  Angabe  für  die  Absorption  lägst  sich  leicht  in  die  andere 
verwandeln.    Ist  dieselbe  auf  die  Einheit  der  elektromotorischsn  Kraft  be- 
zogen, also  I  =  0.874  -h  0,126,  so  hat  man  nur  die  Gleichung  mit  y— ^ 
zu  multipliciren,  um  die  Stromstärke  auf  1  zu  erhöhen  und  erhält  dann  die 
frühere  Absorptionszahl     =  JZJV  =  o"4i~6~  =  6,99  * 
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i  =  — e——1  und  r  = 


folgt 


m  +  1  (m  +  1 )  -f-  a 

e  =  -  -    und    M  4-  1  SB  7  , 

/  —  I  /  —  l 

i'a 

u  =  t  —  4  . 

Ist  ein  Draht  von  der  unbekannten  Absorptionszahl  m*  ge- 
geben, und  soll  m'  nach  dem  Maasse  von  a  bestimmt  werden, 
so  schaltet  man  den  Draht  anstatt  a  in  die  zuvor  benutzte  Kette 
ein  und  erhält  die  Stromstärke  i".   Es  ist  dann 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  ersten  e  s=«i"-f-f  erhält  man 
analog  wie  zuvor 

i"  =  e 

(11  +  1)  +  «'  ' 

Aus  den  drei  Gleichungen 

i  ==  — r  v  ,      l'  = : — t—TT—. —  und   i"  = 


u+l  '  (w+1)  +  a  ~(m-M;+m' 

ergiebt  sich  das  Verhältniss 

a  -  n,  - »-)  • 

Soll  die  Stärke  eines  Stromes  f  =  — - — 7  durch  Hin/.u- 

u  +  1 

fügung  eines  neuen  Widerstandes  auf  die  Hälfte  vermindert 
werden,  so  genügt  es  nicht,  einen  Draht  von  der  Absorptionszahl 
u  hinzuzusetzen.    Es  würde  dann  ein  Strom  von  der  Stärke  y 

entstehen,  welcher  grösser  wäre  als  -  .  denn  man  hätte 

e  =  2  uy  +  y   oder    y  =  —  ^  j  :    eine   Verminderung  des 

Stromes  auf  die  Hälfte  kann  erst  eintreten,  wenn  der  Nenner 
des  Bruches  2  m -f  2  =  2  (m -f- 1)  wird.    Um  den  Strom  auf 
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die  Hälfte  zu  reduciren  ist  also  in  die  ursprüngliche  Kette  ein 
Leiter  von  der  Absorptionszahl  u  -f-  \  einzuschalten. 

Der  Grund,  warum  die  Hinzufügung  von  u  allein  nicht  ge- 
nügt, ist  leicht  zu  erkennen.    Eine  Vermehrung  des  Leiters  u 

um  u  würde  bei  der  Stromstarke  -j  denselben  Betrag  von  e  in 

Anspruch  nehmen ,  als  der  Widerstand  u  bei  der  Stromstarke  i. 
Nun  muss  aber  auch  der  im  Strome  i  vorhandene  Betrag  auf  die 
Hälfte  reducirt  werden;  mithin  ist  noch  ein  weiterer  Wider- 
stand einzuschalten.  Es  bedarf  also  der  Hinzufügung  eines 
Leiters  von  der  Absorptionszahl  w-f-1,  um  die  Stromstarke  auf 
die  Hälfte  zu  reduciren. 

Aehnlich  verhalt  es  sich,  wenn  durch  Hinwegnahme  von 
Widerstand  die  Starke  des  Stromes  verdoppelt  werden  soll.  Es 

ist  dann  nicht  blos  ein  Widerstand  ~  wegzunehmen,  sondern 
u  4-  1 

— r —  •    Nähme  man  nur  einen  Leiter  von  der  Absorptionszahl 

—  hinweg,  so  hatte  man,  wenn  y*  die  neue  Stromstärke  be- 
deutet , 

e  =  •*  U  4-  ö  oder  y  = 


2  *    .  ,    *      ^M  +  | 

Es  wäre  also  ij  noch  kleiner  als  2t.  Soll  y'  =  2i  werden, 
so  muss  ein  Leiter  -  ~^  -  weggenommen  werden.    Es  muss 

nämlich  mehr  als       aus  dem  Widerstande  entfernt  werden. 

2 

weil  ein  Theil  des  Betrages  von  <?,  welcher  bisher  durch  den 
Widerstand  verbraucht  war,  jetzt  zur  Erhöhung  des  Stromes 
von  /  auf  ii  in  rotirende  Bewegung  übergehen  soll. 

Verzweigte  Ströme. 

Als  Gesetze  für  die  Vertheilung  des  Stromes  in  einem  ver- 
zweigten Leitersystem  ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  folgenden. 

1)  Denken  wir  uns  die  Drahte  der  Verzweigung  dicht 
nebeneinander  gelegt,  so  zeigt  jeder  Querschnitt  nach  aussen 
dieselbe  elektrodynamische  Wirkung,  es  muss  also  die  Summe 
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der  in  jedem  Durchschnill  vorhandenen  rolirenden  Bewegungen 
gleich  gross  sein.  Man  erhalt  dasselbe  Resultat,  wenn  man  von 
dem  Satze  ausgeht,  dass  in  jedem  Verzweigungspunkte  ebenso 
viel  Elektricitat  zu-  als  abfliegst. 

2)  An  jedem  Verzweigungspunkte  muss  der  Widerstand  in 
den  von  ihm  ausgehenden  Verzweigungen  gleich  gross  sein; 
würe  derselbe  in  einem  Augenblicke  ungleich,  so  würde  durch 
die  Drühte,  in  welchen  den  W  iderstand  kleiner  ist,  sofort  ein 
stärkerer  Strom  fliessen ;  dadurch  würde  aber  ihr  Widerstand 
vermehrt,  wahrend  er  in  den  anderen,  für  welche  eine  Vermin- 
derung der  Stromstärke  eingetreten  ist,  herabsinkt.  Das 
Wachsen  des  Stromes  in  den  ersteren  und  das  Abnehmen  in 
den  anderen  Drahten  würde  so  lange  fortgehen,  bis  der  Wider- 
sland in  allen  Strombahnen  gleich  geworden  ist. 

3)  Liegt  in  einem  zusammenhangenden  Leiterkreise  eine 
elektromotorische  Kraft  e,  so  wird  zur  üeberwindung  des  Wider- 
standes in  demselben  nur  der  Betrag  e  —  i  verwendet,  wenn  / 
die  in  einem  unverzweigten  Stücke  auftretende  Stromstarke 
bedeutet. 

Ich  will  diese  drei  Satze  auf  die  Verzweigung  in  der 
WTnEATSTo>*ESchen  Brücke  anwenden  und  nehme  an,  dass  der 
Strom  die  durch  die  Pfeile  angezeigte  Richtung  habe. 

Ad  I).  Es  sei  Zn  Cu  das  Ele- 
ment; in  dem  ungetheilten  Drahte 
Ali  und  BF  fliesse  der  Strom  i 
und  seine  Absorptionszahl  sei  u; 
in  den  mit  2,  3,  i  und  5  be- 
zeichneten Stücken  mügen  /. ,  u,  ; 


»t,  ut  u.  s.  w.  die  entsprechende 


Bedeutung  haben. 
Nach  1.  ist 

i  =    -f- 1\  =  /,  +  i4  . 
'.  =  ia  +  '■  i 

also  auch 

Ad  2).  Den  bei  einer  Stromstarke  vorhandenen  Widersland 
oder  die  bei  derselben  auftretende  Absorption  erhalt  man  durch 
Multiplication  der  Absorptionszabl  mit  der  Stromstarke.  Der 
Widerstand  in  den  verschiedenen  Theilen  ist  also  in 
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E  FA  B    u  i  CE  M,fa 

BC      uj{  DE  */4/4 

BD      ujf  CD  i. 

Im  Verzweigungspunkte  B  muss  also,  wenn  man  die  Drähte 
BCE  und  BDE  bis  zu  ihrer  Wiedervereinigung  verfolgt,  der 
Widerstand  auf  BCE  genau  so  gross  sein,  wie  auf  BDE.  Es  ist 
also 

oder 

Ein  Gleiches  muss  stattfinden,  wenn  wir  anstatt  der  Bahn 
BCE  die  Bahn  BC  DE  einsetzen.  Es  ist  dann 

oder  nach  Abzug  von  /4h4 

oder 
u.  s.  w. 

Ad  3).  Betrachten  wir  nun  einen  Leiterkreis,  welcher  die 
Kette  mit  der  elektromotorischen  Kraft  e  einschliesst.  z.  B. 
ABCEFA,  so  ist,  weil  in  jedem  Gesammtquerschnitte  durch 
den  Leiter  der  Strom  /  fliesst.  von  der  elektromotorischen  Kraft 
r  der  in  dem  Strome  erhaltene  Betrag  i  abzuziehen;  es  bleibt 
daher  nur  e  —  i  zur  Ueberwindung  des  Widerstandes. 

Es  ist  also  für  die  Bahn  ABCEFA 

e  —  i  =  tu     />t  +  itu,  . 
Ebenso  erhalt  man  für  die  Bahn  AB  DEFA 

e  —  /  =  in  -f-  ii  ui  -f-  l4  "4 
und  für  die  Bahn  ABC  DEFA 

t  —  » ==  im  +  V'4  4-    w5  +  i4 »4  • 

Die  Uebereinstiminung  dieser  drei  Gleichungen  erkennt 
man  sofort,  wenn  man  die  unter  t  aufgeführten  Gleichungen 
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Ü  ux  +'1''j  =  'i"1  +  ',«< 

und 

in  Betracht  zieht. 

Aendernng  der  Absorption  mit  Länge  nnd  Dicke 

des  Leiters. 

Wird  die  Länge  eines  gegebenen  Leiters  von  Uberall  glei- 
chem Querschnitte  vergrössert,  so  wächst  in  gleichem  Maasse  die 
Anzahl  der  Moleküle,  welche  in  Bewegung  zu  setzen  sind;  es 
nimmt  also  selbstverständlich  die  Absorptionszahl  proportional 
der  Lange  zu. 

Das  Gesetz  über  die  Abhängigkeit  der  Absorptionszahl  vom 
Querschnitte  ergiebt  sich  in  folgender  Weise.  Eine  geschlossene 
Kette  enthalte  zwei  Drähte  aus  demselben  Material  und  von 
gleicher  Länge ,  aber  von  verschiedenem  Querschnitte.  Der 
dickere  Draht  habe  z.  B.  einen  vierfach  grösseren  Querschnitt 
als  der  dünnere.  Die  durch  die  elektrodynamische  Wirkung  im 
äusseren  Räume  gemessene  Stärke  des  Stromes  /  ist  überall  in 
dem  gleichen  Abslande  von  der  Mitte  des  Leitungsdrahtes  die- 
selbe. Die  von  jedem  Querschnitte  ausgehende  Wirkung  ent- 
spricht der  Summe  der  Rotationen  der  in  ihm  vorhandenen 
Moleküle.  Soll  nun  die  Wirkung  des  dickeren  Drahtes  dieselbe 
sein ,  wie  die  des  dünneren ,  so  müssen  die  Rotationen  in  dem 
ersteren ,  da  er  viermal  so  viel  Moleküle  enthält  als  der  letztere, 
eine  viermal  kleinere  Geschwindigkeit  besitzen  als  in  dem 
dünnen  Drahte,  weil  dann  die  Summe  der  Rotationen  in  beiden 
Drähten  dieselbe  ist. 

Denken  wir  uns  nun  den  dickeren  Draht  von  4  fächern 
Querschnitt  in  4  gleich  dicke  Streifen  zerlegt,  so  gleicht  jeder 
einzelne  Streifen  dem  dünnen  Drahte.  Die  Absorptionszahl  des 
dünnen  Drahtes  sei  u  für  die  Einheit  der  Stromstärke,  dann 
ist  dieselbe  für  jeden  Streifen  bei  der  Stromstärke  I  eben- 
falls */.  In  dem  dünneren  Drahte  fliesst  der  Strom  i,  folglich 
ist  seine  Absorption  u  i ;  in  jedem  Streifen  fliesst  dagegen  nur 

der  Strom      ;  die  Absorption,  welche  der  durch  jeden  Streifen 
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gehende  Strom  -  findet ,  ist  also  nur  —  ,  beträgt  also  nur 

ein  Viertel  von  der,  welche  jeder  Streifen  bei  der  Strom- 
starke  i  zeigen  würde. 

Stromstärke  bei  mehreren  Elementen. 

Es  möge  ein  Element  Zink-Cadmium-Wasser  die  elektro- 
motorische Kraft  <?,  ein  gleichgestaltetes  Element  Zink-Kupfer- 
Wasser  aber  die  elektromotorische  Kraft  b '  =  4  e  besitzen. 
Wegen  der  gleichen  Länge  und  Dicke  der  Wassersäule  ist  in  beiden 
der  Widerstand  gleich,  daher  die  Absorptionszahl  für  beide  =u. 

Man  erhält  dann  für  das  Element  [Zn  Cd  Aq) 

e  =  ui-\-i,  e —  i  =  u  i  und  /'= — ^— r  ; 

u  -j-  1 

für  das  Element  [Zn  CuAq) 

E=ui'  +  i',  E  -  t  =  U  i   und  f  =     E  *«  ■ 


u  +  \       u  -j-  \ 

Der  Strom  <'  hat  also  die  vierfache  Stärke  des  Stromes  ?. 

Bei  dem  Element  Zn  Cd  Aq)  wird  folglich  der  Betrag  e  —  i 
zur  Ueberwindung  des  Widerstandes,  und  bei  dem  Element 
[Zn  Cu  Aq)  der  Betrag  E  —  /'  =  4e  —  f  ebendazu  verbraucht. 

Vergrössern  wir  ferner  die  Länge  der  Wassersäule  in  dem 
Element  (Zn  Cu  Aq)  auf  die  vierfache  Länge ,  so  entsteht  ein 
Strom  i",  wobei  ke  =  4ui"  +  i"  =  (itt  -f-  K)  i".  Es  wird  also 
4e 

?'"=  -  r  .  Es  ist  auch  jetzt  der  Betrag  4e  —  t"  zur  Ueber- 

4  Ii  -f-  1 

windung  des  Widerstandes  verwendet. 

Nehmen  wir  dagegen  vier  Elemente  (Zn  Cd  Aq),  so  ist  die 
Summe  der  in  ihnen  auftretenden  elektromotorischen  Kräfte 
allerdings  auch  4e,  also  ebenso  gross  wie  bei  einem  einzigen 
Zink-Kupferelement;  desgleichen  ist  die  Absorptionszahl  wie  in 
dem  letzten  Falle  4//,  und  doch  sind  die  Verbältnisse  sehr 
wesentlich  verändert.  Die  elektromotorische  Kraft  ist  nicht  auf 
eine  Stelle  concentrirt,  sondern  ist  auf  vier  Punkte  vertheilt. 

Entsteht  bei  dieser  Anordnung  ein  Strom  i'",  so  ist  in  jedem 
Querschnitt  des  Scbliessungskreises  eine  Rotation  i"'  vorhanden. 
An  jeder  Stelle,  wo  eine  elektromotorische  Kraft  e  liegt,  über- 
trifft also  diese  elektromotorische  Kraft  e  die  Stromrotation  i'"  um 

Math.-phy«.  Cla.se  ISS«».  26 
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e  —  i'"  und  nur  dieser  Betrag  kann  auf  die  Ueberwindung  des 
Widerstandes  verwendet  werden.  Dies  gilt  von  jeder  der  vier 
elektromotorischen  Kräfte  c;  jedes  e  liefert  also  zur  Ueberwin- 
dung des  Widerstandes  nur  den  Betrag  e  —  iw,  folglich  alle  vier 
den  Betrag  4  e  —  /"').  Dieser  Betrag  dient,  wenn  kein  weiterer 
Widerstand  eingeschaltet  ist.  zur  Ueberwindung  des  Widerstan- 
des 4  ui"\  Es  ist  mithin  4  (<?  —  i,n)  =  iui"'  oder  e  —  i'nz=uiw 
d.  h.  der  Strom  ist  nur  ebenso  stark  als  in  einem  Elemente, 

e 

nämlich  /"'  =  — —  • 
u  -f-  I 

Schaltet  man  noch  einen  Draht  von  der  Absorptionszahl  a 
ein,  so  werden  für  die  verschiedenen  Fälle  die  Gleichungen 

e  —  t  ss=s  u  i  -f-  oi   ,      e  =  (h  -f-  a  -\-  \  i ' ,    i  = 


4<? —  /'  =  Mi'-f-  at'  ,    le  =  («  +  «  +  1;  i',  /'= 


*  e 


(«+*)+« 

4e-r=4wr-f-«/",  4e=  ;i//+«+rr,  »"=  4e 


1 4 1/  — J—  I ;  — |— 
4e 


4(e-r")=4Wr"+«/"',  4e=[4(M+i)+a]r;  r-j^,^ 


Wärmeentwickelnng. 

Wenn  durch  einen  Draht  kein  Strom  fliesst,  mögen  die  ein- 
zelnen Bestandteile  seiner  Moleküle  eine  bestimmte  Lage  gegen 
die  nächsten  Moleküle  einnehmen.  Tritt  ein  elektrischer 
Strom  ein.  so  ändert  sich  diese  Anordnung  und  die  Moleküle 
eines  Querschnittes  üben  auf  die  Moleküle  des  folgenden  eine 
Kraft  aus,  um  sie  in  gleiche  Rotation  zu  setzen.  Die  Moleküle 
sind  bestrebt,  stets  den  ursprünglichen  Zustand  wieder  herzu- 
stellen, daher  bedarf  es  der  fortwährenden  Aufwendung  einer 
Kraft,  um  den  Zwangszustand  zu  erhalten. 

Der  Widerstand  wächst  mit  der  Stromstärke  und  habe 
bei  der  Stromstärke  i  die  Grösse  u'i.  Dieser  Widerstand  ist 
nun  auf  einer  der  Rotationsgeschwindigkeit  i  gleichen  Länge 

ODO  O 

zu  überwinden,  sodass  eine  mit  u'tt  proportionale  Hemmung  der 
Bewegung  entsteht .  wodurch  eine  entsprechende  Wärmemenge 
entwickelt  wird. 


Digitized  by  Google 


Die  galvanische  Kette. 


391 


Bedeutet  u  die  auf  der  Einheit  der  Länge  vorhandene  Ab- 
sorptionszahl ,  so  ist  hiernach  die  in  einer  Drahtlange  l  wahrend 
der  Zeit  /  erzeugte  Wünne  proportional  mit  t/t*  /  t . 

Elektrische  Spannung  an  den  Enden  der  Kette. 

An  den  Enden  eines  galvanischen  Elementes,  das  nicht 
geschlossen  ist,  beobachtet  man  eine  elektrische  Spannung, 
welche  die  Grösse  seiner  elektromotorischen  Kraft  misst.  Diese 
elektromotorische  Kraft  wird  in  der  geschlossenen  Kette,  wie 
gezeigt,  verwendet:  \)  zur  Ueberwindung  von  Widerständen 
und  SS)  zur  Erzeugung  der  Rotation  der  Moleküle.  Dann  kann 
nur  der  zur  Ueberwindung  des  Widerstandes  zu  verwendende 
Theil  noch  als  Spannung  an  den  Enden  auftreten,  während  der 
in  der  Rotationsbewegung  enthaltene  Theil  zu  keiner  Spannung 
Veranlassung  giebt.  Es  ist  nach  dem  Früheren  e  =s  ui  * : 
ii  i  bedeutet  den  zur  Ueberwindung  des  Widerstandes  nöthigen 
Betrag  von  e,  also  die  an  den  Polen  der  galvanischen  Kette  noch 
vorhandene  Spannung.  Wird  dieselbe  mit  e'  bezeichnet,  sodass 
also  e'  =  tit ,  so  erhält  man  e  —  e  -f- 1  oder  e  —  e'  =  i . 

Die  Stromstärke  in  einer  Kette  ist  aber  auch  t  =  — — r  und 

u  +  1 

wird  also  um  so  kleiner,  je  grösser  u  wird;  mit  der  Abnahme 
von  t ,  also  mit  der  Vergrösserung  von  tt,  nähert  sich  mithin  e 
immer  mehr  dem  e. 

Ich  habe  oben  S.  381  ausgesprochen,  dass  es  ein  Verfahren 
giebt ,  durch  welches  die  Werthe  von  t  und  e  in  demselben 
Maasse  bestimmt  werden  können.  Dasselbe  gründet  sich  auf 
das  soeben  beschriebene  Verhalten  der  elektrischen  Spannung 
an  den  Polen  der  offenen  und  der  geschlossenen  Kette. 

Experimenteller  Nachweis. 

Die  Pole  eines  grossen  DAMELi.'schen  Elementes  wurden 
nach  einander  mit  dem  Goldblättchen  meines  Elektrometers 
verbunden,  während  der  andere  Pol  durch  eiue  Verbindung 
mit  der  Gasleitung  zur  Erde  abgeleitet  war.  Aus  den  an  beiden 
Polen  beobachteten,  sehr  nahe  gleichen  Ausschlägen  wurde  das 
Mittel  als  die  Spannung  an  den  Polen  des  Elementes  genommen 

i)  Da  der  Zustand  meiner  Augen  mir  die  Ablesung  der  Ausschläge 
unmöglich  machte,  so  hat  Herr  Prof.  von  Zahn  die  Güte  gehabt,  die  Beob- 

26* 
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Darauf  wurde  das  Element  mittelst  eines  Leiters  von  sehr 
grossem  Widerstande,  z.B.  von  10000  Quecksilbereinheiten,  ge- 
schlossen. Hierbei  zeigte  sich  keine  merkliche  Abnahme  des  Aus^ 
Schlages.  Als  jedoch  der  Widerstand  des  eingeschalteten  Leiters 
verringert  wurde,  trat  eine  merkbare  Veränderung  in  den  Span- 
nungen an  den  beiden  Polen  auf. 

Ich  übergehe  die  mit  grossen  Widerstanden  ausgeführten 
Beobachtungen  und  wende  mich  gleich  zu  denen,  bei  welchen 
geringere  Widerstande  in  der  Kette  lagen  und  die  Abnahme  in 
der  Spannung  an  den  Polen  recht  deutlich  hervortrat. 

Auch  bei  der  geschlossenen  Kette  wurden  die  Beobach- 
tungen an  heiden  Polen  ausgeführt,  wobei  jedes  Mal  der  eine 
Pol  zur  Erde  abgeleitet  war.  Aus  den  beiden  sehr  nahe  gleichen 
Werthen,  welche  an  den  beiden  Polen  beobachtet  waren,  wurde 
wieder  das  Mittel  genommen  *). 

Die  Mittelwerthe  der  bei  den  verschiedenen  Widerstanden 
gemachten  Beobachtungen  waren  die  nachstehenden.  Der  Wider- 
stand der  eingeschalteten  Drahte  ist  in  Quecksilbereinheiten 
angegeben. 

Kette  offen  38,87 

-  geschlossen  durch  0,5  Q.  E.  30,84 

-  offen  38,54 

-  offen  38,65 

-  geschlossen  durch  0,3  Q.  E.  27,64 

-  offen  38,52 

-  geschlossen  durch  4  Q.  E.  33,71 
 -   offen  38,8* 

achtungcn  am  Elektrometer  und  die  Berechnung  der  Mittelwerthe  auszu- 
führen, wofür  ich  ihm  hier  meinen  herzlichsten  Dank  abstatte. 

1)  In  Betreff  der  bei  diesen  Messungen  möglichen  Genauigkeit  be- 
merke ich  Folgendes.  Die  Theilstriche  des  Okularmikrometers,  auf  wel- 
che die  Spitze  des  Goldblättchens  sich  projicirle,  erschienen  ungefähr 
4  mm  von  einander  entfernt.  Mit  voller  Sicherheit  konnte  daher  die  Lage 
des  Goldblättchens  nur  auf  0,2  Scalentheile  bestimmt  werden.  Da  ferner 
die  Versuche  in  meinem  an  der  Strasse  gelegenen  Wohnzimmer  ausgeführt 
wurden,  so  veranlassten  die  vorüberfahrenden  Wagen  kleine  Störungen. 
Die  Ersehütterung  änderte  nämlich  den  Zustand  der  Elemente  in  der  nas- 
sen Säule,  deren  Pole  mit  den  beiden  neben  dem  Goldblättchen  befindlichen 
Messingscheiben  verbunden  waren,  öfters  in  ungleicher  Woise,  sodass  der 
eine  Toi  etwas  stärker  wurde  als  der  andere.  Dies  hatte  aber  eiue  Aende- 
rung  in  der  Ruhelage  des  Goldblättchens  znr  Folge.  Wurde  nun  auch  bei 
jeder  Messung  der  elektrischen  Spannung  die  Ruhelage  vorher  und  nachher 
bestimmt,  so  konnte  doch  der  Fehler  noch  um  0,t  Scthl.  wachsen. 
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Nach  einer  Unterbrechung  von  1  5  Minuten : 

Kette  geschlossen  durch  2  Q.  E.  38,85 

-  offen  38,56 
geschlossen  durch  3  Q.  E.  36,65 

-  offen  38,45 

Vergleicht  man  nun  die  Mittel  der  vor  und  nach  jeder 
Schliessung  gemachten  Beobachtungen  der  offenen  Kette  mit  den 
bei  dem  dazwischen  liegenden  Schlüsse  gemessenen,  und  ordnet 
die  Versuche  nach  der  Reihe  der  eingeschalteten  Widerstande, 
vom  grössten  beginnend,  so  erhalt  man 


e 

e' 

i 

u 

3  Q.  E. 

38,51 

36,65 

1,86 

20,70 

19,70 

2  -  - 

38,56 

35,85 

2,71 

14,23 

13,23 

1  -  - 

38,67 

33,71 

4,96 

7,80 

6,80 

0,5  -  - 

38,70 

30,8i 

7,86 

4,92 

3,92 

0,3  -  - 

38,59 

27,64 

10,95 

3,52 

2,52 

In  dieser  Tabelle  stehen  unter  e  die  an  den  Polen  der  offe- 
nen Kette  beobachteten  Spannungen,  unter  e'  die  an  den  Polen 
der  geschlossenen  Kette  erscheinenden.  Der  Unterschied  zwi- 
schen e  und  e'j  d.  h.  der  von  e  durch  den  Widerstand  nicht 
absorbirte  Theil,  bildet  den  Strom  /  ;  es  ist  also  e —  e'=  /.  Diese 
Differenzen,  welche  also  die  Stromstarke  angeben,  finden  sich  in 
der  dritten  Columne  unter  i  zusammengestellt.  Wird  e  durch  t 
dividirt,  so  erhalt  man  den  Werth  von  w-f-1,  worin  u  die  Ab- 
sorptionszahl des  Schliessungsbogens  bedeutet.  Diese  Zahlen 
stehen  in  der  vierten  Columne ,  wahrend  die  fünfte  die  Werthe 
von  w  selbst  enthalt. 

Die  verschieden  starken  elektrischen  Ströme  sind  dadurch 
erhalten  worden ,  dass  mehr  oder  weniger  Widerstand  in  die 
Kette  eingeschaltet  wurde.  Bezeichnen  wir  die  Stromstärke 
der  Reihe  nach  mit  /03,  i*4iJ  /t,  u.  s.  w.  und  ebenso  die  ihnen 
zugehörige  Absorptionszahl  mit  ?/0  3 ,  w0  5 ,  w, ,  u.  s.  w.,  so  wird, 
wenn  x  die  Absorptionszahl  der  Kette  selbst,  y  die  Absorptions- 
zahl für  eine  Quecksilbereinheit  bezeichnet : 

x-\-    3//=  19,70  =  u3 
x+    2i/=  13,23=^«, 
x  +    1  y  =  6,80  =  </4 
as-j-0,5»/  =   3,92  —  */0  5 
^4-0,3//=  2,52  =  . 
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Ermittelt  man  aus  diesen  fünf  Gleichungen  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  VVerthe, 
so  erhalt  man 

.t  =  0,638  und  y  =  6,351  . 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen  er- 
giebt  sich 


0,638  +  19,053  = 

19,69 

20,69 

0,638  +  12,702  = 

13,34 

14,34 

0,638  +   6,357  = 

6,99 

7,99 

0,638  +   3^175  = 

3,81 

4,81 

0,638  +   1,905  = 

• 

2,54 

3,54 

Wird  die  beobachtete  elektromotorische  Kraft  e  durch  den 
entsprechenden  Werth   von  u  +  I   dividirt ,  so  erhält  man 

e 

— ■ — r  =  i.   Die  Berechnung  liefert 
u  +  1  ° 

i 


berech. 

beobach. 

Diff. 

=  1,86 

1,86 

0 

=  2,68 

2,71 

+  0,03 

■ 

\l 

=  4,84 

4,96 

+  0,12 

'o,5 

=  8,04 

7,86 

—  0,18 

'o,3 

=  10.93 

10,95 

+  0,02 

Die  berechneten  Werthe  stimmen  also  mit  den  beobachteten  hin- 
reichend überein  1  . 


4)  Man  könnte  bei  den  vorstehenden  Versuchen  vermissen,  dass  die 
Stromstärken  nicht  mit  einem  Galvanometer  gemessen  wurden.  Diese 
Zugabe  hätte  den  Apparat  und  die  Beobachtungen  unnothig  complicirl;  es 
lässt  sich  nämlich  leicht  der  Beweis  führen,  dass  die  obigen  Werthe  von 
i  in  der  That  Werthe  darstellen,  welche  den  mit  einem  Galvanometer 
beobachteten  proportional  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  will  ich  zwei  Werthe  von  »,  z.  B.  und  i'j,  als 
Ausschläge  eines  Galvanometers  betrachten  und  dann  nach  der  bisher 
üblichen  Weise  aus  den  Stromstürken  die  Werthe  von  B  und  TV  berechnen. 
Man  hat  also 
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Absorptionszahleii  und  Absorptionscoefficienten. 

Nachdem  im  Vorstehenden  die  Absorptionszahl  für  eine 
Quecksilbersäule  von  \  m  Länge  und  4  qmm  Querschnitt  be- 
ll icraus  erhält  man 

W  =  0,259  und  £=6,12. 

Werden  mit  diesen  Werthen  von  \Y  und  E  die  übrigen  drei  beob- 
achteten Stromstarken  berechnet,  so  erhalt  man 

berechnet  beobachtet 

E 


H  -f  3 

_E  

WH-  l 

E 

IV +  0,5 


=  1,88  1,86 
=  4,86  4,96 
=  8,07  7,86. 


Ein  Galvanometer  hätte  also  Zahlen  ergeben  ,  welche  den  aus  den  elek- 
trometrischen  Messungen  abgeleiteten  proportional  gewesen  wären. 

Da  jedoch  bei  einer  anderen  Veranlassung  die  Stromintensitäten  eines 
DAMELL'schen  Elementes  von  gleicher  Grösse,  unter  Einschaltung  der  eben 
benutzten  Widerstände  0,3,  0,5,  1 ,  2  und  3  ausgeführt  wurden,  so  will  ich 
die  gefundenen  Werlhe  hier  folgen  lassen.  Die  Stromstärke  wurde  mit 
einer  Tangentenboussole,  deren  Kreis  nur  in  ganze  Grade  getheilt  war, 
gemessen. 

Zwischen  den  Beobachtungen  bei  Einschaltung  der  verschiedenen 
Widerstände  0,3,  1,2  und  3  wurde  stets  die  Messung  der  Stromslürke  bei 
Einschaltung  von  0,5  wiederholt,  um  ein  Urtheil  über  die  Veränderung  der 
Kette  zu  gewinnen.    Es  wurde  beobachtet: 

bei  Einschaltung  von  0,5  Q.  E.  0,413  0,3  Q.  E.  0,555 

0,5     -  0,419  1,0    -  0,261 

0,5    -  0,414  2       -  0,139 

0,5     -  0,412  3       -  0,093 

Betrachten  wir  die  Kette  als  constant  und  nehmen  für  die  Stromstärke  bei 
Einschaltung  von  0,5  Q.  E.  den  Werth  0,414 ,  so  gehen  demnach 

bei  Einschaltung  von    0,3         0,5  1  2  3 

die  Stromstärken         0,555       0,414       0,261       0,139  0,093 

hervor.  Setzt  man  dagegen  die  Stromstärke  bei  Einschaltung  von  0,5  Q.  E. 
gleich  7,86,  so  werden  die  Verhältnisse  der  obigen  Zahlen 

10,53        7,86         4,90         2,64  4,78. 

Dies  sind  aber  nahe  dieselben  Werthe,  wie  sie  sich  oben  aus  den 
elektrometriscben  Messungen  ergeben  haben. 
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stimmt  worden,  lassen  sich  die  Absorptionscoefficienten  v  für 
eben  so  lange  und  dicke  Drahte  von  anderen  Metallen  angeben. 
Es  wird  nämlich  nachher  bewiesen  werden,  dass  die  in  der  bis- 
herigen Weise  gemessenen  Widerstände  W  den  Absorptionszahlen 
proportional  sind.  Die  Absorptionscoefficienten  aber  werden  nach 
S.  383  aus  den  Absorptionszahlen  u  durch  Division  derselben 
mit  u  +  1  erhallen. 


W 

e 

u 

r 

1 

e 

v 

• 

i 

Quecksilber 
Platin  .... 

1  ,000 

0,143 

0,1*5 

0,0667 

0,0185 

0,0169 

7,351 
1,908 
1,794 

6,351 
0,908 
0,794 
0,424 
0,117 
0,107 

1 

0,864 
0,476 
0,443 
0,21»  8 
0,105 
0,097 

0,136 
0,524 
0,557 
0,702 
0,895 
0,903 

Zink  .... 
Kupfer.    .  . 

1,424 
1,117 
4,107 

J 
I 

! 

In  der  zweiten  Columne  der  vorstehenden  Tabelle  sind  die 
Widerstünde  für  Quecksilber  =1  aufgeführt;  die  Zahlen  der 
dritten,  vierten  und  fünften  Columne  geben  unter  e  die  elektro- 
motorische Kraft  an,  welche  bei  der  unter  u  bezeichneten  Ab- 
sorptionszahl einen  Strom  von  der  Stärke  1  entstehen  lässt. 
Die  Zahlen  der  sechsten,  siebenten  und  achten  Columne  geben 
unter  v  an ,  wieviel  von  der  elektromotorischen  Kraft  e  =■  \ 
durch  den  Widerstand  absorbirt  wird  und  unter  i,  wieviel  in 
den  Strom  übergeht. 

Beziehungen  der  im  Vorhergehenden  aufgestellten  Formeln 

zu  den  bisher  üblichen. 

Ich  will  nun  zum  Schlüsse  noch  zeigen,  in  welcher  Be- 
ziehung die  von  mir  gegebenen  Ausdrücke  zu  den  bisher  be- 
nutzten stehen. 

Ohm'sches  Gesetz. 
In  dem  von  Ohm  für  die  Starke  eines  elektrischen  Stromes 
aufgestellten  Gesetze  /  =  ist  /  die  Stromstarke,  E  die  elek- 
tromotorische Kraft,  und  W  soll  den  Widerstand  der  Kette  be- 
deuten. Die  Werthe  von  E  und  IV  werden  aber  bei  der  An- 
wendung der  vorstehenden  Formel  nicht  direct  gemessen, 
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sondern  durch  Rechnung  aus  gemessenen  Stromstärken  herge- 
leitet. 

Es  sei  für  eine  gegebene  Kette  /  =       durch  Einschaltung 

eines  bekannten  Widerstandes  A  geht  der  vorstehende  Ausdruck 

über  in  /'  =  -==-7 — 7  .    Schaltet  man  anstatt  A  einen  Wider- 
»V  -j-  A 

stand  W  von  noch  unbekannter  Grösse  ein,  so  erhält  man 

w+  W  ' 

Oben  S.  395  habe  ich  gezeigt,  dass  die  mit  dem  Galvano- 
meter gemessenen  Stromstärken  genau  den  nach  den  Glei- 
chungen 1 '  =  e  —  e'  berechneten  proportional  sind.  Wir  können 
also  setzen /=/«/ ,  /'=m/'  und  l"=mi". 

W 

Berechnet  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  —j  , 
so  ergiebt  sich 

A  "/"(/-/')  —  i"(t-i'i  ' 

n 

also  der  nämliche  Ausdruck,  der  S.  384  für  —  gefunden  wurde. 

A  und  H"  unterscheiden  sich  von  a  und  u  also  nur  durch  einen 
constanlen  Factor  n;  es  ist  somit  A  =  na  und  W  =  n  u  . 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 

/'  •  A        m  i'n  a       n  a  •  t 
/W7  =  m  (i  —  i')  =  T^?  ' 

Da  nun  früher  aus  den  Gleichungen 

e  e 
1  —  —7-  ,    /  = 


der  Werth  u  -f-  1  —  — — T  erhalten  wurde,  so  ist  TV*=n  (u-H). 

\r  unterscheidet  sich  also  von  u  -f>  1  nur  durch  denselben  Factor, 
mit  welchem  die  willkürliche  Maasseinheit  für  den  Widerstand 
multiplicirt  ist 


i)  Ist  der  Factor  n  bekannt,  so  lässt  sich  aus  dem  in  der  bisher 
üblichen  Weise  gefundenen  Werthe  von  W  die  Absorptionszahl  der  Kette 
ti  berechnen.  Nehmen  wir  z.  B.  die  beiden  mittelst  der  Tangentenbous- 
sole S.  395  gemessenen  Stromstarken 
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Berechnet  man  aus  der  Gleichung  I\V  =  E  den  Werth  von 
E ,  so  wird  derselbe,  da  /  =  m  i  und  W  =  n  (u  +  4), 

A'  =  m  i  .  n  (u  -}-  1 ) 
oder,  da  j  (m  -{-  1]  =  e  , 

£  =  m  /<  e  . 

Die  Werthe  /,  11"  entsprechen  also  den  Grössen  e,  i  ,  u-\-\ ; 
sie  sind  nur  durch  gewisse  constante  Facloren  von  denselben 
verschieden. 

Verstehen  wir  also  unter  W  nicht  den  Werth  nu,  wo  u  die 
Absorptionszahl  des  ursprünglich  gegebenen  Leiterkreises  be- 
deutet, sondern  setzen  W  =  n  (u  -\-  1),  so  ist  die  Onat'sche 
Formel  mit  der  von  mir  aufgestellten  in  Uebereinstimmung. 

Weiter  in  diese  Kette  eingeschaltete  Widerstünde  11",  W" 
u.  s.  w.  sind  den  Absorptionszahlen  proportional,  also  11"=  hm', 
11"  =        u.  s.  w. 


so  ergtebl  sich 

Nun  hatten  wir  S.  394  für  die  Quecksilhereinheit  die  Absorptionszahl 
6,35t  gefunden,  sonach  ist  die  Einheit  für  die  Absorptionszahl      '  V 

o  ■  3  o  1 

der  Quecksilhereinheit  ,  d.  h.  n  =  — •    Man  verwandelt  also  nach 

0,951 

Quecksilbereinheiten  gemessene  Widerstände  in  Absorptionszahlen  durch 
Multiplication  mit  6, 851.  Dem  oben  berechneten  Werthe  von  W  =  0,258 
liegt  die  Quecksilhereinheit  zu  Grunde. 

Man  erhalt  hiernach  aus  der  Formel  0,258  =  n  u  -f-  4) 

0  258 

«+  i  =  —  -   ■  =  0,238  •  6,35t  =  1,639  , 

folglich 

II  =  0,639  . 

Dieser  Werth  stimmt  zufallig  mit  dem  S.394  gefundenen  Werthe 
.r  =  0,63s  üherein.  Bei  der  letzlen  Messung  war  zwar  der  dicke  Kupfer- 
draht der  Tangentenboussole  dem  Schliessungskreise  hinzugefügt ,  anderer- 
seits war  aber  die  Flüssigkeit  in  dem  DAMtLLsehen  Kiemente  in  grösserer 
Höhe  eingefüllt,  und  so  hat  sich  zufälliger  Weise  die  Vermehrung  des 
Widerstandes  durch  Hinzufügung  der  Tangentenboussole  ,  mit  der  Ver- 
minderung desselben  in  Folge  der  Vergrösserung  des  Querschnittes  der 
Flüssigkeit  ausgeglichen. 


W  =  0,258  . 
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Nach  der  bisherigen  Auffassung  soll  der  Widerstand  eines 
gegebenen  Leiterkreises  von  der  Starke  des  in  ihm  fliessenden 
Stromes  unabhängig,  also  constant  sein.  Zufolge  der  im  Vor- 
hergehenden aufgestellten  Theorie  ist  jedoch  der  Widerstand 

von  der  Stromstiirke  abhängig  und  wachst  mit  ihr  proportional. 

ß 

Wenn  in  der  Omi'schen  Formel  /  =  ^  der  Werth  von  W  als 

von  der  Stromstarke  unabhängig  erscheint,  so  liegt  der  Grund 
darin,  dass  W  nicht  den  bei  der  Stromstarke  /  vorhandenen 
Widerstand  bedeutet,  sondern  den  Werth  n  u-f-  I),  wo  u  die 
auf  die  Einheit  der  Stromstarke  bezogene  constante  Absorptions- 
zahl und  n  einen  constanten  Factor  bezeichnet. 

• 

KirchhofTsehe  Gesetze. 

Das  erste  der  oben  S.  386  aufgestellten  Gesetze  t  =  i'-f-  <" 
ist  mit  dem  KiRcmioPF'schen  gleichbedeutend. 

Das  zweite  iV  -f-  i"u  =  0  u.  s.  w.  stimmt  ebenfalls  mit 
dem  KmcHHOFp'schen  i'w'  +  =  u  Uberein,  da  tu  =  »«', 
w"  =  n  u". .  ist.  In  dem  dritten  Gesetze  E  =  i w  -f-  i'w'-\-  i'w" 
werden  die  Grössen  w ,  w\  tv"...  als  völlig  analog  betrachtet. 
Dies  ist  aber  nicht  der  Fall.  Wahrend  ic'=nu,  iv"=nn", 
gilt  für  w,  welches  demTheile  der  Kette  entspricht,  in  welchem 
sich  die  elektromotorische  Kraft  E  befindet,  die  Gleichung 

w  =  n  [u  +  1 )  . 

Setzt  man  für  w  diesen  Werth ,  so  fallt  auch  der  oben  von  mir 
aufgestellte  Ausdruck  mit  dem  von  Kirchhoff  gegebenen  zu- 
sammen. 

Joule'sches  Gesetz. 

Nach  Joule  ist  die  Wärmeentwicklung  durch  den  Strom 
in  einem  Drahte  vom  Widerstande  w  und  von  der  Lange  /  wah- 
rend der  Zeit  t  proportional  mit  w'  In  diesem  Ausdrucke 
ist  aber  w'  nicht  der  effective  Widerstand  des  Drahtstuckes  bei 
der  Stromstärke  i,  sondern  w$  ist  der  Absorptionszahl  u  pro- 
portional, «''  =  nu',  sodass  auch  zwischen  diesem  Ausdrucke 
und  dem  oben  S.  391  von  mir  gegebenen  Uebereinstimmung 
herrscht. 
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G.  Scheffers,  Ueber  die  Berechnung  von  Zahlensystemen. 

Das  Problem  der  Bildung  solcher  coniplexer  Zahlensysteme, 
welche  dem  associativen  und  dem  distributiven  Gesetze  der 
Multiplikation  gentigen,  ist  bisher  Gegenstand  mehrfacher  Arbei- 
ten gewesen.  Namentlich  sind  alle  aus  vier  Einheiten  gebildeten 
Systeme  neuerdings  von  Study  aufgestellt  worden  1).  Dagegen 
sind  die  aus  mehr  als  vier  Einheiten  ableitbaren  Algorithmen 
noch  nicht  erschöpfend  untersucht.  Die  Schwierigkeit  liegt  in 
dem  unverhältnissmassigen  Anwachsen  des  Rechenmaterials 
beim  Fortsehreiten  zu  mehr  Einheiten.  Bei  dem  vielseitigen 
Interesse,  welches  solche  Systeme  besitzen,  ist  es  daher  er- 
erwünscht, das  Problem  der  Aufstellung  der  Zahlensysteme 
möglichst  zu  vereinfachen. 

Hiermit  beschäftigt  sich  vorliegende  Arbeit.  Es  ist  im  Fol- 


4)  Ausserden  bekannten  zusammengehörigen  Arbeiten  von  Weier- 
strass,  Dedekind,  Schwarz,  Höi.der  uud  Petersen  in  den  Güttinger  Nach- 
richten von  1884  bis  1887,  an  die  siel»  die  Dissertation  von  Berloty,  Theorie 
des  quantites  complexcs  ä  n  unites  principales,  Paris  1886  (die  dem  Ver- 
fasser nicht  erreichbar  war)  vermuthlich  eng  anschliesst,  sind  namentlich 
zu  nennen : 

Poi>care,  Sur  les  nombres  complexes,  Comptes  Rcndus  XCIX 

(4884)«  S.  740—742. 
B.  Peirce,  Linear  associative  algebra.  With  notes  and  addenda 

by  C.  S.  Peirck.  American  Journ.  of  Math.  IV  (1880,  S.  97— 

229. 

Stüdy,  Leber  Systeme  von  complexen  Zahlen,  Göttinger  Nach- 
richten 1889,  S.  237—268. 
— ,  Complexe  Zahlen  und  Transformationsgruppen,  Berichte  der 
Ges.  d.  W.  zu  Leipzig  1889,  S.  177—228, 
sowie  zahlreiche  Abhandlungen  und  Noten  von  Catlet  und  Sylvester, 
namentlich  im  Americ.  Journ.  of  Math,  und  in  Johns  Hopkin  s  Circular, 
u.  s.  w. 
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genden  die  ganze  Schaar  der  Systeme  auf  Grund  von  Sätzen  aus 
dem  Bereiche  der  Loschen  Theorie  der  Transformationsgruppen 
in  zwei  Kategorien  eingetheilt,  die  in  Analogie  mit  einer  Be- 
zeichnung jener  Theorie  als  die  Schaar  der  Kegelschnittsysteme 
und  die  der  Nichtkegelschnittsysteme  bezeichnet  werden.  Diese 
Scheidung  ist  in  der  Natur  der  Sache  begründet,  und  die  Systeme 
der  ersteren  Art  darf  man  wohl  als  die  bei  weitem  interessan- 
testen hervorheben.  Zu  ihnen  gehören  unter  anderen  die  Qua- 
ternionen  von  Hamilton  und  das  dazu  analoge  System  von 
Nomonen ,  das  vor  einigen  Jahren  von  Sylvester  aufgestellt 
wurde »). 

In  §  1  sind  die  beiden  Classen  von  Systemen  näher  eharak- 
terisirt.  §  2  beschäftigt  sich  mit  der  allgemeinen  Form  der 
Kegelschnittsysteme,  welche  sich  wieder  in  zwei  verschiedene 
Kategorien  einreihen  lassen,  indem  sich  ergiebt,  dass  dieselben 
stets  ein  System  enthalten ,  das  entweder  vier  oder  fünf  Ein- 
heiten hat  und  in  sich  geschlossen  ist.  Die  erstere  Kategorie 
( —  Erweiterung  des  Quaternionensystems  — )  ist  in  §  3  unter- 
sucht und  erledigt.  Die  andere  wird  in  §  4  eingehend  betrachtet. 
Mit  Hülfe  der  in  diesen  beiden  §§  entwickelten  Theorien  ist  es 
dann  leicht,  in  §  5  alle  Kegelschnittssysteme  aus  4,  5,  6,  7,  8 
Einheiten  fast  ohne  Rechnung  anzugeben.  Im  §  6  treten  die 
Nichtkegelschnittssystcme  in  den  Vordergrund.  Dieselben  be- 
sitzen sehr  einfach  gebaute  MultiplicationsUifeln  und  lassen  sich 
verhaltnissmiissig  leicht  berechnen.  Ihre  Betrachtung  führt 
naturgemäss  zu  Ausartungen  von  Zahlensystemen,  nümlich  sol- 
chen ,  denen  sich  keine  einfach-transitiven  Gruppen  zuordnen 
lassen.  Bei  der  Aufmerksamkeit,  welche  diesen  Ausartungen 
namentlich  von  Seiten  englischer  und  amerikanischer  Mathema- 
tiker geschenkt  wird ,  erschien  es  angebracht,  alle  ausgearteten 
Systeme  in  drei  Einheiten  anzugeben  und  damit  eine  CAYLEY'sche 
Untersuchung 2)  weiter  zu  fuhren.  Im  Schlussparagraphen  end- 
lich ist  die  Tafel  aller  Zahlensysteme  aus  fünf  Einheiten  aufge- 
stellt, die  wohl  hier  zum  ersten  Male  gegeben  wird. 

Wegen  der  engen  Beziehung  zwischen  Zahlensystemen  und 
Transformationsgruppen,  sowie  namentlich  wegen  der  funda- 


4)  Siebe  §  5. 

1)  Cayley,  On  double  algebra ,  Proceed.  of  Lond.  Malh.  Soc.  XV 
1883—84),  S.  4  85-197. 
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mentalen  Trennung  aller  Zahlensysteme  in  zwei  Kategorien  auf 
Grund  gruppentheoretischer  Sätze  muss  bezüglich  der  benutzten 
Begriffe  der  Gruppentheorie  auf  den  erschienenen  ersten  Band 
des  grossen  Lieschen  Werkes  verwiesen  werden i). 

Scheidung  aller  Zahlensysteme  in  zwei  Classen. 

Der  enge  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  Zahlen- 
systemen und  gewissen  endlichen  continuirlichen  Transforma- 
tionsgruppen  besteht  "2j,  führt  zu  einer  bemerkenswerthen 
Scheidung  aller  Systeme  in  zwei  Classen. 

Nach  einem  Satze  von  Excel3),  der  wiederum  in  einer 
Reihe  LiE'scher  Satze  seinen  Ursprung  findet,  lassen  sich  näm- 
lich alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransfor- 
mationen, die  von  infinitesimalen  Transformationen  XJ ..  Xrf 
erzeugt  sind,  in  zwei  Kategorien  theilen.  Die  Gruppen  der  einen 
Kategorie  besitzen  eine  dreigliedrige  Untergruppe  von  der  Kegel- 
schtiiUszusammensetzunf/: 

Die  Gruppen  der  zweiten  Kategorie  hingegen  haben  die  beson- 
dere Zusammensetzung 

H-x-l 

(A*iAf+x  ci,i+x.s  *sf 

i 

(t  =  1 , . .  r  —  1  ;  x  =  \ ,  2  .  . .  r  —  r")  . 

Dementsprechend  ordnen  sich  auch  die  Zahlensysteme  in 
zwei  Classen  ein ,  da  jedes  System  als  eine  endliche  continuir- 
liche  Gruppe  von  Punkttransformationen  aufgefasst  werden 
kann,  die  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist. 


1)  Sophus  LlB,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  I.Abschnitt, 
unter  Mitwirkung  von  K.  Kngel  bearbeitet.    Leipzig,  Teubner,  t888. 

2)  Dieser  Zusammenhang  ist  eingehend  dargestellt  worden  in  der 
zweiten  der  citirten  Abbandlungen  von  Sti  dv.  M*n  vergleiche  auch  meine 
eigene  Note  »Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  ableitbaren  höheren 
complexen  Zahlen«,  Ber.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Leipzig,  t889,  S.  290—307. 

3)  Enükl,  Kleinere  Beitrage  zur  tiruppentheoric.  II.  Zur  Theorie  der 
Zusammensetzung,  Ber.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Leipzig,  1887,  S.  95—99. 
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Diejenigen  Systeme,  welche  der  zuerst  bezeichneten  Classe 
angehören,  wollen  wir  Kegelschnütssysteme ,  die  anderen  Nicht- 
kegelschnittssy steme  nennen. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Eigenschaften  beider  Arten, 
welche  soeben  nur  gruppentheoretisch  definirt  wurden,  auch 
zahlentheoretisch  auszusprechen. 

Allgemein  entspricht  jeder  infinitesimalen  Transformation 
der  zu  einem  System  gehörigen  Gruppe  x'  =  xa  eine  Multi- 
plication  mit  einer  Zahl  s  -f-  ut  des  Systems,  wo  e  den  Modul ') 
und  x  eine  unendlich  wenig  von  Null  verschiedene  gewöhnlich- 
complexe  Zahl  bedeutet.  Wenn  nun  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ufy  Vf  der  Gruppe  die  Multiplicationen  mit  s-\-ut 
resp.  £+ fr  entsprechen,  so  ist  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation lUV)  =  U[Vj  —  V{U)  die  Multiplication  mit  e+(uv— vu)t 
zugeordnet.  Soll  also  das  Zahlensystem  der  zuerst  genannten 
Classe  angehören ,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  es  in  ihm 
drei  von  einander  linear  unabhängige  Zahlen  u,  r,  w  geben 
muss  von  der  Beschaffenheit,  dass  für  jede  Zahl  x  des  Systems 

x  '  (€  ~f-  ("  f  —  o  m)  t)  =  op  •  (e  +  1/  r)  , 
x  •  (c  -f-  (m  w  —  w  u)  t)  =  x  •  (e  +  2  vr)  , 
x  •  (e  -f-  (r  w  —  tu  P]  r)  =  x  •  (e  +  it'  t) 

ist.   Es  muss  also  sein: 

[I )     Mt*  —  yu  =  tt  ,    w  tc  —  tc  u  =  2  r  ,    r  tü  —  ir  v  =  u>  . 

Diese  Gleichungen  sind  nicht  ganz  symmetrisch.  Wir  wählen 
deshalb  statt  u ,  r,  w  die  folgenden  Zahlen  des  Systems: 

u  =  —  i  V  i  •  m  -f-  Vi  •  i/;  ,  r  =  2  i  r  ,  «•  =  +  Vi '  •  «■— i  V 7  •  lö  . 

Nach  (4)  und  unter  Benutzung  des  distributiven  Gesetzes  er- 
giebt sich  nämlich 

ii  v  —  vu  —  %  w  ,    v  w  —  t/;  v  =  2  m  .    M>  m  —  w  w  =  2  u  , 

und  diese  Gleichungen,  welche  offenbar  I  ersetzen,  sind 
durchaus  symmetrisch.  Man  Uberzeugt  sich  leicht  davon,  dass 
der  Modul  des  Systems  sich  nicht  durch  «,  v,  ic  allein  linear 

4}  D.h.  diejenige  Zahl  e  desSystemes,für  welches  stets  xt  =  ex  =  x  ist. 
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darstellen  lüsst.  Demgemäss  lassen  sich  u,  r,  w  und  der  Modul 
als  vier  von  einander  unabhängige  Einheiten  des  Systemes 
wählen,  und  wir  können  sagen: 

Ein  Kegelschnittssystem  (et  . .  en)  besitzt  drei  vom  Modul 
unabhängige  Einheiten  t|t  6t »  *j ,  für  welche 

ist,  und  umgekehrt  ist  jedes  System,  welches  drei  solche  Zahlen 
pi»     >  f>3  besitzt,  ein  Kegelschnittssystem. 

Kegelschnittssysteme  treten  ihrer  Natur  nach  erst  im  Falle 
von  vier  oder  mehr  Einheiten  auf.  Ein  Beispiel  ist  das  System 
der  Quatcrnionen. 

Einem  Nichtkegelschnittssystem  gehört  eine  projective 
Gruppe  von  der  oben  angegebenen  Eigentümlichkeit  zu.  Für 
eine  solche  Gruppe  gilt  aber  der  Satz dass  sie  in  dem  Räume 
ihrer  Variabein  einen  Punkt,  eine  durch  diesen  gehende  Gerade, 
eine  durch  letztere  gehende  Ebene  u.  s.w.  invariant  Uisst.  Jeder 
Punkt  des  Raumes  «ter  Stufe  mit  den  homogenen  Punktcoordi- 
naten  cd,  . .  xn  stellt  aber  eine  Zahl  x  —  xiei  +  •  •  +  xnen  des 
Systems  dar,  und  wir  sehen  folglich,  dass  es  im  Zahlensystem 
von  der  betrachteten  Art  eine  Zahl  0  (entsprechend  dem  invarian- 
ten Punkt)  giebt,  die  bei  jeder  Multiplication  mit  einem  Coefti- 
cienten  reproducirt  wird: 

i\  cx  =  Const.  f,  , 

ferner  eine  Zahl  e t  derart,  dass  jedes  Product  e%  ex  sich  durch  ei 
und  et  allein  ausdrückt : 

ftcx  =  Const.  e4  -\-  Const.  et  , 

eine  Zahl  c3,  so  dass  stets 

<Vx  =  Const.  c,  -f  Const.  et  +  Const.  e3 

ist  u.  s.  w.  Dem  Zahlensystem  gehört  aber  noch  eine  zweite 
zur  ersten  Gruppe  x'  —  xa  reciproke  Gruppe  x'  —  ax2)  zu, 
welche  dieselben  Gebilde  wie  die  erstere  invariant  iHsst3).  Dem- 
gcmilss  ist  auch 

<)  Siehe  Lie,  a.  a.  O.  S.  589,  Satz  4. 

3)  Vgl.  die  in  der  Fussnote  t)  S.  402  angegebenen  Abhandlungen. 
8)  Vgl.  Lie,  a.  a.  0.  S,  390,  Satz  8. 
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ckei  s=s  Const.  Pi  , 
eket  =  Const.  ei  -f-  Const.  et  , 
eke3  =  Const,  e{  +  Const.  (?4  +  Const.  e3 

u.s.w.  Die  Multiplicationstafel  •)  des  Systems  hat  somit  die 
Form 

m  m   m    m  . . 

(1)    (12)     (12)       (12)    .  . 
(1)    (12)    (123)     (123)   .  . 
1  (1)    (12)    (123)    (1234)  .  . 


Hierbei  soll  123..  m.  einen  Ausdruck  von  der  Form 
Const.  et  -f-  Const.  e,  +  •  ■  +  Const.  em 

bedeuten. 

So  ist  auch  für  die  Nichtkegelschnittssysteme  eine  zahlen- 
theoretische Definition  gegeben,  denn  umgekehrt  ist  jedes 
System,  dessen  Multiplicationstafel  auf  die  Form  3)  gebracht 
werden  kann,  ein  Nichtkegelschnittssyslem. 

§2- 

Zur  Bestimmung  der  Kegelschnittssysteme. 

Nehmen  wir  an ,  ein  Zahlensystem  [ettex  et  . .)  sei  ein  Kegel- 
schnittssystem. Dann  giebt  es  drei  vom  Modul  e%  unabhängige 
Einheiten  e, ,  ety  e3  derart,  dass 

(1)  eKe%  —  eiet  =  2<?3 ,        —       =  2e{  ,  e3et  —  ete3  =  2c, 
ist.   Hieraus  leiten  wir  eine  neue  Gleichung  ab.    Es  ist 

exe\  —  t\ex  =  e{(\  —  e%et)et  +  hl*t*t  ~  e*ei) 
und  also  nach  (1 ) : 

(2)  eKe\  -e\i>{  =  i  eset  +  etej 

I]  Hier  steht  der  Ausdruck  des  Productes  <\fx  im  Durchschnitt  der 
Colonne  und  x*«"  Zeile. 

lUth.-phyi.  Cla.se.  1880.  27 
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und  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  1,  2,  3  ergeben 
sich  zwei  ahnliche  Relationen. 

Wenn  wir  nun  allgemein  jede  Zahl 

x  =  -To  eo  +  xi  ei  +  x%  et  + 

unseres  Systems  als  Punkt  mit  den  homogenen  Goordinaten 
a?j,  a?„  a?t ...  In  einem  Räume  von  entsprechender  Stufenzahl 
interpretiren,  so  stellen  e„  6, ,  e3  drei  Punkte  dar,  welche  eine 
Ebene  bestimmen.  Diese  drei  Punkte  sind  die  Ecken  eines 
Polardreiecks  des  Kegelschnittes 

x]  -j-  x\  +  xj  =  0 

in  der  Ebene  (et,  et,  es).  Es  liegt  nahe,  zu  Einheitspunkten 
statt  ctl  et,  «"3  die  Ecken  eines  beliebigen  Polardreiecks  dieses 
Kegelschnittes  zu  wühlen,  d.  h.  an  Stelle  von  e4,  et,  e3  neue  Ein- 
heiten einzufahren  vermöge  einer  orthogonalen  Subtitulion 

wo 

*J  +  +  *J  »  4  ,  At  «t  +  *t/'i  +  V',  —  0  • 
«?  4-  A  + =  1  1  ."•»'«  +       +    »'3  =  0  1 

+  r\  +  *J  =  I  >    n  *i  +        +  ^3  *3  =  0 
angenommen  wird  und  dann  bekanntlich  auch 

(*)  «3  -  V'*  =  Vi  .  A3."«  ~  ^if«  =  "1 »  A»  -  =  r« 
ist. 

Man  findet,  dass  die  Relationen  (I)  und  —  da  (2  blosse 
Folge  von  (1)  ist  —  auch  die  Relation  i)  für  die  neuen  Einheiten 
7t1  7i?  7S  bestehen  bleiben.   In  der  That  ergiebt  sich  ja  z.  B. 

V7,— 7,7,  =  (A,^— A,**,)«,«!  H  —  *if*tJMi  » 

d.  h.  nach  (4) : 

7,^  — =        —  Kiu  i\  +  ••• 

und  also  nach  (4): 
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oder  endlich  nach  (3) : 

Wahlen  wir  als  jene  orthogonale  Substitution  (3)  insbeson- 
dere diese : 


15) 


e,  =  ■  (—  u  et  -f-  e,  , 


wo  natürlich  die  gewöhnlich-complexe  Zahl  tf  verschieden  von 
±  i  angenommen  werden  muss,  so  gelten  (1)  und  (2)  sicher  auch 

geschrieben  in^,  et17s.  Die  Gleichung  (2)  enthält  überdies  e% 
und  ez  in  homogener  Weise  (im  2. Grade),  sie  besteht  daher  auch 
für  die  folgenden  Einheiten: 

(6)  \    e^^^  +  ue,  , 

e,  =  — ti«Ä-f-e,  • 
Es  ist  also 

(7)  et  e\  —  «1^  =2     e3  -f-  e3et) 

und  zwar  für  alle  gewöhnlich-complexen  Werthe  von  u  mit 
Ausnahme  von  u=  dr  t .  Aber  wenn  wir  (6)  in  (7)  substituiren, 
so  werden  beide  Seiten  von  (7)  quadratisch  in  u,  und  da  u 
variiren  kann,  so  müssen  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
von  u  rechts  und  links  übereinstimmen.  Dann  aber  gilt  (7)  für 
jeden  Werth  von  u ,  auch  für  u  =  ±  i. 

Setzen  wir  daher  h  =  / ,  so  wird  nach  6) 

e,  =  —  iet 

und  et  ist  offenbar  der  eine  Schnittpunkt  e  des  Kegelschnittes 
mit  der  e%  und  e3  verbindenden  Geraden,  d.  h.  Bertthrpunkt  der 
einen  von  et  aus  gezogenen  Tangente.   Die  Gleichung  (7)  liefert 

demnach,  weil  jetzt  ete3  =  e3et  =  —  ie%  wird,  die  Relation 

27» 
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(8)  <?,e*  -  e*e,  =  —  Ue*  . 

Hütten  wir  gleich  zu  Anfang  statt  des  Punktes  eK  auf  der  Tan- 
gente («?,,  e  einen  andern  Punkt  e,'  gewählt,  so  würden  wir  zu 
demselben  Punkte  e  auf  dem  Kegelschnitte,  nur  vielleicht  mit 
einem  von  I  verschiedenen  Zahlenfactor  X  behaftet:  le  gelangt 
sein  und  hatten  analog  '8)  die  Gleichung  gefunden: 

oder 

(8')  «Je«  — =  — 4ie*  . 

Da  e[  wie  e{  auf  jener  Tangente  gelegen  sind,  so  ist  auch  t%  — 1'[ 
ein  Punkt  der  Tengente ,  und  für  diesen  besieht  wie  für  e t  und 
e\  eine  Gleichung  analog  (8)  und  8') : 

(e,  —  e[)  e*  —  ei  (ei  —  e'J  =  —  4  i  e*  . 

Aber  aus  (8)  und  (8')  ergiebt  sich  durch  Subtraction 

und  deshalb  ist 

e*  =  0  , 

in  Worten:  Das  Quadrat  jedes  Kegelschnittspunktes  ist  Null. 
Nunmehr  kehren  wir  zu  den  ursprünglichen  Einheilen 

c,  ,  e, ,  «*,  zurück.  Es  sind  bei  Zugrundelegung  derselben 
et  ±  ies  Punkte  des  Kegelschnittes.  Also  folgt  nach  dem  soeben 
Bewiesenen 

('»  ±  0  , 

d.  h. 
folglich 

e\  =  e*  ,    ese,  +  caft  =  0  . 

Cyklische  Vertauschung  von  1 .  2,3  giebl  vier  ähnliche  Gleichun- 
gen.  Aus  ihnen  und  aus  (1)  folgt  sofort 

e*  ==  e\  =  e\  , 
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Es  ist  nun,  wenn  e*  =  e\  =  e\  mit  —  r;  bezeichnet  wird : 

ferner 

y«4  =  —  e*e4  =  —  e%-  etet  =  +      c,  =  e,  , 

analog  jj    =  e5  r;  =s  ef  ,  12  e3  =  ea  rj  =  e3  .   Endlich  wird  noch 
r*  =  e*  =  -  et  •  »;  •  et  =  -  e?  =  13  . 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  ist  17  aus  e0,  c,,  et,  e3 
allein  linear  ableitbar  oder  i]  ist  eine  neue  Einheit  ex . 

Im  erste ren  Falle  ist  17  offenbar  identisch  mit  dem  Modul 
4,  und  c0 ,  et ,  et ,  <?3  bilden  das  in  sich  geschlossene  System  der 
Quaternionen  mit  der  Multiplicationstafel 

■ 

*•  eK  \  *% 

j  e\  ^0  ei 

Im  andern  Falle  bilden  e0 ,  e»t,  ei,  e3,  ex  ein  in  sich  ge- 
schlossenes Zahlensystem  mit  der  Multiplicationstafel 

eu        l\        et        e3  eA 

* 

ei  e\  ^3  Pi  ''l 

II.       e4        e3    —  e4    —  <f4  et 
fj        <?j        c4        P|  P3 

C\  (\  ei  €3  e* 

Natürlich  ist  es  denkbar,  dass  sowohl  zum  System  I.  als 
auch  zum  System  II.  noch  weitere  Einheiten  c4,  es  ..  resp. 
e5 ,  e6  . .  hinzutreten ,  und  dies  zu  untersuchen,  ist  die  Aufgabe 
der  beiden  folgenden  Paragraphen. 

§  3. 
Der  Fall  I. 

Unser  jetziges  Problem  ist,  zum  Quaternionensystem  I.  des 
§  2  weitere  Einheiten  eA ,  e3  . .  hinzuzufügen,  wohlbemerkt  der- 
art, dass  auch  für  diese  e0  Modul  ist. 
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Es  ist  etwa 

eKeK  =  \-  aiei  +  64f6  -\  

Vi  =  h  Vi  +  Mi  H  , 


wo  die  mit  e0,  e,,  e,,  e,  behafteten  Glieder  nicht  mitgeschrieben 
sind.  Die  Determinante  ^±a^5  . .  ist  =(=  0 ,  denn  sonst  Hesse 
sich  eine  Einheit  eA  so  wählen,  dass 

04*t  =      +      +  ?*t  + *4  1 

also 

wäre,  was  absurd  ist.  Daher  lassen  sich  nicht  sämtlich  ver- 
schwindende Constanten  A4,Aa ..  so  wählen,  dass  +'  'K 
die  Form  •••  +  q{Ia  ex  +  A5e5  -+-  ■  •)  annimmt.  Die  Grösse 
A4^  +  A6^5  +  •  •  darf  zur  Einheit  eK  genommen  werden  und 
es  ist 

eA <?,  =  a e0  +  b  ct  -f-  ce,  +  r/?3  -f  ^  e4  . 

Bilden  wir  e4e*  =  —  eieQ  =  —  c4 ,  so  folgt  6  =  qci  ,  c  =  (>d, 

£  =  1 .  Indem  wir  statt  e4  passend  e4  -f- Const.  e0 -|  }- Const.  <?3 

als  Einheit  einfuhren,  erreichen  wir,  dass  e4  e4  =  ie4  angenom- 
men werden  kann.  e4  et  hängt  nun  nicht  nur  von  e0  . . .  eA 
ab,  denn  wäre  c4ef  ■»  •  •  •  +  1  so  würde  aus  e4r|  =  —  <?4 
hervorgehen  er  =  —  I .  Aus  e4e,  =  'Vi  =  Vs  ergäbe  sich 
dann  eAet  •  e{  =  —  e4e3  =  —  »Vi  •  In  etet  •  e,  hat  jedoch  eA 
den  Coefficienten  ai,  in  —  ieiei  den  Coefficienten  —  oi  und 
beide  sind  wegen  o*  =  —  1  unmöglich  einander  gleich.  Also 
darf  e4P4  =  es  gesetzt  werden  und  es  komn)t  e.e{  =eAet-  e{  = 
—  ietet  =  —  />5 .   Wir  haben  also 

=  /  c4  ,    ^5^1  ===  • 

Nunmehr  lässt  sich  ea  so  wählen,  dass  ese4  nur  von  e„ ...  e6 
abhängt.  Aus  c^f  =  —  e0  folgt  dann  unter  Anderem,  dass  der 
Coefficient  von  eCt  darin  zum  Quadrate  —  1  hat,  und  durch  Ein- 
führung einer  Einheit  eG  -f-  Const.  e0  +  •  ■  +  Const.  <?3  anstatt  eft 
liisst  sich  erreichen,  dass 

c6e4  =  ac4  +  a'e5  +  (>  c6  ,    ()*  =  —  \ 
wird.    Aus  e6ej  =  —  eö  geht  dann  a(,o  -f-  i)  =  a' —  i)  =0 
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hervor.  Indem  wir  als  neues  e(t  einführen :  cft  =  e6  -f-  se4-f-s'e5 , 
ergiebt  sich 

e^eK  =  oe4  -j-  aV5  +  Q(eG  —  set  —  sV5  -f-  siet  —  s'ie&  . 

Hierin  haben  et  resp.  e5  die  Coefficienten  (7  —  s  [q  —  i)  resp. 
o  —  s'(q  -f-  *)  •  Ist  £  =  -f- 1  ,  d.  h.  o  =  0  ,  so  setzen  wir 
s'=  —  J  iV  und  beide  Coefficienten  verschwinden.  Aehnliches 
gilt,  wenn  q  =  —  /  ist.   Also  darf  angenommen  werden 

e(t  €{  =  —  '  <*6  . 

Die  Grösse  e,  =  db  ef  et  hangt  dann  nicht  bloss  von  e0  . .  e&  ab, 
denn  wäre  eftet  =  •••  -f-  i  so  würde  e0e*  ==  —  eR  ergeben, 
dass  a*  =  —  1  sein  müsste.  Ausserdem  käme  e.e,e.= 
±  ie6et  =  eGe3  und  daher  <>„<>,<?,  =  —  <?flP3  =  q=  /e(Sef .  In  «w«, 
hat  jedoch  efj  den  Coefficienten  :b  ia  ,  in  ±  />0e,  den  Coefficien- 
ten zf  in.  Beide  können  nicht  wegen  «'  =  —  \  Ubereinstimmen. 
Es   ist  also   e1  =  zteüei   eine   neue  Einheit.     Man  findet 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  die  Folgerungen 
durch  Schluss  von  n  auf  n  -f-  1  verallgemeinern.  Es  ergiebt 
sich  dadurch,  dass  im  ganzen  System  ausser  e0  ..  es  noch  2  •  n 
Einheiten,  die  wir  zweckmassig  nunmehr  mit  E%  ..  En  ,  H4  , 
H4  ..  H„  bezeichnen,  vorhanden  sind  derart,  dass 

Exel^iEn  ,      Hxe,  =  -<Hx  , 

V«  =  HÄ  ,     Hj,**  ==  —  ^*   ,  (x=l,2..w) 

/:xe9  =  /Hx,      Hxp3  — iAx  , 

wird. 

Bisher  haben  wir  immer  die  Einheiten  eQ  . .  e3  als  zweite 
Factoren  benutzt.  Wir  hatten  aber  auch  statt  der  Producte 
e*en  eiei  ••  die  Producte  ele41  eiei  ..  untersuchen  können.  Wir 
würden  dann  gefunden  haben,  dass  die  2  •  n  zu  e0  . .  e3  hinzu- 
tretenden Einheiten  in  solcher  Form  Ex' ,  Hx'  gewählt  werden 
können,  dass 

cKEx  =iEx  ,     e,  Hx  =      /Hx  , 

pt K*  =  '  Hx'  ,       Hx'  =  iEx  ,       x  =4,  % .. ») 

e3  ^'X    S  ^X       »         (  3  =  ^X 
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wird.  Die  Ex  und  Hx'  sind  lineare  Ausdrücke  in  den  ee  . .  e3 , 
Ex,  Hx  und  umgekehrt  die  Ex  und  Hx  lineare  Ausdrücke  in 
den  e0  . .  es ,  Exl  Hx' . 

Geben  wir  auf  die  Bestimmung  der  Ex  und  Hx'  etwas  näher 
ein.    Zunächst  wird  allgemein  jedes  eK  Ex  und  e{  Hx  die  Form 

Const.  e0  +  •  •  -f-  Const.     +  ~  Const.  £,  -f-  ^"  Const.  H, 

haben.  Aber  wenn  wir  bedenken,  dass  eiExex  =  ieiEx  und 
r,Hx  =  e,£xPt  »st>  so  ergiebt  sich,  dass  in  den  Ausdrücken  für 
die  etEM  die  H,  in  den  Ausdrücken  für  die  et  Hx  die  E  fehlen 
und  zwar  hat,  wenn 

e4  Ex  =  Const.  +  Const.  e3  -j-^S*  «xt 

ist ,  et  Hx  die  Form 

e,Hx  =  Const.  «Ä  -f-  ♦  •  -f-  Const.     4-  V*«  aX(H,  . 

Ein  Ex  lässt  sich  wegen  der  Form  der  ei  Ex  so  annehmen,  dass 
eiEi  =  Const.  e0  -f-  •  •  -f-  Const.  e,  +  /  £4 

wird.   Wegen  e\E.  =  —  £*4  hat  e,^  die  speciellere  Form: 
e.  /**,  =       -f  iaei  -f-  Cf,  +  ice,  -f-  t'Et  . 

Nun  darf  E%  ersetzt  werden  durch 

E.  =  EK  —  \  ciet  -h  ice,  , 

denn  dann  bleibt  immer  noch  A',  e,  =  1  .  Durch  Einführung 
dieses  neuen  E.  wird  dann 

et  Ei  =ae0  -f-  1 a    -f-  /  Et  . 

Wenn  wir  endlich  bedenken,  dass  elh\ei  =  i^l?,  ist,  so  ergiebt 
sich  noch  a  =  0  ,  sodass  bleibt 

e  j  Em  =  /  h{  . 

Dies  /s",  kann  nun  als  E{  gewählt  werden.  Das  zugehörige  H,' 
wird  dann  definirt  durch 

e3  At  =  H,'  . 

Sei  etwa 
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H;  =  ae0  +  bet  +  ce,  +  de,  +  2*,^  +  S^Hj  , 

so  folgt  aus  HJc,  =  «'j^e,  =  ie3Et  —  iH\  der  speciellere  Werth 

H',  =  ibe0  4-  6et  +  ce,  +  /ce3  +  2  A<  £,  . 

Also  auch  H',  drückt  sich  nur  durch  die  e0  . .  e3  und  die  Ei  aus. 
Man  überzeugt  sich  davon,  dass  auch  H'4et  =  -f-  fH»  ist,  und 
daraus  folgt,  dass  H,'  direct  mit  einem  der  /:',  identificirt  werden 
darf,  natürlich  nicht  mit  EK . 

Nunmehr  kann  Et  so  angenommen  werden,  dass 

eiEi  =  aeQ  +  bei  -f-  cet  +  de3  +  o  Ei  +  a'H/  + 

wird.  Wegen  e*  £}  =  —  E%  specialisirt  sich  dieser  Werth  zu : 

eKE%  =  ae0  -f-  Qaet  -f-  ce%      Qce3  -f  aA\  +  r/H,'  -f-  (>#t  , 

wo 

ist.   Setzen  wir  an,  dass  e^e,  =         ist,  so  folgt  noch 

(o+t >  =  0  ,    (?  — i')c  =  0  . 
Statt      führen  wir  als  neues  Et  ein : 

=  Et  +iß**  +  (t*t  +     +  '><*3  +      +  s'H;  , 

was  geschehen  darf ,  da  fortwahrend  Eiei  =  i  Et  bleibt.  Als- 
dann kommt 

<?, E%  =  ae0  +  QaeK  -f  <-<?t  -f  ^cc3  -f-  oE{  -+-  (/'HJ  + 

+     —     —    —  y*%  —  «>«j  —    —  s'h;) 

+  i^et  —  ße0  +  yf3  —  iye,  -f-  uE,  —  iVH;  • 

Die  Coefficienten  von  i»0  . .  e3 ,  £4  und  H,  hierin  verschwinden, 
sobald  die  Ausdrücke 

a  -gitf  —  ß  ,     c  —  Qy  —  iy  , 

C7  —  QS  +  is  ,      a'—  ^s'  —  ts' 

gleich  Null  sind.  Ist  nun  q  =  -f"  j ,  so  ist  «  =  0  ,  a  =  0  ,  also 
verschwinden  dann  zwei  dieser  Ausdrücke,  wahrend  sich  die 
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beiden  anderen  durch  passende  Wahl  von  y  und  s  gleich  Null 
machen  lassen.  Ist  q  =  —  i ' ,  so  gilt  Aehnliches.  Jedenfalls 
dürfen  wir  also  annehmen : 

E%  wühlen  wir  nun  als  E't  und  definiren  Wt  durch 

ez  *'t  =  e3  &t  Ä  1 

sodass  Hje,  =  fs£te(  s=  f>a£'t  ==  i'H,',  H,'  auch  eines  der 
Ej  ist,  natürlich  nicht  /st  oder  £4  selbst. 

So  können  wir  weiter  folgern  und  das  Verfahren  durch 
Schluss  von  n  auf  n  -\-  \  verallgemeinern.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  £,  sich  in  zwei  Gruppen  eintheilen  lassen : 

F      F      F  F 
E        F  F 

wo  v  =      und  also  n  gerade  ist  und  die  Relationen  bestehen  : 

2 

tK  Ej  =  iEj  ,    elE)+j=      t  Ey+j  ,    e^Ej  =  E¥+j 

U=\,  8..».]  . 

Die  £,  . .  Ep  sind  auch  durch  E[  . .  ß^'  und  die  Ev+{  ..  £n  durch 
H,'..H,/  zu  bezeichnen  und  es  gelten  demgemass  die  Glei- 
chungen 

e,  Ej  =  iEj      ,  E„+j  =  —  » , 

etEj  =  i  hl  +j    ,        e,        —  tEj  , 

Wir  bemerkten  schon,  dass  die  e,Hx  sich  in  der  Form 
zeigen : 

e,  Hx  =  Const.  e9  +  •  •  -f-  Const.  e3  +  -"x»Hi  i 

sobald 

p,  £x  =  Const.  eü  -f-  •  •  -f-  Const.  e3  -f-  —  r/xl- 
ist.   Demnach  folgt  nun  : 
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e,Hy  =  aje0  -f-  bJei  +  Cye,  +  </ye3  +  <  Hy  , 

Aus  ^Hy^  =  —  ie{\\j  und  e.Hy«^  =  —  eiEj  =  —  iEj  und  den 
analogen  Formeln  mit  HJ+y  folgt  dann  leicht,  dass  insbesondere 

wird.  Auch  ist 

ei  H,       =  ^3  '  =  P3  *  e3  ^  =  —  Ej  Pt  =  —  Hy 

und  daher: 

eaHy  ==  —  e*Hy+j  =  H„+y  . 

Die  Einheiten  H4  ..  H|(  sind  also  mit  Ev+{  ..  En\  die  Einheiten 
••  Hn  mit  H,^' . .  Hn'  zu  bezeichnen. 

Nach  allem  Diesen  sehen  wir,  dass  die  E  und  H  sich  in 
der  durch  folgende  Tabelle  angegebenen  Weise  mit  e0 . .  ez  mul- 
tipliciren : 

e0  e\  et  e3         Ej      EV+j        Hy  H,.+y 

f?,  .  .  I  Ej  lEy+j  — /Hy   — '  Hr+y 

et         .  .  Hy  H,.+y  — Ej  — /  Et .^j 

es         .  .  /Hy  fH,+y  tEj  tEp+j 

Ej       iEj  iEr+j  E,.+j     .  .  ' 

Ev+j  —  iEj  —Ej 

Hy  l  Hy      1  Hj+y    H,,+y  •  • 

Hr+y   — *  Hy+y     I  Hy      — Hy  •  . 

Hier  steht  z.  B.  das  Product  et  Ej  im  Durchschnitt  der  mit 
beginnenden  Colonne  und  der  mit  Et  beginnenden  Zeile. 

Noch  nicht  kennen  wir  die  Producte  der  /?,  H  unter  sich. 
Aber  durch  Anwendung  des  associativen  Gesetzes,  wie  z.  B. : 

[EjeJ  Ev+X  =  iEjEt.+x  =  —  £}(e, £,.+)()  =  —  1  EjE>  +x  • 

woraus  EjEr+x=0  u.  s.  w.,  ergeben  sich  mehrfache  verschwin- 
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dende  Producte  und  durch  Anwendung  der  Formeln  Ejiei  — 
iE?  u.  s.  w.  werden  die  Productausdrücke ,  welche  nicht  ver- 
schwinden, specialisirt.  Man  findet  so  folgende  Multiplications- 
tafel  des  ganzen  Systems : 


•  Ei 

■  * 

% 

'l 

.  iEj 

-iHj 

«1 

ei 

■  »J 

~Ei 

• 

• 

iE, 

• 

iE 

• 

f 

•  * 

"jx 

• 

wjx 

• 

0 

• 

0 

^f+X 

—iE.+x 

iE, 

-Er. 

0 

0 

"'/x 

iwjx 

Hx 

ljx 

Ox 

0 

0 

H|+X 

<HX 

0 

0 

ivjx 

'Ox 

Hier  ist 

» 

11  jx  =  '">xpo  +  «/xe«  -fj^'  /vxr^r  • 

i 

V 

vjx  =  '*  V*  +  «/xp3  hxr^r  , 

l 

v 

MJX  =    ajXe*  "H,a/J^j  ~^~2r  'jXTEl+T  ' 

l 

1 

tJJt=  —  ajxt\  —  "ijxCi+yji  A;xrH,.+r  . 

i 

L/i 

Man  überzeugt  sich  nun  davon,  dass  allgemein  das  associa- 
tive  Gesetz  erfüllt  ist,  sobald  es  für  die  Producte  der  Ei  ..  E, 
besteht.  Auch  sieht  man,  dass,  wenn  diese  Producte  bekannt 
sind,  auch  jedes  Product  im  System  angegeben  werden  kann. 

EK  ..  Ey  bilden  mit^(e0 —  ieK)  zusammen  ein  Zahlensystem 
für  sich  mit  dem  Modul  J(«?0  —  />,).  Dies  System  hat  nur  v-\-\ 
Einheiten,  während  das  von  uns  gesuchte  System  im  Ganzen 
4  (v  +  1)  Einheiten  aufweist.   Unser  Problem  is)  daher  auf  das 
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bedeutend  einfachere  zurückgeführt,  ein  System  von  (v-f-1) 
Einheiten  E9  =  ±  e0  —  »ej ,  t\ ,  Et ..  mit  dem  Modul  £0  auf- 
zustellen. 

Die  Systeme  von  (v  +  1)  Einheiten  £„ ..  lassen  sich  be- 
kanntlich in  gewissen  Typen  darstellen.  Es  fragt  sich,  ob  ein 
Typus  auch  immer  nur  ein  System  e0  . .  e, ,  EK  ..  /fn,  H,  ..  H„ 
liefert.  Eine  einfache  Ueberlecung  zeict ,  dass  dem  in  der  That 
so  ist.  Man  hat  dabei  davon  Gebrauch  zu  machen,  dass  statt 
Ej  die  Einheit  X  [e0  —  iet)  -f-  Es  eingeführt  werden  darf,  ohne 
dass  Ej  seine  charakteristischen  Eigenheiten  verliert 1). 

Nehmen  wir  also  an,  dass  alle  Zahlensysteme  von  weniger 
als  4  (v-\-  I),  ja  nur  die  Systeme  von  (r-f-  \)  Einheiten  in  ihren 
typischen  Formen  bekannt  sind,  so  folgt  ohne  Weiteres,  dass 
auch  die  von  uns  gesuchten  Erweiterungen  des  Quaternionen- 
systems  fast  ohne  jede  Rechnung  angebbar  sind. 

Im  Falle  v  =  1  z.  B.  haben  wir  alle  Systeme  aus  £0,  Ex  mit 
Modul  E9  zu  bilden.   Es  giebt  bekanntlich  nur  zwei  Typen: 

E0    Ex  tfa  Et 

Et    0  Et  £0 

und  dementsprechend  haben  wir  die  beiden  Systeme  von  je  8 
Einheiten,  wenn  Ev  H,,  Hr+1  durch  e41  e6,  eÜJ  e,  bezeich- 

net werden : 


^0 

*5 

«1 

*1 

»«« 

-««1 

e, 

-«i 

«1 

— «« 

e> 

««1 

'«1 

««. 

0 

0 

0 

0 

'>! 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

€: 

~P6 

0 

0 

0 

0 

und : 


I)  Zu  demselben  Typus  gehören  alle  Systeme,  welche  durch  lineare 
Transformation  ineinander  überführbar  sind.  Die  erweiterte  Bedeutung  des 
Typus,  wie  sie  Study  (a.  a.  0.  in  den  Gött.  Nachr.  S.  440)  festsetzt,  benutzen 
wir  hier  nicht. 
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«• 

«1 

«4 

«4 

«7 

*l 

-«1 

'>»        — *«« 

*t 

— «• 

*l 

«. 

ic,  ie4 

te4 

0 

0 

o  ik+o 

*7 

i(i>0-p,)  0 

0 

0 

0  l(i>t-«i)i(-'0-i*,) 

Da  sich  das  System 

/•  4 

auch  auf  die  Form 

EK  Et 

bringen  lasst,  so  kann  das  letztere  der  vorstehenden  Systeme 
(e0 ..  eT)  auch  auf  die  vielleicht  bequemere  Form  zurückgeführt 
werden : 


*0 

«3 

«4 

«1 

ie4 

H 

«. 

*7 

— «i 

— «• 

t 

*e4 

««5 

0 

0 

'«4 

-<*4 

0 

0 

'>* 

*«l 

u 

»«1 

^7 

e6 

0 

0 

-16, 

-«6 

0 

0 

»«1 

Wir  fassen  das  Ergebniss  dieses  Paragraphen  zusammen  : 

Kennt  man  alle  Typen  von  Zahlensystemen  bis  zu  + 
Einheiten ,  so  kennt  man  auch  ohne  weiteres  alle  Zahlen- 
systeme von  der  hier  yesuchten  Art  bis  zu  4{f +1)  Ein- 
heiten. 
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Der  Fall  II. 

Wir  gehen  dazu  über,  zu  dem  Systeme 


weitere  Einheiten  e6 ,  e6...  hinzuzufügen. 

Zunächst  darf  angenommen  werden ,  dass  eine  Einheit  eh 
existirt  derart,  dass 

e5c4  =  ae0  +  be{      cet  -f  de,  -f-  <™«  +  qeh 
ist.  Bilden  wir  aber  c5e*  =  c^ex,  so  ergeben  sich  für  die Coeffi- 
cienten  folgende  Bedingungen 

a  +  eo-  =  0,    Qb  =  QC  =  Q(l  =  0  ,     a  —  oa  =  0,     q*  =  Q  . 

Es  ist  also  e  =  0  oder  =  i . 

Sei  zuvörderst  q  —  0 ,  so  folgt  a  =  0  und 

**e*  =  het  +  ce»  +  ffC«  • 

Indem  wir  eine  neue  Einheit  eh  -f-  Const.  e,  -h  •  •  +  Const.  ?4 
an  Stelle  von  e5  einführen,  erreichen  wir  ehet  =  0 .  Ist  jedoch 
£  =  1  ,  so  folgt  o+o  =  0,  6  =  c  =  (/  =  0,  d.  h. 

e5e4  =  a  [ef  —  «J  +  e,  , 

und  durch  Einführung  eines  neuen  e6  geht  hervor :  e6e4  =  <?5  . 
Eine  weitere  Einheit  t?6  kann  nun  so  gewählt  werden,  dass 

c6e4  =  ae0  -f-      +  ye,  +  <5p3  +  set  +  re5  +  frc 

wird.  Auch  hier  lässt  sich  zunächst  ß  =  /  =  <5  =  0  machen. 
e6e5  =  e6e4  liefert  dann  Bedingungen  zwischen  or,  s,  r,  /,  und 
durch  Einführung  einer  neuen  Einheit  e6  -f-  Const.  ea  + 
Const.  e4  -f-  Const.  p5  anstatt  pc  lässt  sich  in  beiden  Fällen 
q  =  0,4  erreichen,  dass  ?ce4  =  0  oder  =  e(i  wird. 

Aehnliches  gilt  für  eine  dritte  neue  Einheit  <?,  u.  s.  f. 
Schliesslich  ergiebt  sich,  dass  die  hinzutretenden  Einheiten 
e„  e6 ..  derart  gewählt  werden  können,  dass  allgemein  <?x<?4  =  0 
oder  =  em  wird  x  =  5,  6  . .].  Wir  theilen  daher  die  neuen  Ein- 
heiten  in  zwei  Classen.  die  wir  verschieden  bezeichnen: 
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Hier  soll  sein: 

exet  =  ex  ,  E^e4  =  0  ,    [x  =  5,  6  . . ,  A  =  1 ,  2  .  -)  . 

Bilden  wir  nun  irgend  ein  Product  von  der  Form  u  •  ex , 
sodass  etwa 

uex  =      +        det  +  re,  +  <V5  +  cff/o  +  •  • 

+  ß\  E|  +  /**E,4- 

ist,  so  folgt  aus  uexe4=u£x  mit  Leichtigkeit  ö = /£8=  ß%—' •=0J 
d.  h.  jedes  derartige  Product  drückt  sich  durch  et,  e4,  p3,  e4) 
egl  t%  ...  allein  aus.  Hierin  liegt,  dass  wir  zur  näheren  Be- 
stimmung der  Producte  cxe{ ,  exe4,  exe3  genau  das  Verfahren 
des  §  3  einschlagen  können.  (Nur  tritt  hier  ex  an  Stelle  von  <y) 
Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  e6,  en ..  wieder  in  zwei  Gruppen 
von  gleichvielen  Einheiten  zerfallen,  die  wir  durch 

£p   i  Ht>  H,  

bezeichnen,  derart,  dass 

EKet  =  i  Ex  ,  Wxi\  =  —  <  Hx  , 

Exet  =  Hx  ,  Hxes  =     Ex  , 

/?xe,  =  /Hx  ,  Hx<3  =     iEx  , 

Ax<»4  =  /Tx  ,  Wxt\  =  Hx 

ist,  wahrend  natürlich 

Exet  =  0  , 
Ex<*3  =  0  , 
Ex^-0 

sein  muss. 

Anstatt  immer  e4  als  zweiten  Factor  zu  benutzen,  hätten 
wir  auch  e4  als  ersten  Factor  gebrauchen  können.  Dadurch 
wären  wir  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  die  hinzuzufügenden 
Einheiten  in  einer  solchen  Form 

k\ ,  h\ . .  :  H,',  H'4 . .  ;  E, ,  E J  . . 

gewählt  werden  können,  dass 
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e,Ex'  =  iEx'  ,     e,  H,' =  ~  <  H»' , 

e3  Ex  —  Hx  ,  e3  H„  =  Ex  , 
e,  t'x'  =  £"„'   ,     e,  H«'  =     Hx'  , 

«,EX'  =  0, 
«tEx'  =  0 

wird. 

Die  £x',  Hx',  Ex'  sind  lineare  Functionen  der  ec..eA,  Ex1 
Hx,  Ex  und  unabhängig  von  einander  hinsichtlich  der  Ex,  Hx,  Ex. 

Man  findet,  wenn  man  bedenkt,  dass  eAExei  =  ieAEi  ist, 
leicht,  dass  eAEx  nur  die  e4  ..  eA  und  die  J?  enthält  und  zwar 
ist  etwa : 

eAEx  =  bxet  +  cxet  +  iV,  +  ibxeA  1*4 
und  also : 

e4Hx  =  e4£x<?4  =  -  icMet  +  *V*  +  bxe3  -  cxe4  + X^Ht , 

* 

während  e4Ex  die  Form  hat: 

e.E*  =  «x(e0  —  ej  + ^xi  Ei  • 

Hiernach  kann  /s4  so  gewählt  werden,  dass: 

e4£"4  =  beA  +  ce4  +  ice,  +  + 

wird.   Aus  ej  EK  =  e4  £4  folgt  aber  dann 

l(eAEA  —EA)  =  0  . 

Ist  zunächst  A  =)=  0,  so  ist  e4IT4  und  £?4  darf  als  E[  ge- 

wählt werden.  Das  zugehörige  H,'  =  es  E[  ==  e3  EK  hängt  (wegen 
e3  Et  e4  =  i e,  fc\)  nur  von  den  e  und  JE"  ab  und  lässt  sich  mit  einem 
der  E  identificiren.  Im  Falle  1  =  0  dagegen  lässt  sich  leicht  er- 
reichen, dass  eA  Et  =  0  ,  d.  h.  EA  eines  der  E'  wird. 
In  beiden  Fällen  darf  angenommen  werden 

eAE%  =  uel  H  \raEA-\-a'W[  +  tEt 

Matb.-ptays.  CUsse.  188«.  28 
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(wo  im  zweiten  Falle  a'  =  0  sein  soll).  Da  e\Et  =  etEt  ist, 
so  folgt  hieraus 

v{eiEi  —  EJ  =  0  , 

d.  h.  wenn  t  4=  0 ,  ist  Et  eines  der  /s',  und  im  Falle  r  =  0  lässt 
sich  erreichen  ,  dass  eA  Et  =  0 ,  d.  h.  Et  eines  der  E  wird.  So 
können  wir  fortfahren.  Kennen  wir  einmal  die  Producte  der 
E  mit  e„  ev  e3  (letztere  als  erste  Factoren  genommen],  so  sind 
auch  die  eK  H ,  etH,  <?SH  bekannt,  da  c,  H  =  e4  #e,  u.  s.  w.  ist. 
FUr  die  E  endlich  war  allgemein: 

eA  Ex  =  «x  [«•  -  «•)         i"xl  E;  . 
Aus  e\  Ex  =  eA  Ex  folgt  hier  analog  dem  Obigen,  dass 

e,  Ex  =  aM  >0  -  ej  -f-  Ex 

oder 

gesetzt  werden  kann.  Im  ersteren  Falle  lüsst  sich  noch  aM  =  0 
machen. 

Führt  man  die  skizzirte  Betrachtung  durch,  so  ergiebt  sich: 
Die  Et  H,  E  zerfallen  im  Allgemeinen  wieder  in  je  drei  beson- 
dere Gruppen : 

F      F       F  •    F  F    '    F  F  • 

H( ,  H4 . .  H,,  ■  H  j  ♦  i  •  •  Hj ,,  j  H  ,  :+(  . .  , 
Et ,  E,..Ea;   E(Ttl..E.,-;   ElfI+l..Er  , 

sodass 


eKEj  =  iEj  , 

*\  ^»  +>  =      '  > 

etEj  =  iEt.+j  , 

et  *ttf+j  = 

r3    J          ^v+J  J 

eAEj=Ej  , 

I..*)  ü 

=  1 ,  2  . .  p 

fi    =  '  H,  , 

ei          =  —  »H,,+y  , 

u.  s.  w. 

u.  s.  w. 

u.  s.  w. 

<\E/  =  '  E/  » 

<*,  E,r+;  =  —  i£n+j  , 

u.  s.  w. 

u.  s.  w. 

U.  8.  W. 

ist.  Stellen  wir  diese  Produttregeln  in  eine  Tabelle  zusammen, 
so  lautet  sie : 
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m  m  jn  je  jr  je       t*j  j»,  ^  j  p  « 

I  *      £  *      i  i. 

I   m        i  I   „        |  j 

o  m  jn  ©  x  je  ©  Sj  jjS  ^  *J* 

£  4  4 

°       =  °  ^  &q      -S*  >  J*  -F4 

I       I       I  II 

oa!»f  °j=jc  °  ^  ä  j*  •?  -s*  ^ 

V..  tl. 

°  f1      °  *  JF  °  J*  J*3  ^      ^  ^ 

4        4  4 

 <*3  JF      o?s  v£3 

 J*  J*  f  .<*  i* 

4  4  4  4  4 

i*3  jF  m*  JS* 

£  £  £  £  £ 
I   I  1 

vi^  O1^  |3a  JE 

-..Ii 

•    •    •  ***** 

et  4  4  4  4 

I  i. 

•  •  x  i*3     x  1 

£  £  £  £  4 

•  •      e    O    O  OJT, 

m 

O    O    O  O 

«i. 
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Noch  nicht  bekannt  sind  die  Producte  der  /: ,  H ,  E  unter 
sich.  Weil  die  Producte  von  Ey,  Eö+;,  E,f,+J  mit  e4  als  zwei- 
tem Factor  verschwinden  und  ebenso  die  Producte  von  E%r+j , 
Wit  +J  ,  E1(T+y  mit  eA  als  erstem  Factor,  so  folgt,  dass  ein  Pro- 
duct  aus  den  Einheiten  £j,  Ev+j  }  H, ,  H,.+;  frei  von  den  Ein- 
heiten E,,  E^,  E4<T^,  Ft|r+i,  H,,,^  ist.   Z.  B.  wäre: 

i  i 

U  U  1 

2r+l  2»+l  1 

so  würde 

ergeben,  dass  die  vi  =  0  sind,  während  aus 

e4  Et+J  Hx  =  B¥  +;  Hx 

folgen  würde,  dass  =  0  ..  ,   /<tl+1  =  0  ..  ist.    Die  Ein- 

heitsproducte  der  Grössen  Ej,  Ev+J r,  Hy,  Hr+;  sind  überdies 
aus  ähnlichem  Grunde  frei  von  i>07  enthalten  also  nur  die 
e%  ..eK  und  sich  selbst.  Mithin  bilden  eK  ..  et ,  Et  ..  Ety,  H, ..  Hlr 
für  sich  ein  System  und  zwar  eines  der  in  §  3  bestimmten. 
(Nur  tritt  an  Stelle  des  dortigen  e0  hier  eA  als  Modul.) 

Zur  besseren  Uebersichtlichkeit  wollen  wir  die  Einheiten 
in  vier  Abtheilungen  gruppiren.   Wir  bezeichnen  die  Einheiten 

EK  . .  Eti, ,  Ht  .  .  H4).  durch  A  , 

E,  . .  Eil7  durch  B  , 

^iy+fEp)  ^tv+f^fi  durch  T  . 

^«n-n  durch  A  . 

Sie  sind  charakterisirt  durch  die  Formeln 

A  ,  cA  A  —  A  . 
0  ,    <-,B  =  B  , 

r ,  f4r  =  o  , 

u  ,    c,A=0  . 


Ac,  = 
Br,= 
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Ein  Product  AB  hatzunächst  die  allgemeine  Form 

AB  =  «0<»0  +  •  •  +  XA  +  IB  +  ir-f-rA  . 

Wegen  ABf4  =  0  und  c4AB  =  AB  aber  specialisirt  sich 
diese  zu: 

AB  =  ^B  . 

Ferner  ist  BA  =  B  .  e4A  =  BeA .  A  =  0  .  A  =  0  u.  s.  w.  In 
dieser  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Einheiten  der  einzelnen  Ab- 
theilungen A,  B,  T,  A  sich  in  der  hier  schematisch  angedeuteten 
Weise  mit  einander  multipliciren  *) : 


A  B 

r 

A 

A 

ac4+-.+rfc4-f-^A  0 

0 

B 

^B                  0  a[i 

0 

r 

o  a<>,+-~i-b<>4-T-:sA 

0 

sr 

A 

0  2B 

0  ß{e0- 

Wenn  man  in  ähnlicher  Weise  wie  im  §  3  die  Einheiten 
der  vier  Abtheilungen  A,  B.  f.  A  mit  einander  multiplicirt  und 
die  allgemeine  Form  der  Producte  sucht  unter  Benutzung  der 
Relationen  wie  z.  B. 


E*v+j  •  ^  Ex  =  E%v+j  .  Eff>x  =  f  Hlr+>EX ,  x=H ,  2 ..  a) 

woraus : 

hervorgeht,  so  gelangt  man  zur  folgenden  Multiplicationstafel : 


1j  Die  Aehnlichkeit  dieser  Tafel  mit  der  von  Peirce,  a.  a.  0.  §  46  an- 
gegebenen ,  ist  nicht  bloss  eine  Öusserliche.  Die  Grössen  A  z.  B.  sind 
nach  Peirce's  Sprachgebrauch  Nilfacienden  und  Nilfacienten  hinsichtlich 
e4  u.  s.  w. 
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liT  O    O    O   ©  .OOSTOO^OO«^ 

ujoooo  .©©»JooCoofie: 
uTo  o  o  o     .  o  o  UTo  o  *"o  o 

?  !  ?  l  ? 

'?  '?   '?   '?   '?  x  ü,  * 

i  i      •<  i    .  o  aT  e  o  ff  e  o  S  o 

T  i  - 

?  '?    ?    ?  ? 

3  ,  s   i    ;  ,  s        5.  .  5,  x 

ÖJ^XXÖJ     .         o   o   ^   o   o   ~r  o  o 

Siblin?  .  «T  o  o  hT  e  <=>  aT  o  o 
kT^x^aTkr  .  ^0  <=>  ©  o 

v  X  X 

<T  «T  *T  *7  ^iifoiioiifuio 

%r        .  &f  &j  ©  i  i  ©  uifo 

II  III 

x  X  * 

*     x  t    x  b  x 

*T  «5*  «T  C  *T    .  o  x  i  o  uj  uj  o 

x  x  x 

x     t  X     t  X  t 

«T  %T  C    .Ex)  bfoXZO  Ui  UJ  © 

II  III 

8  *      5  I      ?  ♦ 

*f  .  *T  ftf  fcf  x  x"  x  uj  uj  uT 
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Hierin  bedeuten  die  AjM  . .  Sjx  Summenausdrücke  von  der 
Form: 

r 

1 

Cjx  cjxX  E% v+X  » 

Djx  =  ,a>xei  +  ajuei  +2k  aJxiHA  y 

1 

Fjx=—  ajxe*— iajxeK+^lajx\Hr+x  I 

n 

Gjx=J£x9jxlE).  , 
i 

o 

i 

A}x  =         +  ikj*e*  +  ^  Ä;xA  Eh  . 

tyx  =  *j*e9  +  ,A;xei  fyxA  Ha  i 

OjX  =  —^x^—^'jx^+y^^'jxX^r+X  » 
^x=^7/';xAH«»+A  » 

o 

Qjx^^ljx)*}.  I 
t 

a 

fl>x=-2Hx>.E(7+A  > 
1 
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Durch  diese  allgemeinen  Formeln  ist  das  Problem  dieses 
Paragraphen  zwar  nicht  ganz  erledigt,  aber  doch  soweit  geför- 
dert, um  die  Berechnung  der  betreffenden  Systeme  bei  nicht  zu 
grosser  Zahl  der  Einheiten  verhältnissmassig  einfach  zu  gestalten. 

§5. 

Anwendungen. 

An  der  Hand  des  bisher  Gefundenen  wollen  wir  die  Kegel- 
schnittssysteme in  4,  5 ,  6,  7  und  8  Einheiten  sämmtlich  auf- 
stellen. 

Zunächst  sei  die  Zahl  der  Einheiten: 

n  =  4 . 

Dann  ergiebt  sich  nur  das  Quaternionensystem  : 

e0       e,       et  es 

ei  eQ  ei  et 
et       e*       ea  e\ 

C}         e%         ci  eo 

Ist  weiter 

n  =  .7 , 

so  haben  wir  das  Svstem 


Wenn  die  Zahl  der  Einheiten 

Ii  =  G 

ist,  so  haben  wir  ein  System  von  der  in  §  4  betrachteten  Form. 
Da  die  dort  A  genannten  Einheiten  zu  je  vieren,  die  B  und  f  zu 
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je  zweien  auftreten,  so  ist  nur  der  Fall  denkbar,  dass  f5  ein  A 
ist.  Die  A  aber  bilden  mit  e0  —  e4  ein  System  für  sich  mit  dem 
Modul  e0  —  ex  und  daher  darf  e\  =  0  oder  =  <\.  gesetzt  werden. 
Dies  liefert  die  beiden  wesentlich  verschiedenen  Formen: 


ei 

0 

et 

«3 

-<\ 

e* 

0 

— «■ 

— «1 

0 

<\ 

0 

e. 

0 

0 

0 

0 

0 

^0 

«1 

«1 

^3 

ei 

u 

ei 

-«« 

ei 

0 

e* 

«. 

0 

e* 

U 

0 

pi 

0 

e5 

0 

0 

0 

0 

n  =  7  . 

Drei  Annahmen  sind  denkbar:  Es  kommen  zwei  Grössen  B 
oder  zwei  V  oder  zwei  A  vor.  Der  erste  Fall  giebt: 


(J3 

'\ 

~ex 

et 

0 

0 

e* 

-<\ 

'l 

0 

0 

e3 

-«1 

0 

0 

*4 

et 

^3 

0 

0 

'« 

»«. 

»*« 

0 

0 

*• 

«>■ 

0 

0 

Der  zweite  liefert  analog: 
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^0 

<\ 

ef 

ei 

4 

p. 

p. 

1 

i€m 

""5 

 l€m 

f. 

et 

<*3 

-«< 

<•* 

*• 

»>• 

»>■ 

e4 

'l 

*• 

et 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Im  dritten  Fall  bilden  es  und  efi  (die  beiden  A)  zusammen 
mit  e0  —  e4  ein  System  mit  dem  Modul  cb  —  et .  Alle  Systeme 
in  drei  Einheiten  aber  sind  bekannt1;.  In  Rücksicht  auf  die- 
selben lassen  sich  und  e(.  so  wählen,  dass  ihre  Producte  eine 
der  fünf  Tafeln  bilden : 

er)    e9    0  fl    0    0  y)    e,    0  d)    e,  e, 

0     eü  0    efi  0     0  0  0 

a)    o  o 

0  0 

Diese  Tafeln  sind  in  das  Multiplicationsschema 


P4 

^3 

c4 

^5 

'< 

— P4 

«1 

p4 

0 

0 

«1 

P3 

— «i 

-«1 

e, 

0 

0 

^3 

— e, 

*i 

p. 

0 

0 

'l 

e4 

et 

et 

0 

0 

«« 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

«« 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

an  der  noch  nicht  ausgefüllten  Stelle  einzufügen,  sodass  fünf 
Typen  hervorgehen.  Keiner  der  so  gefundenen  sieben  Typen 
im  Falle  n  =  7  ist  überzahlig. 


Ij  Man  sehe  die  Abhandlung  von  Study  in  den  Güttinger  Nachrich- 
ten 1889,  S.  246-247. 
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Im  Falle 

n  =  8 

giebt  es  zunächst  die  beiden  in  §  3  berechneten  Systeme  von  je 
acht  Einheiten. 

Ferner  sind  drei  Fälle  denkbar,  es  kommen  nämlich  vor: 
Erstens:  2B,  1A.    Das  Schema  ist  hier: 


*0 

ei 

«3 

«4 

e1 

ei 

*1 

«1 

0 

0 

0 

?i 

-*i 

0 

0 

0 

-e* 

— «« 

0 

0 

0 

e 

h 

0 

0 

0 

es 

«5 

0 

0 

0 

*« 

»>■ 

'« 

0 

0 

0 

'i 

0 

0 

0 

0 

* 

• 

• 

Noch  nicht  geschrieben  sind 

e5f7  =  a e5  ,     e<se1  =  a  ec 

und  e* ,  das .  da  und  f0  —  e4  für  sich  ein  System  mit  dem 
Modul  e0  —  e4  bilden,  entweder  =  0  oder  =  angenommen 
werden  kann.  Aus  e5e*  =  e5e7 .  folgt  dann,  dass  nur  die  drei 
Fälle  vorkommen ,  in  denen  an  der  in  vorstehender  Tafel  frei- 
gelassenen Stelle  steht : 

a)    0    0    0  ß)    0    0    c,  y)    e5    ca    e,  . 

Zweitens:  und  4A.  Hier  ergeben  sich  ganz  analog 
drei  Systeme,  die  wir  wohl  nicht  anzugeben  brauchen. 

Drittens:  3A.  Diese  bilden  mit  c0  —  e4  ein  System  von 
vier  Einheiten  mit  dem  Modul  p0  —  e4.  Daher  sind  in  das 
Schema 
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i 


1 

• 

f3 

e4 

^0 

e1 

1 

• 

* 

» 

0 

0 

0 

* 

•» 

*• 

—e. 

» 

* 

0 

0 

0 

— «« 

ei 

0 

0 

0 

•i 

*j 

•« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

• 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

• 

*1 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

• 

• 

I  


an  den  noch  nicht  ausgefüllten  Stellen  Symbole  einzuführen  in 
einer  der  1 7  nachfolgenden  Arten  *) : 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

0 

«• 

0 

0 

*• 

0 

0 

*• 

e. 

7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«i 

0 

0 

0 

*1 

0 

0 

0 

0 

e1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

'l 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

0 

0 

0 

e1 

0 

0 

0 

''7 

0 

0 

«a 

0 

0 

-ei 

0 

0 

0 

*1 

0 

0 

el 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-«« 

h 

0 

*« 

0 

0 

0 

0  0  e.  0  0  0 
0  0  e6  0  0  0 
0    0    <?,       0    0  0 


Alle  25  Typen,  welche  sich  hiernach  im  Fall  n  =  8  ergeben, 
sind  von  einander  verschieden. 
Somit  erhalten  wir  im  Fall 


4)  Siehe  Stüdy,  a.  a.  O.  Gott.  Nachr.  S.  256-261.  Einige  der  dorti- 
gen Systeme  hahen  wir  in  etwas  anderer  Weise  geschrieben,  so  die  Systeme 
VI,  VII  {in  zwei  Weisen,  da  VII  2  nach  unsorer  Auffassung  —  vgl.  die 
Fussnote  zu  S.  417  —  verschiedene  Typen  enthült),  XIII  und  XV. 
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n  = 

4 

1  System  , 

n  = 

5 

( 

n  = 

6 

2  Systeme  , 

n  = 

7 

7      -  , 

n  = 

8 

25     -  . 

Die  Bestimmung  aller  Kegelscbnittssysteme  aus  neun  Ein- 
heiten ist  in  der  angegebenen  Weise  durchführbar,  sobald  über- 
haupt alle  Zahlensysteme  aus  fünf  Einheilen  in  ihren  Typen 
bekannt  sind.  Diese  Systeme  sind  weiter  unten  (im  §  7)  sämmt- 
lich  aufgestellt.  Wir  verzichten  jedoch  auf  die  Durchführung 
des  Falles  n  —  9. 

Nur  ein  Beispiel  eines  Systems  in  neun  Einheiten  möge 
hier  Platz  finden.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  im  System 
e0 ..  en  ausser  e0 ..  <%  zwei  Grössen  B  und  zwei  Grössen  T  vor- 
kommen und  bezeichnen  wir  letztere  mit  e5 ,  f6 ,  erstere  mit  ev 
e9 ,  so  ergiebt  sich  zunächst  das  Schema 


e4 

^5 

<*7 

0 

0 

e> 

0 

0 

-('t 

ei 

»>. 

0 

0 

*4 

<\ 

«1 

0 

0 

e> 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

a(e,-f-/e,)  cr(- 

el 

'«1 

«(«•— « 

,)  o 

0 

0 

et 

-*>• 

ff, 

0 

ta(eB— 

ej  o 

0 

Bildet  man  e,e5 .  e,  =  e. .  ,  so  ergiebt  sich  a  =  2/*«  und 
es  kann  nun  a  =  1  oder  =  0  gemacht  werden.  Wir  wollen 
die  erstere  Annahme  im  Auge  behalten.  Dann  ergiebt  sich  das 
System: 
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p 

p 

M 

p 

p 

p 

p 

a 

_  P 

0 

a 
Fi 

0 

• 

* 

* 

 J  p 

o 

w 

o 

~'  4 

0 

—  °K 

 p 

u 

o 

V 

* 

—  (\ 

m 

»«« 

0 

0 

'« 

<>> 

<V, 

0 

0 

<** 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1+««« 

*• 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

VH«i 

—<?,—!> 

ei 

»>• 

«1 

0 

0 

0 

-/>„ 

»>, 

— «1 

u 

0  - 

-2<'0+2e4  0 

0 

Dieses  System  beansprucht  insofern  besonderes  Interesse,  als 
es  von  Sylvester  zuerst  angegeben  und  eingehend  als  Analogon 
zu  den  HAMnvroN'schen  Quaternionen  untersucht  worden  ist'). 
Freilich  giebt  Sylvester  das  System  nicht  in  obiger  Form,  son- 
dern in  der  von  ihm  und  Cayley  sowie  anderen  englischen  und 
amerikanischen  Mathematikern  gehandhabten  Matricendarstel- 
Iung2].  Wenn  man  die  Matricensymbole  als  Einheiten  auffasst3), 
so  lautet  das  SylvesterscIic  System  zunächst  wie  folgt: 


ei 

<'* 

«• 

<\ 

<'* 

ei 

Qei 

''3 

U 

e. 

Co 

^3 

*« 

''3 

Qe* 

*• 

ei 

<K> 

QU 

*«i 

QU 

e. 

'V, 

9't 

i 


4)  Sylvester,  A  word  on  nunions,  Johns  Hopkins  Circular  1881. 
S.261 ,  ferner :  Sur  los  quantills  formants  une  groupe  de  nonions  analogues 
aux  qualernions  de  Hamilton,  Comptcs  Rendus  XCV1I  (I8K3)  S.1336  — 1340, 
XCVHI  11884)  S.  «73—276,  S.  471—475. 

2)  Bezüglich  der  Matricenbeoutzung  vgl.  Sylvester,  Lectures  on  the 
principles  of  universal  algebr»,  Amer.  J.  of  Math.  VI  (1884.,  S.  270— 286  ; 
ferner  die  grundlegenden  Arbeiten  von  Cayley  in  den  Transactions  of  Royal 
Soc.  (1858),  dann  Büciiheim  in  den  Proeeedings  of  London  Math  Soc.  u.s.w. 
3)  Nämlich  Indem  man  setzt  u  =  e0,  m  =  et,  m*  =  er  n  =  es,  n'=e,, 
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Hier  bedeutet  q  eine  primitive  Kubikwurzel  der  1 .  Wenn  man 
aber  hierin  als  neue  Einheiten  die  Ausdrücke  einführt 

und  darauf  die  ex  kurz  durch  px  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  die 
Tafel : 


et 

et 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

c» 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

<'o 

\ 

0 

0 

0 

<\ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

«• 

«1 

ei 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

*• 

«i 

*. 

e. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

0 

0 

- 


Wenn  nun  hierin  die  neuen  Einheiten  eingeführt  werden : 


«iW  («,—*.) 

^  =  Vi 

=  —  *Vl{et  —  ie%)  , 

so  geht  eben  das  obige  System,  das  wir  als  Beispiel  für  den  Fall 
n  =  9  angaben,  hervor.  — 
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Es  sei  hier  noch  auf  eine  Note  von  Caylby  1  Bezug  genom- 
men ,  in  welcher  derselbe  ein  aus  acht  Einheiten  bestehendes 
System  bildet  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  für  zwei  Zahlen 

ac  =    eo  H  h  ^  i      y  =  yo<'»  H  h  V,e, 

das  Product 

xy  =  z  =  3Qe0  H  h  s.e, 

ist,  auch  die  Relation  besteht 

(*•;  + .  •  +  «8  (y!  4-  •  •  +  *?)  —  M  +  ••  +  *?) . 

Das  betreffende  System  lässt  sich  nicht  so  bilden,  dass  es  diese 
Forderung  erfüllt  und  gleichzeitig  associativ  ist. 

Dies  kann  hier  bestätigt  werden.  Ein  System  von  der  be- 
zeichneten Eigentümlichkeit  muss  die  quadratische  Mannig- 
faltigkeit x*  H  1-  .rj  =  0  invariant  lassen.   Nun  bleiben  bei 

Nichlkegelschnittssystemen  (e0 . .  p7),  wie  wir  spater  noch  be- 
merken werden,  nur  ebene  Mannigfaltigkeiten  7.  Stufe  invariant. 
Das  gesuchte  System  muss  also  Kegelschnittssystem  sein.  Aber 
wir  haben  alle  derartigen  Systeme  aufgestellt.  Bildet  man,  um  die 
bei  ihnen  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  finden,  ihre  Determi- 
nanten, so  findet  sich,  dass  sie  sämtlich  ausser  ebenen  noch 
solche  quadratische  Mannigfaltigkeiten  invariant  lassen,  deren 
Gleichungen  unmöglich  auf  die  Form  -f-  h  x]  =  0  ge- 
bracht werden  können.  Es  giebt  also  in  der  That  kein  System 
in  acht  Einheiten,  das  eine  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  mit 
nicht  verschwindender  Determinante  invariant  Hesse,  und  es 
steht  zu  vermuthen,dass  ein  solcher  Satz  überhaupt  für  Systeme 
aus  mehr  als  vier  Einheiten  gilt.  — 

Die  in  diesem  §  aufgestellten  Systeme  in  vier  bis  acht  Ein- 
heiten besitzen  selbstverständlich  eine  gruppentheoretische  Be- 
deutung. Denn  jedem  dieser  Systeme  entspricht  ein  Paar 
reeiproker  einfach-transitiver  projectiver  Gruppen  mit  Kegel- 
schnittszusammensetzung und  umgekehrt  2).  Wir  haben  also 
ein  Problem  der  LiE'schen  Transformationstheorie  erledigt,  das 
sich  in  Worten  aussprechen  lüsst:  Alle  Typen  von  Paaren  von 


4!  Cayley,  On  the  8-square  imaginaries,  Amer.  J.  of  Math.  IV  (188lj, 
S.  293— S96. 

2)  Vgl.  Study  a.a.  0.  in  den  Berichten  der  Ges.  d.  W.  zu  Leipzig,  §  6. 
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reciproken  einfach-transitiven  projectiven  Gruppen  eines  Gebietes 
4.,  5.,  6.,  7.,  S.Stufe  aufzustellen,  welche  Kegelschnitts  Zusammen- 
setzung haben. 

Wir  stellen  in  folgender  Tabelle  alle  diejenigen  Zusammen- 
setzungen 3-,  4-,  5-,  6-  und  7-gliedriger  Gruppen  auf,  welche 
bei  reciproken  projectiven  Gruppen  dieser  Art  überhaupt  vor- 
kommen. 

5-gliedrig. 

( A-,  \4  =  A3  ,    ( Aä  JJ  =  \,  ,    ( A,  AJ  =  \4  . 

4-  gliedrig. 

=         (A4A3)  =  A,.    (A',Xt)«*4,  (AxA4)=0. 

5- gliedrig. 

V,X,)=.YJ,    (.Y,.Y,)  =  .Y,,     YJ.Y,)  =  .Y1,   ( YX.\V  =(.YX.Y5:  =  0. 

6-  gliedrig. 

I.  (.Y,  Y,)=2-Ya,  (.Y,.\J)  =  -2.Y„  (.Y,.Y<)  =  0,(Y,.Yt)  =  /.\5,  (.Y,.Y„)  =  -«.Ye, 

(.Y,.Y3)=     2.Y.,  (.Y,.Y4)  =  0,(.Yi.Y5)  =  l.Yf„  (Y,.Y6)=  iX„ 

(Y1.Y4)  =  0,(.YJ.Y5)  =  .Y(,  ,  (X.XJ— X,  , 
(Y,.Y5)  =  .Y5  ,  (.Y4.YC)=    .Y„  , 
(.Y,.Y,)=      0  . 

B.  (.Y,Y,)  =  .YJ,  (.Y,.YJ)=.Y,,  (.Y,.Y,)  =  .Y, ,  (.YX.Y,)=  (.Yx.Ys)=(.Yx.Yo)=0  . 
III.  Wie  II.  mit  Ausnahme  von  (X,.T,)  =  .Yr.  . 


7-glirtlrig. 


l.(.Y,.YJ)=2.YJ,(.Yl.YJ)=- 

-2.Y„(.Y,.Y,)=0,  (.Y,.Y,)=(.Y„(.Y,.Y„)=-;.Y„  (.Y,A'„ 

=0, 

2.Y.,  (Yf.Y,)=0,  (.Y,.Y1)=i.Y0,  (.Y,.YJ=  «„foX,] 

=0, 

(•YJ.Y,)=0,  (X,X,)=  .Y8,  (X,.Y,)=-  .Y.,(.Y,.Y,J 

=0, 

(.Y,.YJ=.V.,(X,.VJ=  xyX.X,] 

=0, 

(X,XJ=     0  ,{X,X,] 

=0, 

(x.xj 

=0. 

II.(.Y,.Y1)  =  XJ,  (.Y,.Y5)= 

X, ,  (Y,.Y,)  =  .Y, ,  (\X.Y,)=  (.YX.Y5)=(.YX.YJ=(AX.Y,] 

=0. 

III.  Ebenso  mit  Ausnahme  von  ,  A5.Y7)  =  A5  . 

Matb.-ptaja.  Classe.  18S».  29 
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IV.  Wie  II.  mit  Ausnahme  von  Yfi  Y7  =  A,  . 

V.  Wie  II.  mit  Ausnahme  von 

A5A7)=- A5  ,     A,A7  )  =  A  . 

VI.  Wie  II.  mit  Ausnahme  von 

(A5AJ  =  A7.      A6X7)=.YS,  (jyU-V 

VII. 

(A1A'J=2A3,(A1A9)=~2A1,(\lAV)=2A7,(  YtA5)=-  AJ=2<A6,  (A4A7)=2/A'4 

(AtA'5)=2A„  (XtX,)=0  ,  (AtA'J=2/A1,  (XfA'fi,=  2  Y7,  (A'f  A*7)=jA'5 — A'6 
(A,.Y4)=0,  ( A,  A5)=-2  A4,  (A,Aß)=:-2/A7?(A3A7)=.Y,-/Afl 
(A'4A5)  =  0  ,    [X4X.  =  0  ,     (A4A7)  =  0 
fA5A,  =  0  ,     (ASA\)  =  0 

VW  - 

VIII.  Ebenso  mit  Ausnahme  von 

(ABAJ  =  -  2,  A7  ,      A5  Y7  =  A,  ,     A6A7  =  -  .Y6  . 

§6. 

Zur  Bestimmung  der  Mchtkegelschnittssysteme. 

Die  Berechnung  der  Nichtkegelschnittssysteme  bietet  w  eniger 
theoretische  Schwierigkeiten  als  die  der  Kegelschnittsysteme. 

Es  seien  ev  et ..  en  die  n  Einheiten  eines  solchen  Systems. 
Dieselben  können  nach  §  1  derartig  gewühlt  werden,  dass  die 
Multiplicationstafel  die  Form  annimmt: 

(*)    (<)     m      W     •  • 

(I)  («j  12)  (12,  .  . 
(1)  (12)  123  (123)  .  . 
(1)      12     (123)     (1234     .  . 


wo  (12..  w)  einen  aus  cK  ,.em  linear  zusammengesetzten  Aus- 
druck bedeutet.  In  Worten  sagt  diese  Form  aus :  Jedes  Product, 
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in  welchem  ex  auftritt,  setzt  sich  aus  ex1  et...  ex  linear  zu- 
sammen. Um  die  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  finden,  hat 
man  die  Determinante  des  Systems  zu  bilden.  Dieselbe  redu- 
cirt  sich  auf  ihr  Diagonalglied  und  zeigt  daher,  dass  sie  in 
lineare  Factoren  zerfällt,  d.  h.  dass  die  invarianten  Mannigfaltig- 
keiten (n  —  4)ter  Stufe  sämmtlich  eben  sind. 

Um  die  Nichtkegelschnittssysteme  zu  berechnen,  wird  man 
bedenken  ,  dass  der  Modul  sicher  von  en  abhängt,  d.  h.  dass 
direct  en  als  Modul  benutzt  werden  kann.  eK  ..  en_K  bilden  för 
sich  ein  System  von  [n  —  \)  Einheiten ;  kennt  man  dieses,  so  ist 
auch  das  System  [e%  . .  en)  ohne  weiteres  bekannt.  Aber  das 
kleinere  System  e{  . .  en_l  kann  sehr  wohl  ausgeartet  sein,  d.  h. 
gar  keinen  Modul  besitzen ,  indem  eine  der  Determinanten  des 
Systems  identisch  verschwindet,  und  wir  dürfen  nicht  voraus- 
setzen, dass  dies  System  alsdann  bekannt  sei.  So  z.  B.  ist  beim 
4-gliedrigen  System 

et  0  0  e, 
0    et   o  et 

0  0  0  p, 
p,    ff|    e3  e4 

mit  dem  Modul  p4  das  kleinere  System  (p4  et  e3)  : 

e{  0  0 
0     p4  0 

0     0  o 

ausgeartet.  Es  besitzt,  obgleich  das  associative  Gesetz  erfüllt 
ist,  keinen  Modul. 

Demnach  bedarf  es  zur  Aufstellung  der  Nichtkegelschnitts- 
systeme in  n  Einheiten  der  vorgängigen  Berechnung  aller  regu- 
lären und  ausgearteten  Nichtkegelschnittssysteme  in  [n — \)  Ein- 
heiten.  Genauer  gesagt  handelt  es  sich  um  das  Problem : 

Man  soll  zu  einein  regulären  oder  ausgearteten  Zahlensystem 
ohne  Kegel schniltszusammenset zun g  eine  Einheit  hinzufügen,  so- 
dass das  neue  System  ebenfalls  Nichtkeyelschnittssystem  ist.  gleich- 
viel ob  regulär  oder  ausgeartet. 

Dies  Problem  bereitet  keine  Schwierigkeiten,  wenn  man  sich 
zu  seiner  Erledigung  folgender  Bemerkung  bedient: 

29» 
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Wir  wollen  annehmen,  es  seien  alle  Nichtkegelschnitts- 
systeme  —  reguläre  und  ausgeartete  —  bis  zu  [n  —  1 )  Einheiten 
bekannt.  Um  dann  die  Systeme  in  n  Einheiten  zu  finden,  grei- 
fen wir  eines  der  Systeme  in  [n  —  \  )  Einheiten  (e4  ..  <*„_,)'  her- 
aus, dessen  Multiplicationstafel  die  obige  Form  hat.  en  ist  so 
hinzuzufügen,  dass  encx  und  exen  sich  durch  e{  ..  ex  allein  aus- 
drucken. Das  System  (e,  . .  e„)  verkürzen  wir  nun  auf  diese  Art : 
Wir  streichen  die  erste  Horizontal-  und  Verticalreihe  der  Tafel 
und  unterdrücken  ausserdem  überall  die  Glieder  in  e{.  Dann 
bleibt  eine  Multiplicationstafel  der  Einheiten  e4 . .  en  und  es  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  in  ihr  das  associative  Gesetz  erfüllt  ist.  Es 
ist  dies  ein  System  in  nur  noch  (n  —  i)  Einheiten,  in  welchem 
überdies  —  nach  Voraussetzung  —  die  Producte  der  (n-f-2) 
ersten  Einheiten  <*4 . .  f„_4  bekannt  sind  und  dessen  Tafel  wieder 
die  für  die  Nichtkegelschnittssysteme  charakteristische  Form  hat. 
Das  System  kann  demnach  als  bekannt  angesehen  werden.  Nun 
sind  wieder  die  Glieder  in  et  hinzuzufügen  und  es  handelt  sich 
also  einfach  darum ,  welche  Vielfachen  von  e,  zu  den  bisherigen 
Ausdrücken  für  enet ,  rne3 . . . .  <»4  cn  ,  cs  en  . . .  hinzuzufügen  sind 
und  wie  sich  eni\  und  eien  durch  p4  ausdrücken.  Diese  Be- 
rechnung geschieht  durch  Prüfung  des  associativen  Gesetzes. 

Um  diese  Methode  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  handle 
es  sich  darum,  zu  dem  'ausgearteten}  System 

<*i  0  ei 
0     0  et 

eine  Einheit  eA  hinzuzufügen.  Zunächst  lautet  die  Tafel  all- 
gemein : 

t>{  0  t\  at\ 

0  0  (>t  bei  +  cex 

e%  0  e%  dei-\-fei-{-ge3 

a'e%      b'et  +  c'et      tfet  +  />,  +  <j'e3      Äet+  met . 

Wir  verkürzen  und  finden  das  System  in  e4,  e3,  e4 : 
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0  et  cet 

0         'i  fe%  +  9ei 

ei  j  c'et   r*%+9$U    ke%+le9  +  met 

Die  Systeme  dieser  Art  haben  nun  eine  der  typischen  Formen : 

0  et  et  0  et  et  0  p,  0 
0  e,  c3  0  e,  0  <>3  0 
c4    c,    e,        0    e,  0    0  0 

Die  letztere  derselben  liefert z.  B.  rückwärts  das  System  in  er.  eA: 


0 

*'« 

ae, 

0 

0 

et 

be< 

<\ 

0 

*i 

de, 

6V, 

dV, 

het 

und  die  Prüfung  des  associativen  Gesetzes  giebt 

o^o',    /<  =  a\    fc  =  i'  =  0,    rf»rf'«=0,  =0, 

d.  h.  a  =  1  oder  0 ,  sodass  die  beiden  Systeme  hervorgehen 

<*t  0  e{  e{  (\  0  c,  0 

0  0  et  0  0  0  ef  0 

<',  0  ea  P4  c,  0  c,  0 

p,  0  ct  f,  0  0  0  0 

(die  beide  ausgeartet  sind  . 

In  dieser  Weise  wird  die  Bestimmung  der  Nichtkegel- 
schnittssysteme  bei  passender  Anordnung  leicht  zu  einer  bloss 
mechanischen  Arbeit.  — 

Die  ausgearteten  Systeme,  d.  h.  also  solche,  deren  eine  oder 
beide  Determinanten  identisch  verschwinden,  sind  in  den  bisher 
vorliegenden  deutschen  Abhandlungen  nicht  in  dem  Grade  be- 
rücksichtigt worden,  wie  von  den  englischen  und  amerikanischen 
Mathematikern.  Peirces  ausführliche  oben  citirte  Abhandlung 
ist  in  der  Hauptsache  eben  den  ausgearteten  Systemen  gewidmet. 
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Die  ausgearteten  Systeme  bieten  aueh  Interesse  vom  Ge- 
sichtspunkt der  Theorie  der  Transformationsgruppen  aus.  Wah- 
rend nämlich  die  Deutung  der  regulären  Systeme  nur  einfach- 
transitive Gruppen  in  Beziehung  zu  den  complexen  Zahlen 
bringt,  geben  die  ausgearteten  Systeme  eine  Interpretation 
gewisser  intransitiver  Gruppen  im  Bereiche  der  complexen 
Zahlen.  Um  dies  kurz  zu  erläutern,  seien  et  . .  <\  die  Einheiten 
und 

eiex  —2*  1***e* 

die  Mulliplicationsregeln  eines  Systems.  Die  bisherige  Methode 
ordnete  nun  dem  System  —  von  dem  vorausgesetzt  wird,  dass 
es  associativ  sei  —  die  Gruppen  zu 

und  verlangte  demnach,  dass  diese  die  identische  Transformation 
enthielten ,  wodurch  alle  ausgearteten  Systeme  und  damit  alle 
intransitiven  Gruppen  von  vornherein  ausgeschlossen  waren. 

Wir  bemerken  nun  aber,  dass  auch  die  je  (m-H)  Glei- 
chungen : 

y$ = ^»yo -+- xo'js  +22*  isix^y* 

Gruppen  darstellen,  wovon  man  sich  durch  Verification  über- 
zeugen kann.  Diese  Gruppen  besitzen  die  identische  Transfor- 
mation und  sind  einfach-transitiv  in  dem  Baume  (.'V^ 
resp.  (,y0y,  . .  yn).  Ihnen  gehört  das  Zahlensystem  zu,  welches 
man  erhält,  indem  man  zum  System  (rt  ..  en\  noch  einen  Modul 
c0  hinzugefügt  (sodass  also  exe9  =  r0 ex  =  ex,  cj  =  f0  angenom- 
men wird  .  Hierbei  bleibt  es  ganz  gleichgültig,  ob  das  System 
[et  ..t>n  regulär  oder  ausgeartet  war.  Bei  diesen  beiden  Gruppen 
werden  nun  die  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  j*0  =  Ö  resp.  ;/0  =  0 
(die  offenbar  invariant  bleibt)  transformirt  vermöge  der  Grup- 
pen in  a\  . .  xn  resp.  y4  ..  yn  : 

*# — *t  +22*  *****  ;  y*'*=y*+22  v**x*9»  ■ 
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Diese  beiden  Gruppen  sind  freilich  keine  Parametergruppen. 
Sie  besitzen  die  identische  und  infinitesimale  Transformationen 
und  brauchen  nicht  nothwendig  einfach-transitiv  zu  sein.  Denn 
wenn  das  System  (et  ,.en)  ausgeartet  ist,  so  sind  diese  beiden 
Gruppen  (deren  Transformationen  natürlich  auch  mit  einander 
paarweise  vertauschbar  sind)  intransitiv.  Ihre  infinitesimalen 
Transformationen 

-V sss292i  9#«     ;  yv  —2*2*  i«*v*p* 

lassen  sich  in  derselben  Weise  direct  aus  der  Multiplicationstafel 
der  Einheiten  e{  . .  en  ablesen,  wie  Uberhaupt  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zu  einem  nicht-ausgearteten  Systeme  ge- 
hörigen beiden  einfach-transitiven  Gruppen  aus  der  Multipli- 
cationstafel des  Systems  ohne  weiteres  entnommen  werden 
können. 

Z.  B.  zu  dem  ausgearteten  Zahlensystem 

0  0  0 
0     0  <>t 

sind  die  Gruppen  zugeordnet 

x[  =  J\  +  xK  y3  ,       y[  ==  //,  +  ysoo% 

ai  — +       ,     yl — yt  4-  Vt^% 

=  ^3  +  x*y%  »    yl  *=  y*  +  v*x% 

mit  den  sofort  aus  der  Tafel  zu  entnehmenden  infinitesimalen 
Transformationen 

Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  diese  Deutung  der  ausgearteten 
Zahlensysteme  an  dieser  Stelle  weiter  zu  verfolgen.   Sie  sollte 
nur  zeigen,  dass  auch  die  ausgearteten  Systeme,  indem  sie  ge 
wisse  intransitive  Gruppen  vorstellen,  für  die  Theorie  der 
Transformationsgruppen  von  Bedeutung  sein  können. 

Wie  schon  bemerkt,  hat  Peirce  die  ausgearteten  Systeme 
eingehender  betrachtet.  Die  Systeme  aus  zwei  Einheiten,  deren 
es  fünf  giebt  zu  denen  bekanntlich  zwei  reguläre  hinzutreten^, 
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bat  jedoch  erst  Cayley  l)  vollständig  aufgestellt.  Durch  Hinzu- 
fügung  eines  Moduls  hätte  man  aus  diesen  sieben  Systemen  in 
zwei  Einheiten  ohne  weiteres  die  fünf  nicht  -  ausgearteten 
Systeme  in  drei  Einheiten  ablesen  können,  die  zuerst  von  Stldy 
auf  anderem  (directem)  Wege  bestimmt  wurden.  Die  ausgear- 
teten Systeme  in  drei  Einheiten  sind  u.  W.  noch  nicht  ange- 
geben worden,  wenn  sie  auch  implicite  in  der  STUDY'schen  Auf- 
stellung aller  regulären  Systeme  in  vier  Einheiten  enthalten 
sind.  In  vier  Einheiten  giebt  es  fast  hundert  Typen  ausgear- 
teter Systeme.  Wir  haben  dieselben  sämtlich  berechnet  und 
zwar  nach  der  oben  entwickelten  Methode,  glauben  jedoch  von 
ihrer  Wiedergabe  ihrer  grossen  Zahl  halber  absehen  zu  sollen. 
Wohl  aber  mögen  die  achtzehn  ausgearteten  Systeme  in  drei 
Einheiten,  die  wir  ebenfalls  durch  unsere  Methode  bestimmten 
und  daher  in  etwas  anderer  äusserer  Form  erhalten ,  als  sie  aus 
der  von  Study  gegebenen  Zusammenstellung  der  Systeme  in  vier 
Einheiten  hervorgehen  würden,  hier  Platz  finden2] : 


I. 


7. 


2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

0 

0 

<\ 

0 

0 

<\ 

0 

0 

** 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

*1 

0 

0 

<'* 

0 

0 

*% 

0 

et 

0 

0 

<*i 

0 

0 

0 

0 

8. 

*t 

'l 

0 

9. 

0 

<\, 

<\ 

40. 

*> 

ei 

14. 

u 

*% 

4  2. 

''i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

<'i 

0 

0 

0 

0 

0 

<'i 

0 

0 

*i 

0 

0 

< 

0 

*l 

0 

Ii. 

0 

0 

15. 

0 

<'« 

0 
16. 

*1 

*t 

0 

47. 

'« 

*% 

0 

18. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

<\ 

0 

0 

0 

0 

0 

*% 

0 

0 

P3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I]  Cayley',  On  double  algebra,  Proceed.  of  Lond.  Math.  Soc.  XV 
1883-84),  S.  <85 — 197. 

2)  Aus  diesen  ausgearteten  Systemen  und  den  fünf  nicht  ausgearteten 
gehen  durch  Zufügung  des  Moduls  als  vierte  Einheit  in  der  That  die  von 
Study  bestimmten  S\steme  in  vier  Einheiten  hervor,  womit  eine  Bestätigung 
der  Resultate  Stüdy's  durch  eine  andere  Methode  gewonnen  ist. 
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Kennt  man  alle  ausgearteten  Systeme  in  vier  Einheiten  — 
wie  schon  bemerkt,  haben  wir  sie  sämtlich  berechnet  —  so  ist 
es  leicht,  durch  Hinzufügung  eines  Moduls  alle  regulären  Systeme 
in  fünf  Einheiten  anzugeben.  Sie  sind  im  folgenden  §  zusam- 
mengestellt. 

§7. 

Die  aus  fünf  Einheiten  ableitbaren  Zahlensysteme. 

In  Bezug  auf  die  Anordnung  der  unten  gegebenen  Zusam- 
menstellung aller  regulären  (nicht  ausgearteten)  Zahlensysteme 
in  fünf  Einheiten  et ,  r, ,  e3 ,  eA ,  ?5  muss  Folgendes  bemerkt 
werden. 

Eines  der  Systeme,  das  in  §5  bestimmte,  unten  mit  XXVII. 
bezeichnete,  ist  Kegelschnittssystem.  Alle  übrigen  besitzen  als 
Nichtkegelschnittssysteme  Multiplicationstafeln  von  der  in  §  I 
angegebenen  besonderen  Form.  —  Die  fünfte  Einheit  et  ist  in 
dem  grösseren  Theile  der  Systeme  der  Modul.  In  einer  kleineren 
Anzahl  ist  dagegen  zur  Einheit  e5  eine  andere  Zahl  genommen. 
Ueberall  ist  jedoch  der  Modul  e  noch  besonders  angegeben. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  für  die  Systeme  eine  gewisse 
Zahl  k  ,  die  so  zu  definiren  ist :  Ist  x  eine  allgemeine  Zahl  des 
Systems  und  e  der  Modul,  so  wird  unter  den  Zahlen 

C  f      U.    j     «X      |     *A-     .  •  .  . 

eine  erste,  etwa  ac1,  sein,  die  sich  durch  die  vorhergehenden 
linear  mit  gewöhnlich-complexen  Coefficienten  a,  ..ak  ausdrückt : 

SC*  =  a,  SC* :~  *  -f-  er,  xk  ~*  -f-  •  •  -4-  ctk  t  . 

Die  Potenz  Ä  ist  eben  jene  bemerkenswerthe  Zahl.  Dass  sie  noch 
eine  andere  Bedeutung  besitzt,  ist  von  Study  1  bemerkt  worden. 
Die  Coefficienten  «,  ..  uk  sind  im  Gebiete  der  gewöhnlich-com- 
plexen Zahlen  Functionen  der  in  x  =  xt  e%  -f-  •  •  -j-  x^  c5  auftreten- 
den Zahlen  x{ ,  xt . .  jt5 .  Fasst  man  x  in  vorstehender  Gleichung 
als  gewöhnlich-complexe  Zahl  auf,  so  besitzt  die  Gleichung  /. 
Wurzeln  x:  x^%\  x(*)..xtk\  die  theilweise  oder  ganz  zusam- 
menfallen können.   Die  Gleichung  lüsst  sich  dann  so  schreiben : 


1)  A.  a.  0.  in  d.  Leipz.  Berichten  S.  194. 
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(.c  —  x^)e  [x  —  x(*>ß)     {x  —  x('h)  =  0  , 

wenn  wieder  eine  allgemeine  Zahl  des  Systems  vorstellt.  Die 
Zahl  k  ist  höchstens  =  5  und  kann  gleich  5.  4,3  oder  2  sein.  Hier- 
nach sind  alle  Systeme  in  vier  Schaaren  eingereiht.  Ferner  sind 
in  jeder  Schaar  die  einzelnen  Systeme  wieder  geordnet  nach  der 
Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  xi{\  orW.. 
Es  sei  hier  hervorgehoben,  dass  diese  Anzahl  auch  die  der  ebenen 
Mannigfaltigkeiten  vierter  Stufe  ist,  welche  bei  den  zum  Systeme 
gehörigen  Gruppen  invariant  bleiben. 

Von  den  je  zwei  zu  einander  reeiproken  Systemen  ist  stets 
nur  das  eine  angegeben ,  auch  wenn  sie  sich  nicht  durch  pro- 
jective  Transformation  in  einander  überführen  lassen. 

/,  =  5.  I) 


I. 


II. 


III. 


i-     0     0      0  0 

* 

0     t'     0     0  0 

* 

0    0    e9    0  0 
0     0     0     e,  0 
0     0    0     0  e, 

m 

(a?  —  xte)  [x  —  xte)  [x  —  xtt)  [x  —  ac4c) 

x~  Jf,e)  =  0 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

0    0    0     0    et  j 

0         0     Q    o           ap,«)(a?—  xte){x— ar4«)(jp— ac,«)f=0 

0    0    c3    0    0                * =  e*     <>s     *•     e*  ' 

a    a    a           a         Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
0    o    o    e,   o  . 

reciprok. 

,    et    0    0     0    p3  , 

0     0     0  0 
0     0    ef     0  0 
0    et    f,     0  0 
ooo    e«  o 
0     0     0  <•, 

\r  —               £r4e)  [«—  a:6£j*  =  0 

e  =  e,  +  e4  +  <*5  . 
Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

I]  Die  nachfolgenden  Systeme  sind  mit  aller  bei  so  umfangreicher 
Rechnung  erforderlichen  Sorgfalt  bestimmt  und  von  den  überzähligen  ge- 
säubert worden.  Sollten  sich  doch  noch  Fehler  linden,  was  der  Verf.  nicht 
vermuthet,  so  bittet  derselbe  um  Nachsicht. 
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IV. 

0     0     0     0  i\ 
0     pk    0     0  et 
0     0     e3     0  0 
0     0     0     ex  0 
e,    *4    0     0  e5 

(sc  —  x3  e)  (x  —  xx  e)  (x  —  x5  «)3  =  0 

e  =  *s  4-  eA  +  *8  ■ 
Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

V. 

0    0    0     ef  0 
0     0     0     0  et 
0     0    et    0  <*3 
0     0     c4  0 
0          p,     0  e. 

(x  —  x4  e)*  (x  —  xh  e)3  =  0 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

VI. 

0     0     0     0  (\ 
0     0    e,     0  et 
0     eA    et     0  e3 
0     0     0     e4  0 
<?,    e4          0  e5 

(x  —  xte)  (x  —  x^e)*  =  0 
€  =  f  44-p5  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

VII. 

0     0     0     0  e4 
0     0     0     e{  c4 
0     0     p,     c4  c3 
0     ex    e%    es  eA 

e\     ei     ei     eA  e'o 

[x  —  .r5£)5  =  0 
*  =  ''s  • 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

Ä  =  4. 

VIII. 

0    0    0     0  et 

• 

0     et    0      0  0 
0     0     e3     0  0 
f,    0     0     p4  0 
0     0     0     0  p5 

(x  —  xt  s)  (x  —  x3e)  (x  —  x4e)  [x  —  ar5  tj  =  0 

£  —  Pj  ~ Pj  — 1~  P|  ~T~  • 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 

^4  =  ^5  )     P5  =  ^4  • 
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G.  SCBEFPBRS, 


IX. 


X. 


XI. 


0 
0 
0 
0 

e. 


0 
0 
0 
0 


0 
0 

0 
0 


0 
0 
0 

e. 


0 
0 
0 
0 


0 
0 

0 
0 


0     0  0 


0 
0 
0 
e. 


0 
0 


P3 

0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 

<'« 

0 


0 
0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 
0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XII. 

0 

0 

0 

0 

et 

0 

0 

% 

0 

0 

*l 

0 

u 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

e* 

XIII. 

0 

0 

0 

0 

0 

''3 

*« 

0 

0 

0 

0 

(CC  — £C3f)  (0? — XtB)  (x  —  X5£)*  =  0 

f  =  r3  +  et  +  c5  . 

Corainutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


[x  —  ac,c)     —  cr4e)  {x  —  x^e)*  =  0 

Kann  nicht  in  sein  reciprokes  System 
Ubergeführt  werden. 


[x  —  x3t)  [x  —  xK  e)  x  —  ,r5  e)  *  =  0 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


(sc  —  x««)1  {x  —  ^5fcj4  =  0 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


[x  —  xA  «)*  [x  —  £c5  e)%  =  0 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 

<\  =  ^3  >         —  ''4  j    (*4  =  et  )    ('s  ==  l\  * 
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XIV. 


XV. 


XVI. 


XVII. 


XVIII. 


0 
0 
0 
0 
e. 


0 
0 
0 
0 
em 


0 
0 

0 


0 
0 
0 


(x  —  xAe)  [x  —  xte)3  =  0 

€  =  et  H-  ?5  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


0 

0 

0 

0 

A 

0 

A 

0 

A 

0 

e* 

A 

u 

A 

u 

A 

u 

0 

0 

0 

0 

e* 

r3 

A 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

A 

0 

*3 

<*! 

A 

0 

A 

0 

A 

0 

A 
U 

^* 

A 

A 
U 

*i 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

*l 

0 

«1 

0 

—ei 

0 

*3 

0 

0 

0 

''4 

0 

'i 

** 

0 

'« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ei 

«• 

0 

0 

«« 

0 

0 

0 

ei 

*3 

*1 

^5 

(je  —  cc4  e)  (x  —  a?5£)3  =  0 

€  =  p4  -f-  et  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


(x  —  xK  e)  (x  —  .t5  e)5  =  0 

£  =  et  -f  e>5  . 

Rann  nicht  in  sein  reciprokes  System 
übergeführt  werden. 


(x  —  .r4 «)  (x  —  xt  e)3  =  0 
c  =  eA  +  e&  . 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


(x  —  x^e)*  =  0 
6  =  e5  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 
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G.  SCHEFFERS, 


XIX. 

0     0     0     0  eK 
0     0     i\     0  e, 
0     ex    Pt     ex  e3 
0     0     et     0  p4 

ei      et      P3       ei  65 

[x  —  üc5  «)4  =  0 
e  =  Pi  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

XX. 

ä            /v            yv  #x 

0     0     0  0 
0     0     0  0 
0     0     0     et  e3 
0    0    e%    e3  eK 

U     *1     ^  's 

[X  —  £C5£)*  =  0 

e  =  pb  . 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 

XXI. 

0     0     0     0  e4 
0     0     0     e4  et 

0     0     e,  e, 
0    e4  — C,  p4 

«1      *i      «I       *i  «1 

(x  —  xse)«  =  0 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 
ca  =      P,  . 

XXII. 

0     0     0      0  c, 
0     0     0     e,  c, 
0     0     0     p4  <>3 

0     r   p    p  p 

«I      ri      P3  ^5 

(X  —  X^  €)*  =  0 

c  =  eB  . 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 

k  =  3. 

XXIII. 

0     0     0      0  0 
0     0     pt     0  0 
0     0     e3     0  0 
0     0     r4  0 
0     p%    0      0  f5 

(a?  —  x9s)  (x  —  a?4e)  (ac  —  x^)  =  0 

*  =  u  H-  ^  +  ^  • 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 
i\  =  p^ ,  e%  =  f|  ,  et  =  Pt ,  p4  =  <*,  . 
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XXIV. 

0     0     0     0  p 
0     0     0     0  et 
0    et    ez     0  0 
e,    0     0     eK  0 
0    0    0     0  e, 

(x-  —  .t,£  (ac  —  a?4c)  (sc  —  x^ej  =  0 

£  =  P3  +  ^4  +  • 

Kann  nicht  in  sein  reciprokes  System 
übergeführt  werden. 

XXV. 

0     0     0      0  f 

VF            VF            V              V            C  | 

0    0    0     0  et 
0     0     f,     0  0 
et    et    0     f4  0 
0    0    0     0  <>5 

[x  —  ac,e)  (x  —  <r4e)  x  —  crg«)  =  0 

«  8=8    +  ««  +  *»  ■ 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 

XXVI. 

0     0     e.     0  0 
0     0     0     0  e4 
0     p4    p3     0  0 
0     0     0     et  0 
e,    0     0     0  c5 

;r  —  x3e)  (x  —  a?4c)  (r  —  ;r.£  =0 
«  =  <?a  +  e4  +  eB . 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 

ei  ~  et  ?  et  —  e\  • 

XXVII. 

p     p       p      p  p 

1        1        *3       e4  Pl 
— — ^     ^3  <'t 

• 

(x  —     +  jc6  +  i  V  x\  +  ^  J  +  x\  e) 
(x  —  (x,  4-  ^5  —  /  ^S} -|- xj  +  xj) «) . 

•  (•<'  —  -'s*)  =  o 

Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 
e4  =     e4 ,  c4  =     p,  ,  c3  =     f'3  • 

XXVIII. 

0    0    0     0  e 
0     0     0     0  <>4 
0     0     0     0  e3 
0     0     0     e4  0 

—  .r4£)  (.r  —  t-j-fc)*  =  0 

«  =  f'4  +  ''5  • 
Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
rcciprok. 
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G. 


0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

<-* 

XXIX. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

ei 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

<\ 

0 

XXX. 

o 

0 

0 

0 

*t 

0 

<-« 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

''i 

XXXI. 

0 

0 

0 

0 

'*3 

«■ 

0 

<\ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

'« 

et 

0 

XXXII. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

'l 

0 

*« 

ct 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ei 

0 

0 

0 

''* 

XXXIII. 

0 

0 

0 

(>3 

0 

0 

0 

ei 

0 

'3 

0 

<-5 

[x  —  xt$)  ;r  —  er,«)*  =  0 

Kann  nicht  in  sein  reeiprokes  System 
übergeführt  werden. 


x  —  xxt)  (x  —  .r5f)«  =0 

*  =  <\  +  ch  • 
Kann  nicht  in  sein  reeiprokes  System 
übergeführt  werden. 


(x  —  xtt)  [x  —  jr,«)1  =  0 

Kann  nicht  in  sein  reeiprokes  System 
übergeführt  werden. 


(x  —  x4  e)  [x  —  £r5e)*  =  0 

*  =  e*  +  ''5  • 
Geht  in  sein  reeiprokes  System  über  durch 


(x  —  x4e)  {x  —  j-8e)4  =  0 

Geht  in  sein  reeiprokes  System  über  durch 
f4  =     f ,  • 
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0 

0 

0 

0 

ei 

0 

0 

0 

0 

** 

XXXIV. 

0 

0 

(1 

0 

0 

0 

''. 

u 

0 

• 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XX  XV. 

0 

0 

0 

'•. 

'  0 

1 

0 

<', 

% 

** 

''4 

*% 

0 

0 

0 

0 

''. 

0 

0 

*1 

XXXVI. 

0 

0 

*t 

0 

1 

0 

e, 

0 

0 

''. 

'** 

'1 

'•. 

0 

0 

0 

0 

0 

1» 

0 

Ü 

XXXVII. 

0 

0 

'l 

0 

0 

0 

0 

'•. 

<*. 

'\ 

*1 

*i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XXXVIII. 

0 

0 

0 

0 

''3 

0 

0 

0 

''. 

*1 

** 

(>4 

Commutaliv  und  daher  zu  sich  selbst 
reoiprok. 


Commutaliv  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


f  =  e.  . 

P 

Cominulativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


f  =  e.  . 


Commutaliv  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


(.r  —  <r,e)*  =  0 
c  =  . 

Gommulativ  und  daher  zu  sieh  selbst 
reciprok. 


M.ith.-ph3ra.  (.lasse  ivy.t. 


30 
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G.  ScHKFKFRS, 


XXX IX. 


XL. 


XU. 


0 

0 

0 

0  f, 

0 

o 

0 

0  e, 

1) 

0 

0 

o 

'•<*, 

'i 

''.1 

'•l  '', 

1. 

0 

0 

0 

0  <• 

0 

0 

0 

0 

0 

1)  - 

''t  v 

''3 

f  1' 

o 

0 

0 

0  e, 

0 

0 

0 

0  r, 

0 

0 

0 

'•, 

0 

0 

<'t 

''l 

'•i 

'', 

0 

0 

0 

0 

•'•  -  •<•.<;•  =  o 

f  =  e.  . 

K;inn  nirht  in  seiu  reciprokes  System 
Übergeführt  werden. 


(Jehl  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


(£C  —  JT,«)3  =  0 


5  • 


Gehl  in  sein  reciprokes  System  tlber  durch 


0  0 


0 


XLII.     0  0      0  /.<•,-{-<',  c, 
0  0        c,  f, 


fj  .    rf  ,  e4  e, 


*   -  r.  . 


XÜ1I. 


** 

''3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

'i 

0 

/.,, 

0 

0 

''3 

0 

0 

0 

'*» 

''. 

<*3 

''5 

Gehl  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


[x  —  X%  e  f  =  0 


t  —  c 


5  • 


Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 
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XUV. 


XLV. 


XLVI. 


XLYII. 


XLVIII. 


0  0 
0  0 


0 


f. 


0   —et  0 


0 
0 
e. 


0 

f. 


0  -ry  ex 


0     0  0 


0 

0 

0 

0 

'}. 

() 

*\ 

0 

0 

1) 

0 

''« 

•« 

c. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

o 

«1 

0 

0 

0 

0 

0 

o  . 

''4 

;  f| 

'\i 

'', 

0 

0 

0 

0 

'', 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«1 

0 

0 

0 

''l 

''4 

'V. 

**- 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

** 

0 

— e 

. 

0 

«4] 

'« 

[oj  —  acB  e] 3  =  0 


£  =  <\ 


Geht  in  sein  reciprokes  System  Über  durch 


e3  —      f*3  • 


[x  —  sc5f)3  =  0 
«  =  p.  . 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


f,3  —  f\  i   p4  —  f i  • 


£  =  c,  . 


Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


(.r  —  srBt)3  =  0 


s  • 


Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


p  —  p  p 

*3           1  4  1  '4 


3  * 


I 


(x  —  X^t)*  as  0 
£  =  Pa  . 

Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


30' 
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G.  SCRF.FFERS, 


XLIX. 


0 
0 
0 
0 


0 
0 

0 


0 
0 
0 

e. 


0 


0 
0 


t  =  c5  . 

Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


lii. 


Uli, 


0 
0 
0 

c, 


0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
e. 


0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0     0  0 


0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 


0  0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 
0 


II 

0 
0 


0 
0 


0  —e{  0 


'•«  'l  *i 


0 


r. 


0 


fr  =  2. 


0 

0  c4  i 

0  e ,  | 

f.  0 


(.7-  —  flp4e)  (./•  —  .rr>f)  =  0 
Geht  in  sein  reciprokes  System  über  durch 


(./•  —  ^rv,  t'i  (a*  —  .r.f  =  0 
Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


(x  —        [x  —  x.at  =0 
*  =  e*  +  <'r.  ' 

Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


(.r  —  .r5«)4  s=  0 
f  =  c6  . 

Geht  in  sein  reciprokes  System  Uber  durch 


i 


ft  mm  t%  . 
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MV. 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

o 

''i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

<\ 

P2 

—  .T.f)1  =  0 

Commutativ  und  daher  zu  sich  selbst 
reciprok. 


Bemerkt  werden  muss,  dass  von  den  T>pen,  welche  noch 
einen  willkürlichen  Parameter  enthalten,  wie  XXXIX,  XÜII  und 
XL\  II ,  die  commutativen  besonders  aufgeführt  worden  sind. 
Auch  musstc  aus  der  Schaar  der  Systeme  XLVII  das  Svstem 
Ä  =  —  \  besonders  angeführt  werden  (unter  Uli),  da  es  ein 
besonderes  Verhalten  zeigt.  — 

Ks  ist  sicher,  dass  man  aus  der  Aufstellung  der  Systeme  in 
fünf  Einheilen  ebenso  wie  aus  der  früheren  aller  Kegelschnitts- 
s\  steine  in  acht  Einheilen  mannigfache  weitere  Folgerungen  zu 
ziehen  vermag.  Lehrt  doch  schon  ein  Blick  in  die  Sti  m'sche 
Abhandlung  »Complexe  Zahlen  und  Transformationsgruppen« , 
welch'  bequemes  llülfsmitlel  das  Rechnen  mit  höheren  com- 
plexen  Zahlen  namentlich  für  gewisse  gruppcnthcorelische 
Forschungen  ist.  Jedoch  ein  Kingehen  auf  die  Anwendungen 
unserer  Resultate  liegt  ausserhalb  des  Rahmens  dieser  Abhand- 
lung und  möge  späteren  Arbeiten  vorbehalten  werden. 

Nur  das  Kine  wollen  wir  schliesslich  noch  ausdrücklich  be- 
merken, dass  mit  dieser  Aufstellung  das  Problem  der  LiB'schen 
Theorie  der  Transformatiotisgruppcn  erledigt  ist:  Alle  Typen 
von  Paaren  retiproker  einfach  transitiver  prnjectiver  Gruppen  in 
einem  Gebiete  fünfter  Stufe  anzugeben*). 

i)  Um  den  Literaturnachweisen  möglichste  Vollstand  igkeit  zugehen, 
erwähnt  der  Verf.  noch  zwei  Abhandlungen,  zunächst  die  bekannte  von 
Scnrn,  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupleinheiten  gebildeten  complexen  Zahlen, 
Math.  Annalen  XXXIII  (1888)  S.  49—60  und  dann:  Wey»,  Note  sur  In 
Ihtorie  des  quantitis  cotnple.ves  formees  avec  n  unites  principales,  Bullet,  des 
Sc.  math.  XI  (1887),  1.  part.,  S.  205—21.1. 

Da  sich  beide  Abhandlungen  nicht  mit  dem.  Problem  der  Berechnung 
der  Systeme  beschäftigen,  ergab  sich  bisher  kein  Anlass ,  sie  zu  citiren. 
Das  Gewicht  der  ersteren  Arbeit  liegt  in  ihren  gruppenlheorelischen,  das 
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Jahrg.  1890,  No.  1—13. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oesterreichischen  Touristen- 
Club.  Jahrg.  1.  Wien  1889. 

Belgien. 

Annales  de  la  Socicte  Entomologique  de  Belgique.  T.  32.  33.  Bruxelles 
1888—89. 

Annales  de  la  Socicte  R.  Malacologique  de  Belgique.  T.  11  (II.  Ser.  T.  1) 
-14.  15,  Fase.  I.  T.  16—21  (IV.  Ser.  T.  1).  22.  23.  Bruxelles  1876 
—  1888.  —  Proces-verbaux  T.  17  (1888),  S.  73—124.  T.  18  (1889), 

5.  1—132. 

Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Vidcnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aarel  1889,  No.  2.  3.  1890,  No.  1.2.    Kjobcnhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Histor.  og  philos.  Afd. 

6.  Rffikke.  Bd.  1,No.  1.  Bd. 2,  No.6.  Bd.  3,  No.1.  Kjobcnhavn  1889.  90. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvid.  og  mathe- 

mat.  Afd.  6.  Raekke.  Bd.  5,  No.  1—3.  Bd.  6,  No.  1.  Bd.  7,  No.  i.|2. 

Kjobenhavn  1889.  90. 
Aktstykker  og  Oplysinger  til  Rigsraadets  og  Stsendermedernes  Historie  i 

Kristian  IV's  tid.  l'dg.  ved  Kr.  Erslev.  Bd.  1—3.  Kjobcnhavn  1883 

—90. 

Llbri  memoriales  Capituli  Lundensis.  Paa  ny  udgivno  ved  C.  Wecke.  Hefle2. 
Kjobcnhavn  1889. 

England. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  7,  P.  1.  2. 
Cambridge  189«. 

Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  III.  Vol.  1,  Nr.  2.  3.  Dublin 
1889.  90. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  29,  P.  12.  13.  Dublin 
1889.  90. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  Vol.  6,  P.  7—9.  Dublin 
1889.  90. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  15.  16.  17,  No.  1 — 5. 
Edinburgh  1889.  90. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  33,  P.  3.  Vol.  35.  P.  1— 4. 

Edinburgh  1888 — 90. 
Proceedings  of  the  R.  Physical  Society.   Vol.  10,  P.  1  (Session  1888/89). 

Edinburgh  1889. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society.  Vol.  4 
(Session  1889/90;.  Liverpool  1890. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  12,  P.  3  (No.  83). 
London  1889. 

Royal  Institution  of  Great  Britain.  List  of  the  members  18S9.  London,  July 
1889. 
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Catalogue  of  Oriental  coins  in  the  British  Museom.  Vol.  9  (Additions  to  the 
Oriental  collection  1876—1888.  P.l:  Additions  to  Vol.  1— 4).  London 
1889. 

Proceedings  of  tho  R.  Society  of  London.  Vol.  XLV1 ,  No.  88*.  5.  Vol. 
XLVII,  No.  286—291.  Vol.  XLV11I,  No.  892—294.  London  1889.  90. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  1889. 
Vol.  180,  A.  B.  London  1890.  —  The  R.  Society  (List  of  the  members} 
30th  N0V.  1889. 

Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  49,  P.  2.  London  1890. 
Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  20,  No.  359—369. 

Vol.  21,  No.  370—390.  London  1889.  90. 
Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  ils  Transactions  and 

Proceedings.  Ser.  II.  1889,  P.  6a.  1890,  P.  1—6.  London  1890. 

Report  on  the  scientific  results  of  the  exploring  voyagc  of  H.  M.  S.  Chal- 
lenger,  1873 — 76.  Physics  and  chemistry,  Vol.  2.  London  1889. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of 
Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  3.  Manchester  189«. 

Frankreich. 

Memoires  de  la  Societe  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
III.  Serie.  T.  4  et  Append.  {Rayet,  Observations  pluviometriques. 
Juin  1887  — Mai  1888).  T.  5  Cahier  1  et  Append.  (Rayet,  Observations 
pluviometriques,  Juin  1888— Mai  1889).  Paris  1888.  89. 

Travaux  et  Memoires  des  facultes  de  Lille.  T.  1,  No.  1—3.  Lille  1889. 

Bulletin  des  seances  de  la  Societe  des  sciences  de  Nancv.  Annee  2  (1890;, 
No.  3—5. 

Journal  de  TEcole  polytechnique ,  publ.  p.  1c  Conseil  d'instruction  de 
cet  etablisseroent.  Cah.  59.  Paris  1889. 

L'Institut  de  France.  Lois,  Statuts  et  reglements  concernant  les  anciennes 
Acaderoies  et  l'Institut  de  1635  a  1889.  Tableau  des  fondations.  Col- 
lection publ.  p.  L'Aucoc.  Paris  1889. 

Bulletin  de  la  Societe  mathörnatique  de  France.  T.  17,  No.  6.  T.  18, 
No.  1—4.  Paris  1889.  90. 

C.ongres  international  de  bibliographie  des  sciences  mathematiques,  tenu  ä 
Paris  1889.  Proccs  verbal  sommaire.  Paris  1889. 

Griechenland. 

Miltheilungen  des  Kaiserl.  Deutschen  Archäologischen  Instituts,  Athenische 
Abtheilung.  Bd.  15,  H.  1—3.  Athen  1890. 

Furtwiingler,  A.,  u.  G.  Löschke,  Mykenische  Thongeflissc.  Im  Auftrag  des 
Kaiserl.  Deutschen  Archüol.  Instituts  in  Athen  herausgeg.  Berlin  1 879. 

Furtwiingler,  A„  u.  G.  Löschke,  Mykenische  Vasen.  Im  Auftrag  des  Kaiserl. 
Deutschen  Archaol.  Instituts  in  Athen  herausgeg.  M.  einem  Atlas. 
Berlin  1886. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam, 
voor 1889. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Natuurkunde. 
Deel  XXVII.  Amsterdam  1890. 


Digitized  by  Google 


Verstoßen  en  Metledeclingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Reeks,  Deel6.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  III.Reeks,  DeclG. 
7.  Amsterdam  4  889.  90. 

Oppeni  aaij,  Hud.f  Carmen  elegiacum  Amor  in  certaminelloeufftiano  praemio 

aureo  ornatum.  Amstelod.  4  890. 
Programma  certaminis  poetici  ab  Acad.  R.  disciplioarum  Nederlandica  ex 

legato  HoeufTtiano  in  annum  1891  indicti.  Amstelod.  1890. 

Annales  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Delft.  T.  5,  Livr.  3.  4.  T.  6,  Livr.  1. 
Leide  1890. 

Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaarden  Godsdienst, 
uitgeg.  door  Teylers  Godgeleerd  Gcnootschap.  N.  Ser.  Deel  12. 
Haar  lern  1890. 

Archives  nöerlandaises  des  sciences  exaetes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociöte  Hollandaise  des  sciences  ä  Hadem.  T.  24,  Livr.  4—8. 
Harlem  1890. 

Archives  du  Musec  Teyler.  Ser.  IL  Vol.  3,  P.  i.  Harlem  1890. 

Fondation  Tcylcr.  Catalogue  de  la  bibliotheque,  dressä  p.  C.  Ekama.  Vol.  II, 

Livr.  1—3.  Harlem  1889.  90. 
Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsclie 

Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  1888/89.  Leiden  1889. 
Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Nederl. 

•Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handclingen  van  1889.  Leiden 

1S89. 

Tijdschrift  voor  Nederlandsclie  taal-  en  letterkunde,  uitgeg.  vanwege  de 
Maatsch.  der  Nederl.  Letterkunde.  Jaarg.  9  (N.  R.  4),  Afl.  4—4. 
Leiden  1890. 

Annalen  der  Sternwarte  in  Leiden,  hsg.  v«  H.  G.  van  de  Sande  Bakhuyzen. 
Bd.  5.  6.  Haag  1890. 

Verslag  van  den  Staat  der  Sterrenwacht  te  Leiden,  door  H.  G.  van  de  Sande 
Bakhuyzen.  1886—88;  1888—1889.  Leiden  1888.  89. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  sectiö-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  Utrechtsch  Gcnootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  d.  25.  Juni  4  889. 
Utrecht  1889. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Socieie  des  arts  et  des  sciences 
etablie  a  Utrecht,  1890. 

Verslag  van  het  verhandelde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehouden  d.  25. 
Juni  1889.  Utrecht  1889. 

Bemmclen,  J.  F.  van,  De  erfelijkheid  van  verworven  cigenschappen.  Uit- 
geg. d.  het  Prov.  Utrechtsch  Gcnootsch.  v.  kunsten  en  wetensch. 
sGravenhagc  4  890. 

Vervolg  benevens  wijzigingen  en  toevoegsels  op  den  Catalogus  d.  archaeol. 
verzameling  van  het  Prov.  Utrechtsch  Gcnootsch.  v.  kunsten  en 
wetensch.  Utrecht  4  890. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  42.  Utrecht  1889. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.Sor.  55.  56. 
Utrecht  1890. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hooge- 
school.  IV.  Reeks.  I,  1.  Utrecht  1890. 


Italien. 


Bolletlino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  96 

(1889)  e  lndici  foglio  1—9.  No.  97  (1890)  —119.  Firenze  1889.  90. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche governative  del  regno  d'Italia.  Vol.  4,  No.  4 — 6.  Vol.  5, 
No.  1 — 3.  Roma  1889.  90. 

Galilei,  Galileo,  Opere.  Ediziono  nazionale  sotto  gli  auspicii  di  S.  M.  il  Re 
d'Italia.  Vol.  I.  Firenze  1890. 

Bollettino  della  Societä  italiana  dei  Microscopisti.  Vol.  1,  Fase.  3.  Aci- 
reale  1890. 

Pubblicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfezionamenlo 
in  Firenze.  Sezione  di  filosofia  e  filologia:  Donati,  G.,  Maestri  e 
Scolari  nell'  India  brahmanica.  Firenze  1888.  —  Sezione  di  medicina 
e  ebirurgia  e  scuola  di  farmacia  \  Arcbivio  della  scuola  d'analomia 
patologica.  Vol.  3.  4.  Firenze  1885.  86.  —  Sezione  di  scienze  fisiche 
e  natural» :  Fano,  G.,  Saggio  sperimentale  sul  meccanismo  dei  movi- 
menti  volontari  nella  testuggine  palustre.  Firenze  1884.  Magriui,  Fr., 
Osservazioni  continue  della  elettricitü  atmosferica  fatte  a  Firenze 
1883 — 1886.  Firenze  1888.  Pasqualini,  L.,  cd  A.  Haiti,  Osservazioni 
continue  della  elettricitä  atmosf.  fattc  a  Firenze  nel  1884.  Seeonda 
memoria.    Firenze  1885. 

Alti  della  Fondazione  scientifiea  Cagnola  dalla  sua  instituzionc  in  poi.  Vol.  8 
(1882—88).  9  (1889).  Milano  1888.  90. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere  e 
seienzo  morali  e  polit.  Vol.  17  (Ser.  III ,  Vol.  8),  Fase.  2.  Vol.  18 
:Ser.  III,  Vol.  9),  Fase.  2.  Milano  1890. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  21.  22. 
Milano  1888.  89. 

Rendiconti  del  Cireolo  malematico  di  Palermo.  T.  3   1889),  Fase.  6.  T.  4 

(1890)  ,  Fase.  1—6.  Palermo  1889 — 90.  —  Annuario  1890.  Palermo d.  J. 

Alti  e  Rendiconti  della  Accademia  medico-ebirurgica  di  Perugia.  Vol.  2, 
Fase.  1 — 3.  Perugia  1890. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Della  Serie  Vol.  12  (Scienze 
Iis.  e  mal.,  Vol.  f.  .  Pisa  1889. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  nalurali,  residente  in  Pisa.  Memorie 
Vol.  10.  Pisa  1889. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  nalurali  residente  in  Pisa. 
Vol.  6,  adunanza  del  7.  Luglio  1889.  Vol.  7,  adun.  del  17.  Nov.  1889, 
19.  Genn.,  2.  Marzo,  4.  Maggio  1890. 

Atti  della  R.  Accademia  de'  I.incei.  Serie  IV.  Memorie  della  Classe  di  scienze 
tisiclie,  matem. e nalurali.  Vol.  5.  Roma  1888.  —  Rendiconti.  Vol.  5, 
II.  Sem.,  Fase.  6 — 13.  Vol.  6,  I.  Sem.,  Fase.  1 — 12.  II.  Sem.,  Fase. 
1—9.  Roma  1889.  1890. 

Mitthciluugen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologischen  Instituts.  Römische 
Abtheilung  Rullettino  delf  Imp.  Istituto  Archeologico  Germanico. 
Sezione  Romana  .  Bd.  4,  II.  4.  Bd.  5,  H.  1.  2.  Rom  1889.  90. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Siena.  Ser.  IV.  Vol.  1,  Fase. 

10.  Vol.  8,  Fase.  4—8.  Siena  1889.  90. 
Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  25,  Disp.  1  —  15. 

Torino  18S9.  90. 
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Ileiiiorie  dclla  R.  Aeeademia  delle  scienze  di  Torino.  Serie  II.  T.  40.  Torino 
1890. 

Orvservazioni  metcorologicho  falle  nell' anno  1888  all'  Osscrvatorio  della  R. 

Vniversilä  di  Torinn;  nell'  anno  1881».  Torino  1890. 
Alti  dcl  R.  Istitulo  Vencto  di  scienze,  lellere  ed  arti.  Ser.  VI.  T.  7,  Disp. 

a —  ( o.  Ser.  VII.  T.  1.  Disp.  1 — 9.  Venezia  1888—90. 

Tenii  di  premio  proelamali  dal  R.  Istituto  Venelo  di  scienze,  lellere  ed  arli 
nella  solenne  adunanza  del  2".  maggio  1890. 

R  n  s  s  l  a  n  d . 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat.  Bd.  5,  S.  1 5.1-208 
Dorpat  1889.  90). 

Schriften  hsg.  v.  d.  Naturforseher-Oesellschaft  hei  d.  Llni\ers.  Dorpat.  Bd.  r» 
[Weihrauch,  A\,  Fortsetzung  der  Neuen  Untersuchungen  Uber  die 
Bessel'sche  Formel  und  deren  Verwendung  in  d.  Meteorologie). 
Dorpat  1890. 

Bidrag  tili  kannedom  af  l'inlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finska  Vetcnskabs- 

Soeieteten.  Haftet  18.  Helsingfors  1889. 
(»fversigt  af  Finska  Velenskabs -Socieletens  Förhandlingar.   31  (1888—89). 

ilelsingfors  1889. 

Foiinia.  Bulletins  de  In  Sncirte  de  geographie  linlandaise.  IL  III.  Hel- 
singfors 1890. 

Journal  de  la  Societe  finno-ougrienne.  Suomalais-ugrilaisen  Seuran  Aika- 
kauskirja.  T.  8.  Ilelsingissa  1890. 

Memoires  de  la  Societe  finno-ougrienne.  I  (  Wikhtnd,  K.  Ii.,  I.ule-Iappisches 
Wörterbuch,.  Ilelsingissa  1890. 

Üniversitetskija  Izvestija.  God  29  '1889\  So.  11.  12.  God  30  1890).  No. 
1—10.  Kiev  1889.  90. 

Bulletin  de  la  Societe  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annee  1889, 
No.  3.  4.  1890,  No.  1.  2.  Moscou  1890. 

Meleornlo^isrhe  Beobachtungen,  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landwirthschnftlichen  Akademie  zu  Moskau.  1889,  1.  Hälfte  (Bei- 
lage z.  Bulletin  de  In  Soc.  Imp.  des  Natural,  de  Moscou,  II.  Serie. 
T.  3;.  Moskau  1890. 

Bulletin  de  l'Aeademic  Imperiale  des  sciences  de  St.- Petersbourg. 
Nouv.  Serie.  T.  1.  No.  3.  4.  St. -Petersbourg  1890. 

Metnoires  de  l  Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.- Petersbourg. 
VII.  Serie.  T.  37,  No.  2—13.  T.  38,  No.  1.  St. -Petersbourg  1889.  90. 

Reperlorium  f.  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Kais.  Akad.  d.  Wiss.,  red.  v.  H.  Wild. 
Bd.  12.  13.  St.-Petersburg  18S9.  90. 

.Annalen  d.  physikalischen  Centralubservatoriums ,  herausg.  vnn  II.  Wild. 
Jahrg.  1SSS,  Tb.  1.  2.  1889,  Tb.  1.  St.-Petersburg  1889.  90. 

Acta  Ilorti  Petropolitani.  T.  11,  Fase.  1.  Petropoli  1890. 

Trudy  S.-Peterburgskago  Obsccstva  estestvoispytatelcj.  T.  19,  Otdeleme 
botan.  T.  20,  Vvp. ...  T.  20,  Ohlei,  geol.  i  mineral.  T.  20,  Ohlei,  bolan. 
T.  20.  Ohlei,  zool.  i  liziol.,  Vyp.  1.  T.  21.  Ohlei,  zool.  i  fizio].,  Vyp.  1. 
S.-P'-Ierburg  1SH8 — 90. 

Ohozrenie  prepodavanija  nauk  v  Imp.  S.-IVlerburgsk.  Universitete  na 
vesennee  polugndie  1889  goda ;  na  ves.  polug.  1890;  ua  osennee 
i  ves.  polug.  1890 '91  goda.  S. -Peterburg  1888.  90. 

1890.  2 


Oteet  o  sostojanii  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta  za  1888  god;  za  1889 

god.  S. -Peterburg  1889.  90. 
Protokolv  zasedanij  soveta  Inip.  S.-Peterburgsk.  Universitcl«.  Nu.  38—41. 

S.-Petcrburg  1888—90. 
Zapiski  istoriko-philologieeskago  Fakultela  Imp.  S.-Peterburgsk.  I  niversi- 

tela.  Gast  17.  18.  19,  i.  2.  22.  23.  S.-Peterburg  1888—90. 

Prolozcnic  Svoda  zakonov  Rossijskoj  Imperii.  Po  31.  dekabrja  1888  godu. 

S.-Peterburg  1889. 
I  stav  o  obezpecenii  narodnago  prodovolslvija.  T.  13.  Izdanic  1889  goda. 

S.-Peterburg  ^1889). 
Observation*  de  Poulkova,  publ.  p.O.Slruve.  Vol.  8.  St.  Pelersbourg  1889. 

l.indetnann.  Ed.,  Pholometrisehe Bestimmung  der  Grossenclassen  der  Bonner 
Durchmusterung  Supplement  II  au\  Observation»  de  Poulkova). 
St. -Petersburg  1889. 

Struve,  0.,  Sammlung  d.  Beobachtungen  von  Sternbedeckungen  während 
der  totalen  Mondfinsterniss  1888  Jan.  «8.  St.  Petersburg  1889.  — 
Struve,  0. ,  Tabulae  quantitatum  Bcsselianarum  pro  annis  1890  ad 
1894  compulatae.  Petropoli  1889. 

Arbeiten  des  Naturforscher-Vereins  zu  Kiga.  N.  F.,  II.  6.  Riga  1889. 
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SITZUNG  VOM  13.  JANUAR  1890. 


Friedrich  Schur,  Beweis  für  die  Darstellbarkcit  der  infini- 
tesimalen Transformationen  aller  transitiven  endlichen  Gruppen 
durch  Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen.  Vorgelegt 
von  Herrn  Sghbibner. 

In  den  folgenden  Zeilen  will  ich  beweisen,  dass  die  Com- 
ponenten  der  infinitesimalen  Transformationen  jeder  endlichen 
transitiven  Transformationsgruppe  sich  bei  Einführung  geeigneter 
Veränderlicher  als  Quotienten  beständig  convergenter  Potenz- 
reihen darstellen  lassen,  dass  diese  Functionen  also,  welehe  bei 
allen  Untersuchungen  UberTransformationsgruppen  als  Ausgangs- 
punkt dienen  müssen  und  die  bisher,  sofern  es  sich  nicht  um 
specielle  Gruppen  handelte,  nur  durch  Functionenelemente  de- 
finirt  waren,  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  im  Allgemeinen 
eindeutig  gegeben  sind.  Es  beruht  dieser  Beweis  auf  derjenigen 
analytischen  Darstellung  der  Componcntcn  der  infinitesimalen 
Transformationen  der  Parametergruppe,  welche  ich  am  6.  Mai 
1889  die  Ehre  hatte  der  Gesollschaft  vorzulegen  und  in  den 
Mathematischen  Annalen  ausführlich  begründet  habe1).  Der 
Umstand  nämlich,  dass  die  Coefficicnten  der  dort  aufgestellten 
beschränkt  convergenten  Potenzreihen  sich  durch  die  Bernoulli- 
schen  Zahlen  ausdrücken  lassen,  worauf  Herr  Scheibnbr  die  Güte 
hatte  mieh  aufmerksam  zu  machen,  führte  mich  darauf,  dass 
diese  Potenzreihen  gewissen  linearen  Gleichungen  genügen,  deren 
Coefficienten  als  Sinus-  und  Cosinus -Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen  betrachtet  werden  können  und  beständig  con- 
vergente  Potenzreihen  sind.  Für  die  Parametergruppen  oder  die 
einfach  transitiven  Gruppen  war  hiermit  der  Beweis  explicite 


4)  F.  Schur,  Neue  Begründung  der  Theorie  dor  endlichen  Trans- 
formationsgruppen, Math.  Ann.  Bd.  35. 

Math.-phy«.  Cluie  1890.  \ 


2  Friedrich  Schi  r, 

erbracht.  Was  nun  die  transitiven  Gruppen  überhaupt  betrifft, 
so  gelang  es  mir,  die  Componenten  ihrer  infinitesimalen  Trans- 
formationen rational ')  durch  die  der  zugehörigen  Parameter- 
gruppe auszudrücken,  sodass  auch  für  diese  meine  Behauptung 
bewiesen  ist.  Ob  dieselbe  auch  für  die  intransitiven  Gruppen 
gilt,  ist  mir  noch  nicht  gelungen  zu  entscheiden.  Für  diese 
Gruppen  fehlt  eben  noch  eine  ahnliche  explicite  Darstellung 
ihrer  infinitesimalen  Transformationen;  dieselbe  kann  füglich 
nur  erwartet  werden,  sobald  es  gelungen  sein  wird,  alle  Unter- 
gruppen einer  Gruppe  analytisch  auszudrücken. 

I.  Der  von  mir  gegebenen  analytischen  Darstellung  der 
Componenten  der  infinitesimalen  Transformationen  der  Parameter- 
gruppe kann  man  durch  Einführung  gewisser  ganzer  Functionen 
eine  sehr  einfache  Form  geben.  Setzt  man  nümlich: 

»  b.b,  b„b2  l\„_,  b,„_„l\„   b,   6,       b„,        a,  b' 

fo;  **■     &m;  v  v-         =  2,    ,  r) 

so  wird : 


(2) 
wo 


<r  '        a.b  1  ^   m    a,b  ' 
^i  ==       5T>      —  j  ^  '  ^*ff+i  (> 


und 

(3)  (27+  «)/.«.,,  =  —  (Mif-t  +  Vi*-4  H  r-^-t^i)  • 

Hieraus  geht  hervor,  dass: 

Denn  setzt  man: 

(•1)  /•(•'•)  =  f  «•'"  (y)  =  '  +  JV*r<"' , 

so  genügt  f(cr\  der  Differentialgleichung: 

(ei        </w+*n«) . 

I)  Es  folgt  hieraus,  dass  das  Theorem  8i  der  Theorie  der  Trans- 
forinationsgruppen  von  Herrn  Lie  einer  wesentlichen  Reductiou  fähig  ist. 
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woraus  leicht  folgt,  dass  i/s  an  —  und  dass  die  ptq  ebenfalls 
der  Recursionsformel  [3]  genügen;  es  ist  also       =  X 

Die  ganzen  homogenen  Functionen  U  ™^  gentigen  nun  den 
folgenden  Identitäten : 

r 

welche  sie  als  gewisse  Analoga  der  Polenz  xm  erscheinen  lassen. 
Bedenken  wir  daher,  dass : 

"  !'  +      )'+  5i  (f )'  +  ',('+  >;■■'■  +  >-.-'■  +  •••) . 

.-ei  •  ••. 

und  setzen : 

w  -!  w  +  ji"t,  «c = + i- «? » = 

c=  1  c—  1 

so  findet  man  leicht,  dass  diese  Functionen  durch  die  folgenden 
Gleichungen  verknüpft  sind : 

r 

«i  JSVÜM^M  =  yiM. 

t>=l 

Da  nun  die  Function  ll'^,  wenn  man  in  derselben  alle  c£  fe 

durch  die  obere  Grenze  der  absoluten  Betrüge  aller  dieser 
Grössen,  ersetzt,  in : 

9»f*,-<(ll|+fltH  h«r)m 
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4  Friedrich  Schür, 

übergeht,  so  ist  klar,  dass  die  Functionen  y£  [«)  und  a ^{u)  durch 

beständig  convergenle  Potenzreihen  dargestellt  sind.  Hallen 
wir  nun  in  den  Gleichungen  (1  i)  etwa  a  fest  und  geben  dem  c 

alle  Werthe  von  \  bis  r ,  so  erhalten  Avir  ftlr  die  r*  in)  ein  System 

von  r  linearen  Gleichungen  mit  nicht  identisch  verschwindender 
Determinante.  Die  Gleichungen  (12}  enthalten  demnach  den 
vollständigen  Beweis  dafür,  dass  die  Componenten  der  infinitesi- 
malen Transformationen  jeder  Parameter  (puppe,  sobald  dieselben 
in  ihrer  kanonischen  Form  vorgelegt  sind,  sich  als  Quotienten  be- 
ständig convergenter  Potenzreihen  darstellen  lassen. 

II.  Um  nun  die  in  der  Einleitung  gemeinte  Reduction  der 
Componenten  der  infinitesimalen  Transformalionen  irgend  einer 
transitiven  Gruppe  auf  die  der  zugehörigen  Parametergruppe 
zu  erhalten,  gehen  wir  von  denjenigen  Voraussetzungen  aus, 
welche  ich  in  §  6  meiner  o.  a.  Annalenarbeit  gemacht  habe. 
Es  möge  also  unsere  Gruppe  eine  (r  —  ft)-gliedrige  Untergruppe 
enthalten,  welche  entsteht,  wenn  man  u,  =  u%  —  •  •  •  =  un  =  0 
setzt,  es  sei  also: 

(13)  1,«-°. 

sobald  und  l>  und  c^>n;  diese  Untergruppe  enthalte  ausser- 
dem keine  in  der  r-gliedrigen  invariante  Untergruppe,  oder  die 
Gleichungen  (XIV.)  a.  a.  0.  mögen  nicht  erfüllbar  sein.  Dann, 
behaupte  ich,  ist  durch  die  Gleichungen  . 

(*  *)  ' ' "  *»' 0  * "  *  °-  '/  (M :  -  ' «  ^fi 0  *  *  0))  =  0 

eine  r-gliedrige  transitive  Transformationsgruppe  des  Raumes 
von  n  Dimensionen  dargestellt,  wo  die  Functionen  rpa{u;v)  die 

endlichen  Transformationen  der  Parametergruppe  in  ihrer  kano- 
nischen Form  darstellen  mögen. 

Setzen  wir  nämlich: 
(4  5)  tra(a\  •  •  •  xn0  •  •  0;  y       -  xt  .rn  0  ...  0))  =  wa, 

so  folgt: 
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(16)  </>fl(a;/..-.Tn'0..0;  u)  =  ya(0-  Own+i  -wr;  x{-xu0--0) 

(a  =  1,2,  ...  r) 

und  hieraus: 

(17)  xa'  =  ya(0      0MWt      iiy;  y(r4  •  •  •  .rn  0  ..  0;  —  w))  , 

(a  =  1r2,  ...») 

!|8?    0  =  </a(0  •  •  0/rn+1  •  •  •  w>;  p(ac(  ■  •  •  xn0  •  •  0;  —  »))  , 

((i  =  n-f  I,...,  r 

welche  die  Gleichungen   i  4)  ersetzen  können. 
Sei  nun  zweitens : 

(19)  VaK'  •••  arn"0  •  •  0;  y  (y;  —   ;rn'0  • .  0))  =  0  , 

.  (a  =  1,2,    ,  w) 

und  bedenkt  man,  dass: 

20)  ~  9« fcf}  !'.;—»)•< 

so  folgt: 

(21)  TM**" "  ^»'0-.;  (/.(-.rr  - ag>..0;0..0-,tv„  •—*>))}==<>  , 

'       (a  =  4,8,...,  n) 

oder: 

WVtCf  (*•"•■  V0  '0;'; ;  #/h»;--'v-*„o-o);u  o_MWl. — ttV))=o , 

(a  =  1,2.  ..• ,  n] 

oder: 

(23)  7>ft(s;ö..  0  —  ,/Wl  ..  -  mV)=0  , 

(0  =  1,8,..,»] 

wo: 

(84)  3a  =  i/»a  (9p  1  r,"  •  ■  ./  „"  0  •  •  0 ;  v) ;  tp  (u ;  —  xt  .r„  0  •  •  0))  . 

(<t  =  l,8J...|r). 

Sobald  also  unsere  Untergruppe,  wie  wir  ja  annehmen, 
keine  in  der  r-gliedrigen  invariante  Untergruppe  enthalt,  mOssen 
auch  die  z  nach  (23)  eine  Stelle  dieser  Untergruppe  definiren, 
d.  h.  es  muss  sein: 

* 
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6  Friedrich  Schur, 

(25)  (fa(rf        •  < 0 •  •  0 ;  v) :  rp  (u ;  -  ^  xn  0  . •  .  0))  =  0  , 

(a:=M,  •••»! 

oder: 

(26)  9>«{«r     V°  •  •  0 ;         r ;  u) ;  -  r,  .r„  0  •  •  0)}  =  0  . 

(a  =  4,2,  -  ,»)  . 

Hiermit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen,  dass  durch  die  Glei- 
chungen 14)  oder  [\~';  und  18)  eine  transitive  r-gliedrige 
Transformationsgruppe  des  Raumes  von  n  Dimensionen  dar- 
gestellt ist. 

Beachtet  man  nun,  dass  für  ua  =  0  die  Grossen  ira  eben- 
falls verschwinden,  und  setzt: 

so  ergeben  sich  aus  17j,  wenn  man  darin  —  u  mit  u  vertauscht, 
die  Componenten  der  infinitesimalen  Transformationen  unserer 
Gruppe  in  folgender  Form : 

(««)        S»  (•'■;  =2:  l     •  •  •  ^„  o  •  •  o)  ©•  M  + 

C=ll+I 

+  v(Ä'^°- e/  ,v.,,l0..o) , 

(a  =  1,2,--,  m) 

also  nach  Formel  (I.)  meiner  o.  a.  Abhandlung: 

f 

(29)  «fyr)  =  wj(.r|...x.e.-ij+^{xl  ...  .r.  0  ..  0)  fcjfrr)  , 

c=«  |  -i 

(a     4, 2, . f ,  n] 

wo  die       (.t)  ihrerseits  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen: 

r 

30)      D  =  W*(.Tt..  irÄ0-.0)-}-^T*/C  >»  -.'»Ö-O  ^H  . 

(a  =  w  +  <,•••,»')  . 
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Es  dürfte  nicht  ganz  leicht  sein,  hieraus  direct  zu  beweisen 
dass  die  §*  [x]  den  Gleichungen  (IV.)  meiner  o.  a.  Abhandlung 

genügen.  Aber  dies  vorausgesetzt,  ist  es  leicht  zu  sehen,  dass 
die  g*(a?)  genau  die  a.  a.  0.  Satz  7  bestimmten  Functionen  sind. 

Zunüchst  nümlich  sieht  man,  dass: 
Ferner  folgt  aus  (30) : 

(a  =  n  +  \  ,  •  •  •  ,  r) 

also  auch : 

N 

(33)  2*%^*%***- 
Hieraus  folgt: 

(34)  j^M«*-*.  • 

Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen jeder  transitiven  Gruppe  unter  Zugrundelegung  geeig- 
neter Veränderlicher  und  Parameter  stets  als  in  der  Form  (29) 
gegeben  annehmen  können;  es  ist  also  auch  für  diese  unsere  Be- 
hauptung bewiesen. 
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Otto  Richter,  lieber  die  Systeme  derjenigen  Kegelschnitte, 
die  eine  hicirculare  Curve  4.  Ordnung  viermal  berühren.  Vorgelegt 
von  Neimann. 

Die  Abhandlung,  von  der  hier  die  Rede  sein  soll,  ist  aus 
mehreren  Sülzen  hervorgegangen ,  die  ich  in  einer. kleinen  Ar- 
beit Uber  die  Kreisfusspunktcurven  veröffentlicht  habe1).  Es 
sei  mir  gestattet,  im  Folgenden  die  Ergebnisse  meiner  Unter- 
suchungen kurz  darzulegen ;  dabei  können  freilich  nur  die  aller- 
hauptsüchlichsten  Sütze  erwühnt  werden. 

Gegeben  sei  eine  beliebige  bicirculare  Curve  4.  Ordnung, 
die  ß  heissen  mag.  Unter  allen  den  Kegelschnitten,  die  diese 
Curve  CS  viermal  berühren,  giebt  es  unendlich  viele  Kegel- 
schnitte Q,  die  folgende  zwei  Eigenschaften  haben: 

4 )  alle  diese  Kegelschnitte  Q  sind  einander  ähnlich ; 

2)  ihre  Hauptaxen  schneiden  sich  alle  in  einem  Punkte  E, 
ihre  Ncbenaxen  in  einem  andern  Punkte  F.  Aus  dieser  zweiten 
Eigenschaft  folgt  sofort,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  Q 
den  Kreis  §t  erfüllen,  für  welchen  EF  ein  Durchmesser  ist. 

Die  Gesummtheit  oder  das  System  dieser  Kegelschnitte  Q,  die 
jene  Bedingungen  erfüllen,  bezeichne  ich  mit  2;  und  jenen 
Kreis  M  nenne  ich  den  Mittelpunktskreis  des  Systemes  2f;  endlich 
soll  die  Gerade  FF  die  Axe  des  Systemes  2?  heissen. 

Der  Mittelpunkt  voniit  ist  die  Mitte  desjenigen  Vierecks,  das 
von  den  Doppelbrcnnpunkten  der  eingehüllten  Curve  (5  gebildet 
wird.  Ferner  kann  man  in  St  einen  anderen  Durchmesser  E'F 
von  solcher  Beschaffenheit  ziehen,  dass  je  zwei  Kegelschnitte  (J 


i)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  XXXIV  (1889),  Seile 
348—350. 
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congrueni  sind,  sobald  ihre  Mittelpunkte  in  Bezug  auf  E'F  sym- 
metrisch liegen. 

Denkt  man  sich  2:  aus  KegelscJmiUspaaren  Q,  bestehend, 
und  zwar  in  solcher  Art,  dass  je  zwei  Kegelschnitte  einander 
zugeordnet  werden,  deren  Mittelpunkte  Enden  eines  Durchmessers 
von  H  sind,  so  gelten  folgende  SHtze: 

a)  Je  zwei  solche  Kegelschnitte  Q,Qi  sind  parallelaxig.  Die 
vier  Schnittpunkte  von  Q,Q{  liegen  demnach  auf  einem  Kreise. 
Die  auf  diese  Weise  für  die  einzelnen  Paare Q,Qt  sich  ergebenden 
Kreise  fallen  alle  mit  einander  zusammen.  Und  der  so  bestimmte 
Kreis  soll  der  Schnittpunklskreis  des  Sysletnes  2  heissen.  Sein 
Mittelpunkt  G  liegt  auf  der  Axe  EF. 

ß)  Durch  die  8  Punkte,  in  denen  die  gegebene  Curve  (5  von 
einem  Paare  Q,  Q{  berührt  wird,  kann  eine  gleichseitige  Hyperbel  § 
gelegt  werden,  deren  Asymptoten  den  Axen  von  (J,  Q{  parallel 
sind.  Alle  diese  Hyperbeln  <p  sind  concentrisch  und  bilden  ein 
Büschel,  dessen  Grundpunkte  Brennpunkte  von  (5  sind.  Ihr 
Mittelpunkt  //  befindet  sich  ebenfalls  auf  der  Axe  des  Systeme« 
2",  und  zwar  so,  dass  tf,F;  G,H  harmonische  Punkte  sind. 

In  dem  Systeme  2  kommen  auch  zwei  zerfallende,  d.  h.  aus  je 
zwei  Doppeltangenten  von  1$  zusammengesetzte  Kegelschnitte  vor. 
Ihre  Mittelpunkte  liegen  symmetrisch  mit  Bezug  auf  E'  F'. 

Da  die  Kegelsehnitte  Q  des  Systemes  2  einander  ähnlich 
sind,  so  kann  man  fragen :  w  elche  Curve  wird  von  einem  Systeme 
entsprechender  (»homologer  «)  Punkte  der  Kegelschnitte  Q  gebildet? 
Die  Antwort  lautet :  eine  bicirculare  Curve  4.  Ordnung  TT  vom 
Geschlechte  0,  die  die  gegebene  Curve  (5  viermal  berührt.  Alle 
diese  Curven  II  hüllen  also  ebenso  wie  die  Kegelschnitte  Q  die 
Curve  Hein.  Ihre  Doppelpunkte  erfüllen  den  Kreis  Ä.  Hinsichtlich 
ihrer  sonstigen  merkwürdigen  Eigenschaften  verweise  ich  auf 
die  Abhandlung  selbst  »). 

Ebenso  kann  man  fragen  :  Was  hüllen  entsprechende  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  Q  ein?  Man  findet  als  Lösung:  einen 
Kegelschnitt  Q\  der  £  viermal  berührt.  Alle  diese  Kegelschnitte  Q' 
bilden  ein  System  2'  von  derselben  Art  wie  2,  d.  h.  ein  System 


1 }  Für  das  in  der  Arbeil  über  die  Krcisfusspunktcurven  vorkommende 
Ellipsensyslem  sind  die  Curven  77,  wie  aus  der  daselbst  (I.  c.  S.  350)  ange- 
gebenen Construction  bervorgeht,  wiederum  Kreisfusspunktcurven.  leb 
erwähne  das  hier,  weil  dort  irrtümlich  gesagt  ist,  es  seien  »Curven  an- 
derer Art«. 
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einander  ähnlicher  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  die  gegebene 
Curve  &  viermal  berührt,  und  deren  Berührungspunkte  von  einem 
Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  bestimmt  werden,  dessen  Grund- 
punkte wiederum  Brennpunkte  von  (5  sind.  Diese  4  Brennpunkte 
sind  solche,  die  mit  jenen,  zu  2  gehörenden,  auf  2  Kreisen 
(Brennpunktskreisen)  liegen.  Das  neue  System  ?  enthalt  die- 
selben 4  Doppeltangenten  von  6  wie  sein  Mittelpunktsbeis  füllt 
mit  dem  Mütelpunklskreise  des  Systemes  2,  zusammen,  und 
seine  Axe  ist  E'F';  je  zwei  Kegelschnitte  Q'  sind  congruent,  deren 
Mittelpunkte  symmetrisch  mit  Bezug  auf  EF  liegen  ;  und  ebenso, 
wie  entsprechende  Tangenten  der  Kegelschnitte  Q  je  einen  Kegel- 
schnitt Q'  einhüllen,  ebenso  hüllen  umgekehrt  entsprechende  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  Q'  je  einen  Kegelschnitt  Q  ein.  Deshalb 
habe  ich  zwei  solche  Systeme  - ,  2\  die  sich  gegenseitig  ent- 
sprechen, ein  Systempaar  oder  zwei  zu  einander  conjugirte 
Systeme  genannt. 

Eine  gegebene  bicirculare  Curve  4.  Ordnung  $  wird  nun,  dem 
Umstände  gemäss,  dass  ihre  4  Paare  von  Doppellangenten,  oder, 
was  nach  den  von  mir  bewiesenen  Sätzen  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, ihre  4  Brennpunktskreise  6  Combinationen  zu  je  zweien 
zulassen,  von  6  Paaren  conjugirter  Kegelschnittssysteme  eingehüllt, 
oder  also  von  12  einzelnen  Systemen  ähnlicher  Kegelschnitte,  deren 
f>  Mittelpunktskreise  concentrisch  sind').  Dabei  ergeben  sich 
mehrere  bemerkenswerthe  Satze  über  die  Berührungspunkte 
und  gegenseitigen  Schnittpunkte  der  8  Doppeltangenten,  von 
denen  einer  am  Schlüsse  dieses  Berichtes  genannt  ist. 

Es  sind  auch  zusammenfallende  conjugirte  Systeme  möglich. 
In  dieser  Hinsicht  habe  ich  den  folgenden  Satz  bewiesen:  Wird 
eine  bicirculare  Curve  4.  Ordnung  von  einem  Systeme  — .  das  sich 
selbst  conjugirt  ist  (Doppelsystem)  eingehüllt,  so  zerfallt  sie  not- 
wendig in  zwei  Kreise.  Jedes  Kreispaar  aber  wird  von  zwei  solchen 
Doppetsystemen  eingehüllt.  Ueberhaupt  liefert  die  Anwendung 
jener  Theorie  auf  das  Kreispaar  eine  Fülle  von  Sätzen,  die  auch 
schon  l*»kaunte  Sätze  zum  Theil  in  neuem  Liehte  erscheinen 
lassen.  Ja,  selbst  auf  die  Kegelschnitte  lüsst  sie  sich  anwenden, 

4)  Doch  mag  ausdrücklich  bemerkt  sein,  dass  diese  12  Systeme 
keineswegs  alle  Kegelschnitte  erschöpfen,  die  überhuupt  dieCurve  (5  viermal 
Ix'ruhren.  Vgl.  die  Vorbemerkungen  zur  Abhandlung. 
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wobei  man  z.  B.  sofort  folgenden  Satz  erhalt:  Geyeben  sei  ein 
Kegelschnitt  und  ein  ihm  umgeschriebenes  gleichschenkliges  Dreieck. 
Dann  wird  die  Spitze  dieses  Dreieckes  mit  dem  Berührungspunkte 
seiner  Basis  und  den  4  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  auf  einer 
(gleichseitigen)  Hyperbel  liegen.  Besonderes  Interesse  scheinen 
auch  die  Anwendungen  auf  die  so  vielfach  untersuchten  soge- 
nannten Cartesischen  Curven  zu  verdienen.  Bei  ihnen  fallen 
nämlich  3  von  den  oben  erwähnten  42  Systemen  mit  3  von  den 
i  Kreissystemen  zusammen,  von  denen  bekanntlich  jede  bicir- 
cularc  Curve  4.  Ordnung  eingehüllt  wird,  und  die  zu  ihnen  con- 
jugirten  3  Systeme  bestehen  aus  congruenten  Kegelschnitten. 

Schliesslich  habe  ich  die  Theorie  noch  auf  die  circularen 
Curven  3.  Ordnung  Ubertragen.  Dabei  ergiebt  sich  der  Satz, 
dass  eine  solche  Curve  von  ß  Paaren  cunjugirter  Parabel  Systeme 
eingehüllt  wird.  In  jedem  solchen  einzelnen  Systeme  laufen  die 
Axen  aller  Parabeln  durch  einen  Punkt;  es  kommt  darin  eine 
zerfallende  Parabel  vor,  und  zwar  besteht  sie  aus  2  von  den  4 
Tangenten,  die  an  die  Curve  parallel  ihrer  reellen  Asymptote  gelegt 
werden  können.  Das  conjugirte  System  enthalt  dieselben  beiden 
Tangenten,  und  die  6  Systempaare  entsprechen  den  6  Combi- 
nationen  der  4  Tangenten  oder  der  4  Brennpunktskreise  zu  je 
zweien.  Im  Uebrigen  obwalten  Verhältnisse,  die  denen  bei  der 
bicircularen  Curve  4.  Ordnung  ganz  ähnlich  sind. 

Durch  Projection  lassen  sich  fast  alle  jene  Sätze  auf  die  all- 
gemeine Curve  4.  Ordnung  mit  2  Doppelpunkten  übertragen. 
Dabei  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  auch  Sülze,  die  sich  auf  die 
gegenseitigen  Sehnittpunkte  und  die  Berührungspunkte  der  8 
Doppeltangenten  einer  solchen  Curve  beziehen,  von  denen  hier 
nur  einer  als  Beispiel  erwilhnt  werden  mag.  Man  denke  sich  in 
jedem  der  beiden  Doppelpunkte  die  zwei  Curventangenten. 
Diese  4  Tangenten  haben  4  gegenseitige  Schnittpunkte;  ver- 
bindet man  die  letzteren  kreuzweise,  so  erhall  man  einen  neuen 
Schnittpunkt,  der  D  heissen  mag.  Die  Verbindungsgerade  der 
Doppelpunkte  heisse  d.  Von  jedem  Doppelpunkte  gehen  ferner 
4  Tangenten  an  die  Curve;  und  diese  8  Tangenten  haben  16 
gegenseitige  Schnittpunkte,  die  bekanntlich  so  liegen,  dass  es 
4  Kegelschnitte  3i?  <SS,  <24  giebt,  die  durch  je  4  von  diesen 
Schnittpunkten  und  gleichzeitig  durch  die  beiden  Doppelpunkte 
laufen.   Die  Pole  von  d  mit  Bezug  auf  5,,        <S3,  34  sollen 
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P, ,  P, ,  P, ,  P4  heissen.  Dann  gilt  der  Satz :  Von  den  28  gegen- 
seitigen Schnittpunkten  der  8  Doppeltangenten  der  Curve  4.  Ord- 
nung mit  2  Doppelpunkten  liegen  24  zu  je  4  auf  6  Kegelschnitten, 
die  sich  gegenseitig  in  den  Doppelpunkten  berühren;  die  übrigen 
4  Schnittpunkte  fallen  mit  P,,  P4,  Ps,  P4  zusammen.  Der  Schnitt- 
punkt der  beiden  Tangenten  an  jene  6  Kegelschnitte  in  den 
Doppelpunkten,  d.  h.  der  Pol  von  d  mit  Bezug  auf  jeden  der 
C  Kegelschnitte,  ist  der  oben  erwähnte  Punkt  I). 
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Hermann  Wiener,  Die  Zusammensetzung  zweier  endlichen 
Schraubungen  zu  einer  einzigen.  Vorgelegt  von  Neimann.  Mit 
vier  Figuren. 

1.  Die  Lehre  von  der  Bewegung  starrer  Systeme  stützt  sich 
wesentlich  auf  den  Satz,  dass  ein  System  von  starr  verbundenen 
Funkten  aus  irgend  einer  Lage  in  jede  beliebige  andere  durch 
eine  Schraubung ')  gebracht  werden  kann,  woraus  erhellt, 
dass  es  möglich  ist,  jede  beliebige  Bowegung  ihrem  Erfolg  nach 
durch  eine  bestimmte  Schraubung  zu  ersetzen.  Sind  zwei  Be- 
wegungen gegeben,  so  bildet  ihre  Folge  wieder  eine  einzige, 
und  es  besteht  demnach  eine  Grundaufgabe  darin,  zwei  Schrau- 
bungen zu  einer  einzigen  neuen  zusammenzusetzen.  Handelt  es 
sich  dabei  um  unendlich  kleine  Bewegungen,  so  löst  man  die 
Aufgabe  ohne  Schwierigkeit,  indem  man  jede  Scbraubung  in  eine 
Schiebung  und  in  eine  Drehung  zerlegt  denkt ,  und  die  un- 
endlich kleinen  Schiebungen  und  die  unendlich  kleinen  Dreh- 
ungen, jede  für  sich,  wie  Strecken  zusammensetzt. 

Im  Folgenden  will  ich  nun  zeigen,  dass  man  mit  derselben 
Leichtigkeit  auch  endliche  Schraubunyen  zusammensetzen  kann. 
Und  zwar  wird  die  Methode,  in  einer  Verallgemeinerung  der- 
jenigen bestehen,  deren  man  sich  zur  Zusammensetzung  der 
Strecken  bedient.  Wie  jede  Strecke  durch  zwei  Elemente,  den 
Anfangspunkt  und  den  Endpunkt,  bestimmt  ist,  so  wird  es  auch 
gelingen  für  jede  Schraubung  zwei  solche  Elemente  zu  finden 
und  zwar  in  zwei  sich  kreuzenden  Geraden. 

4)  Die  kurzen  Worte  »Schiebung,  Drehung,  Schraubung«,  statt  Pa- 
rallelverschiebung (Translation),  Rotation,  Schraubenbewegung,  entnehme 
ich  Souncke's  »Theorie  der  Krystallstructur«,  ebenso  das  Wort  »Umwen- 
dunga  statt  »halbe  Umdrehung«  dem  »Lehrbuch  der  Eleraentargeometrie« 
von  Henrici  und  Treütlein. 


Digitized  by  Google 


14 


Hkrmann  Wiener. 


Die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  hat  naturgemHss  den 
Erfolg,  dass  damit  auch  alle  besonderen  Fälle  erledigt  sind. 
Waren  also  die  Methoden,  die  man  bisher  zur  Lösung  der  ein- 
facheren Aufgaben  verwenden  musstc,  mancherlei,  so  führt  jetz 
ein  Weg  stets  zum  Ziele.  Da  derselbe  die  geometrische  An- 
schaulichkeit mit  der  Kürze  der  Rechnung  verbinde!,  so  gebe 
ich  mich  .der  Hoffnung  hin,  dass  dadurch  auch  die  Einführung 
in  das  Studium  der  Kinematik  nicht  unwesentlich  erleichtert 
werde. 

I.  Die  Umwendnng  als  elementare  Bewegung. 

2.  Als  elementare  Bewegung  hat  man  bisher  die  Schiebung 
und  die  Drehung  betrachtet,  da,  wie  erwähut,  jede  beliebige 
Bewegung  als  Folge  dieser  beiden  angesehen  werden  kann1}. 
Wir  fassen  diese  schon  als  zusammengesetzt  auf  und  fuhren  eine 
einheüliche  elementare  Bewegung  ein,  durch  welche  dasselbe 
erreicht  wird,  nämlich  die  Umwendung  d.  i.  die  halbe  Umdrehung 
um  eine  Axe.  Wir  werden  im  folgenden  Abschnitt  sehen,  dass 
sowohl  jede  Schiebung  und  Drehung,  wie  auch  jede  Schraubung 
als  die  Folge  zweier  Umwendungcn  um  bestimmte  Geraden  als 
Axen  dargestellt  werden  kann.  Hier  seien  nur  die  wichtigsten 
Eigenschaften  unserer  neuen  elementaren  Bewegung  angeführt. 

3.  Mit  jeder  Geraden  des  Raumes  ist  eine  elementare  Bewegung 
eindeutig  verknüpft.  Denn  sind  s,  /,  u  . . .  beliebige  Geraden,  so 
ist  um  jede  derselben  nur  eine  einzige  solche  elementare  Be- 
wegung möglich,  wie  auch  umgekehrt  zu  jeder  Umwendung  eine 
ganz  bestimmte  Gerade  als  Axe  gehört.  Es  führt  dies  zu  einer 
einfachen  Schreibweise  dieser  Operation,  indem  wir  unter 

M ,  W .  M  >  •  •  • 

die  Umwendung  bezw.  um  die  Gerade 

verstehen.  Dabei  fassen  wir  die  Geraden  stets  als  fest  im  Räume 
liegend  auf,  ganz  unabhängig  davon,  welchen  Bewegungen  sonstige 
Punkte  des  Raumes  unterworfen  sein  mögen. 

4)  Von  diesem  Satze  werde  ich  in  einer  Fortsetzung  des  vorliegenden 
Aufsatzes  einen  auf  denselben  Grundlagen  beruhenden  einfachen  Beweis 
geben,  sowie  eine  damit  zusammenhangende  kurze  Lösung  der  Aufgabe, 
die  Schraubung  zu  finden,  welche  ein  starres  Dreieck  aus  einer  Lage  in 
eine  beliebige  andere  bringt 
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Gelangen  die  Punkte  eines  starren  Systems  aus  den  Anfangs- 
lagen Av  H4,CU..*  durch  eine  Umwcndung  um  s  in  die  Endlagen 
At,  B%t  Cv  •  *  *f  80  schreil)en  wir  dies: 

At  Bt(\  -  '  {*}  A%  B^  C4  •  •  • 

Wird  das  System  ebenso  nach  einander  den  Operationen  {«} , 
dann  {/}  unterworfen,  so  dass : 

AK  Bx  C,       (f)  At  B,  Ct  ...  (/}  4  tf3  C,  ...  , 

so  bezeichnen  wir  das  als  die  Folge  {s ,  /}  der  Operationen  {.s} 
und  {/}  und  schreiben 

At  B{  Cj  •••{*,/}  A3  £J3  (*3  •  •  •  , 

und  analog  für  die  Folge  von  beliebig  vielen  solchen  Operationen. 
Wegen  der  Starre  des  Systems  folgen  aus  dieser  Formel  Be- 
ziehungen zwischen  den  Entfernungen,  Winkeln,  Dreiecken 

u.  s.  w.  So 

u.  s.  f.') 

4.  Die  wichtigste  Eigenschaft  dieser  elementaren  Bewegung 
ist  die,  dass  sie  eine  involulorische  ist,  d.  h.  eine  solche,  deren 
einmalige  Wiederholung  ihren  Erfolg  aufiebt.  Denn  erleidet  ein 
System  von  Punkten  eine  Umwendung  um  s,  und  dann  noch 
eine  solche,  so  hat  jeder  Punkt  eine  ganze  Umdrehung  um  s 
gemacht  und  ist  also  in  seine  Ausgangslage  zurückgekehrt.  Eine 
Operation,  die  keine  Wirkung  auf  das  von  ihr  betroffene  Object 
ausübt,  nennt  man  die  identische  und  belegt  sie  mit  dem 
Zeichen  1.  so  dass  wir,  wenn  S  eine  ganz  beliebige  Gerade  ist, 
stets  schreiben  können : 

{s,  5)  =  1  . 

5.  Die  geometrische  Bedingung  dafür,  dass  bei  der  Um- 
wendung um  s  die  beiden  Stellen  Ax  und  At  des  Raumes  Anfangs- 
und Endlage  eines  Punktes  sind,  besteht  darin,  dass  s  die 
mittelsenkrechte  Gerade  von  Ax  Af  ist. 

4)  Dio  Zeichen  {*},  {s ,  t},     werden  also  genau  so  gebraucht,  wie  da 
Zeichen     bei  Dreiecken,  /\  in  der  projectiven  Geometrie  u.  a. ;  Möbius  ge- 
braucht in  einer  etwas  allgemeineren  Bedeutung  das  Zeichen  =  für  con- 
gruente  und  symmetrisch  gleiche  Systeme,  und  liest  aus  derartigen  Glei- 
chungen die  obigen  Beziehungen  ab 
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Anmerkung.  Man  kann  dann  auch  sagen,  jeder  Punkt  gehe  aus 
seiner  Anfangslage  durch  Spiegelung  an  der  Geraden  *)  *  in  seine 
Endlage  über,  und  auch,  es  sei  an  s  das  ganze  starre  System  aus 
jener  Lage  in  diese  gespiegelt  worden.  Dadurch  ist  die  Stellung 
ausgedrückt,  welche  die  hier  folgenden  Betrachtungen  in  einer 
allgemeineren  Theorie  einnehmen,  nämlich  in  der  Geometrie 
der  Spiegelungen2) .  Die  Spiegelungen  eines  räumlichen  Systems 
an  einer  Ebene  und  an  einem  Punkte  haben  für  die  Mechanik 
keine  unmittelbare  Bedeutung,  weil  durch  sie  das  System  nicht 
in  ein  congruentes,  sondern  in  ein  symmetrisches  übergeführt 
w  ird.  Und  doch  ist  auch  diese  Erweiterung  nicht  ohne  Anwen- 
dung auf  Verhältnisse,  die  in  der  Natur  vorkommen  ;  die  neueren 
Untersuchungen  über  die  Krystallstructur  zeigen  die  Notwen- 
digkeit, auch  symmetrische  Systeme  mit  in  Betracht  zu  ziehen. 

II.  Die  Folge  zweier  Umwendungen. 

6.  Im  Folgenden  soll  nun  der  Hauptsatz  unserer  Theorie  ab- 
geleitet werden,  dass  jede  Schraubung  dasselbe  leistet,  wie  die 
Umwendungen  um  zwei  bestimmte  Geraden.  Wie  aber  eine 
durch  Anfangs-  und  Endpunkt  gegebene  Strecke  durch  eine 
andere,  ihr  gleiche,  ersetzt  werden  kann,  von  welcher  der  eine 
dieser  beiden  Punkte  beliebig  gewählt  werden  darf,  so  kann 
auch  von  den  beiden  Geraden,  um  welche,  zur  Erzielung  des 
Erfolges  einer  gegebenen  Schraubung,  nach  einander  umgewandt 
werden  muss,  die  eine  nach  gewissen  Willkürlichkeiten  ange- 
nommen werden,  während  die  Lage  der  anderen  daraus  folgt. 
Es  ergibt  sich  hier  also  die  wichtige  Frage  nach  der  Ersetzbarkeit 
(Acquivalenz)  der  Umwendungen  um  zwei  Geraden  durch  die- 
jenigen um  zwei  andere,  d.  i.  die  Frage,  wann  rufen  zwei  Geraden 
s,  /  dieselbe  Lagenveriinderung  eines  Systems  hervor,  wie  zwei 
andere  Geraden  s',  l'l  Formal  drücken  wir  die  Ersetzbarkeit  zweier 
Bewegungen  durch  das  Gleichheitszeichen  aus,  schreiben  also: 

7.  Um  zu  zeigen,  dass  eine  Bewegung  denselben  Erfolg  hat, 

i)  Der  BogrifT »» Spiegelung  an  einer  Geraden«  gestattet  nicht  nur  eine 
leichtere  Ausdrucksweisc,  sondern  ist,  wie  ich  nieine,  auch  anschaulicher 
als  der  der  Umwendung.  Doch  glaubte  ich  auf  diese  Vortheilo  verzichten 
zu  müssen,  um  selbst  den  Schein  eines  der  Mochanik  fremden  Begriffs  zu 
vermeiden. 

4)  Die  Grundlagen  der  allgemeinen  geometrischen  Theorie  der  Spie- 
gelungen werde  ich  demnächst  in  einer  grösseren  Arbeit  auseinandersetzen. 
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wie  eine  zweite,  haben  wir  stets  nur  nachzuweisen,  dass  die 
drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  durch  beide  Bewegungen  aus 
ihrer  Anfangslage  in  dieselbe  Endlage  übergeführt  werden.  Denn 
in  der  Kinematik  starrer  Systeme  gilt  der 

Grundsatz.  Die  Lage  eines  Systems  starr  verbundener 
Punkte  im  Räume  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  Lage  der  drei 
Eckpunkte  eines  dem  System  angehörenden  Dreiecks  bekannt  ist. 

8.  Wir  untersuchen  zuerst,  was  geschiebt  mit  einem  System, 
welches  den  Umwendungen  um  zwei  parallele  Geraden  s  und  / 
unterworfen  ist,  d.  h.  was  bedeutet  die  Operation 

{s,  t)    wenn    s  ||  t  1 

Ein  Punkt,  der  vor  der  Be- 
wegung in  der  Ebene  der  beiden 
Geraden  in. 4,  liegt,  gelangt  durch 
die  erste  Umwendung  (um  s)  in 
die  Lage  Alt,  und  von  da  durch 
die  zweite  Umwendung  (um  /) 
nach  At.  Dabei  liegen,  wie  Ait 
auch  A und  Ai  in  der  Ebene  der 
beiden  Geraden,  und  weil  die 
9mAi  aufs  errichtete  Senkrechte 
auch  auf  /  senkrecht  steht,  alle  drei  in  einer  Geraden,  welche 
von  s  und  t  in  S  und  T  geschnitten  werden  möge. 

Dann  gilt  die  Streckengleichung  wie  auch  Ai  in  der  Ebene 
liegen  mag): 


__4» 

1  D 

T 

Da  aber 


AxA%  =  AxS  +  SA%%+Äi%T+TÄ%  . 


(nach  5)  so  wird 


A{S  =  SAit  ;  AitT=  TAt 


Da  die  Strecke  S  T  der  Abstand  der  Geraden  s  und  l  ist '),  so 
erfährt  jener  Punkt  eine  Schiebung  um  den  doppelten  Abstand 
dieser  Geraden,  und  dasselbe  geschieht  auch  mit  jedem  anderen 
Punkt  der  Ebene. 


4)  AI»  den  Abstand  zweier  Elemente  s,  t  bezeichne  ich  stets  eine 
(nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  bestimmte)  Strecke,  die  vom  ersten  Ele- 
ment s  nach  dem  zweiten  t  hin  gerichtet  ist. 
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Denken  wir  uns  nun  ein  Dreieck  der  Ebene  von  s,  das  die 
Anfangslage  AiBiCi  hat,  in  dem  bewegten  starren  System  ein- 
halten, so  geht  dasselbe  sowohl  durch  die  Schiebung  um  2  ST, 
wie  auch  durch  {s,t}  in  die  Endlage  A%B%C%  Uber,  und  demnach 
(7.)  ist  die  erste  dieser  Bewegungen  durch  die  andere  ersetzbar. 
Dies  gicbt  den 

Satz.  Die  Folge  der  Umwendungen  um  zwei  parallel? 
Geraden  ist  ersetzbar  durch  eine  Schiebung  um  ihren  doppelten 
Abstand. 

Umkehrung.  Jede  Schiebung  eines  Systems  starr  verbun- 
dener Punkte  ist  ersetzbar  durch  Umwendungen  um  zwei  Geraden, 
von  welchen  die  eine  senkrecht  zur  Schiebungsrichtung,  sonst  aber 
beliebig,  angenommen  werden  darf. 

Denn  dann  kann  man  eine  andere  zu  jener  parallele  (ierade 
so  annehmen,  dass  ihr  Abstand  der  halben  Strecke,  um  welche 
verschoben  wird,  gleich  ist.  Die  durch  sie  erzeugte  Bewegung 
ist  dann  nach  dem  »Satze  «  durch  die  Schiebung  ersetzbar. 

Zusatz.  Die  Umwendungen  um  zwei  parallele  Geraden  s,  l 
sind  durch  diejenigen  um  zwei  andere  Geraden  s  ,  t'  ersetzbar,  wenn 
diese  ebenfalls  parallel  sind,  und  ihr  Abstand1)  dem  der  ersten 
gleich  ist. 

0.  Wir  gehen  zu  dem  Falle  Uber,  dass  die  beiden  Geraden  s 
und  t  sich  schneiden,  etwa  im  Punkte  O.  Ein  Tunkt,  der  vor  der 
Bewegung  in  der  Ebene  der  beiden  Geraden  in  At  liegt,  gelangt 
durch  die  erste  Umwendung  (um  s)  in  die  Lage  A{i  und  von  da 
durch  die  zweite  Umwendung  (um  t)  nach  At1  und  es  liegen 

auch  AK%  und  A%  in  jener  Ebene.  Da  0 
bei  jeder  dieser  Bewegungen  an  seiner 
Stelle  bleibt,  so  ist: 

OA^s]  OAit{t)OAt  , 

also 


O/l,  =  OAlt=  OAt 

d.  h.  At  und  At  liegen  auf  demselben 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0. 

Ferner  gilt,  wie  auch  AK  in  seiner 
Ebene  gelegen  sein  mag,  die  Winkel- 
gleichung (wenn  0A%  «  a,  0Ait  =  att ,  OAt  =  at  gesetzt  ist  : 


1)  Vergleiche  die  vorige  Fussnote. 
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(abgesehen  von  Vielfachen  einer  vollen  Umdrehung),  und  da 
so  wird : 

Daraus  folgt,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene  durch  (s,  /}  eine  Drehung 
um  den  Punkt  0  um  den  Winkel  2(st)  erfahrt,  oder  was  dasselbe 
heisst,  eine  Drehung  um  eine  in  0  auf  der  Ebene  errichtete 
senkrechte  Axe  um  diesen  Winkel.  Denken  wir  uns  also  ein  in 
jener  Ebene  gelegenes  Dreieck  in  dem  starren  System,  enthalten, 
so  wird  dasselbe  sowohl  durch  die  Bewegung  {s ,  /} ,  wie  auch 
durch  die  Drehung  um  jene  Axe  in  die  gleiche  Endlage  ge- 
bracht, und  wir  haben  daher  nach  7.)  den 

Satz.  Die  Folge  der  Umwentlungen  um  zwei  sich  schnei- 
dende Geraden  Ulsst  sich  ersetzen  durch  eine  Drehung  um  ihren 
doppelten  Winkel  um  eine  in  ihrem  Schnittpunkt  auf  ihrer  Ebene 
senkrecht  stehende  Axe. 

• 

Umkehrung.  Jede  Drehung  um  eine  A  re  kann  durch  Um- 
Wendungen  um  zwei  Geraden  s,  /  ersetzt  werden,  von  welchen 
die  eine,  jene  Axe  senkrecht  schneidend,  sonst  aber  beliebig,  ange- 
nommen werden  darf. 

Denn  nimmt  man  die  andere  so  an,  dass  sie  die  Axe  in  dem- 
selben Punkt  senkrecht  trifft,  und  dass  der  Winkel  (*{)  gleich 
dem  halben  Drehwinkel  ist, so  ist  nach  dem  »Satze«  die  Bewegung 
{s,  /}  durch  jene  Drehung  ersetzbar. 

Zusatz  I,  Die  Umwendungen  um  zwei  sich  schneidende 
Geraden  s,  l  shid  durch  diejenigen  um  zwei  andere  sich  schneidende 
Ger(ulen  s',t'  ersetzbar,  wenn  alle  vier  eine  Gerade  senkrecht 
treffen,  und      (st)  =  (s  l' )  ist. 

Denn  dann  ist  nach  dem  »Satze«  {s,t}  und  {s',l'}  durch  die- 
selbe Drehung  ersetzbar. 

Zusatz  II.  Die  Umwendungen  um  zwei  einander  senkrecht 
schneidende  Geraden  sind  durch  eine  einzige  zu  ersetzen  um  eine 
Gerade,  welche  jene  beiden  senkrecht  trifft. 

Denn  nach  dem  »Satze«  betrügt  der  Drehwinkel  zwei  Rechte. 

Sind  also  s,  t,  u  drei  einander  senkrecht  treffende  Geraden, 
so  ist 

{* ,  0  -  M  • 
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Fügt  man  dieser  Bewegung  noch  eine  Umwendung  um  u  hinzu, 
so  wird: 

d.  h. : 

Die  Um  Wendungen  um  drei  einander  senkrecht  schneidende 
Geraden  führen  ein  System  in  seine  Ausgangslage  zurück. 

10.  Es  seien  endlich  s  und  /  zwei  sich  kreuzende  Geraden. 
Wir  suchen  dann  ihren  Abstand,  er  sei  die  Strecke  6'  T,  wahrend 
mit  p  die  Gerade  desselben  bezeichnet  sei.  Legen  wir  nun 

durch  S  die  Gerade  ('  ||  t  , 
durch  T  die  Gerade  s'  ||  s, 

so  wird 

(*,<}  =       *',<}« {(*,#'),(*',  0} 

und  auch 

(*,  /}  =  {,,  r,  /',/}  =  {!>,  o,  t\  /;,}  , 

da  ja 

-       {*',  »')  =  1 
und  {/',  /'}  =  4  ist. 

{5,  s'}  =  {/',  /}  bedeutet  eine  Schiebung  um  die  Strecke  2 ST, 
{s',  t)  =  {s,  eine  Drehung  um  die  Axo  p  um  den  Winkel 
2>'/j  =2;s/')  =  2!s/); 
f)  bedeutet  also  eine  Schiebung  um  die  Strecke  2 ST.  ver- 
bunden mit  einer  Drehung  um  den  Winkel  2  's  /)  ,  oder  was 
dasselbe  ist,  die  umgekehrte  Folge  dieser  beiden  Bewegungen, 
d.  i.  eine  Schraubung  um  die  Axe  p,  deren  Höhe  2Sf  und 
deren  Winkel  2  (f  t)  betragt. 

Satz.  Die  Folge  der  Umwendungen  um  ztvei  sich  kreuzende 
Geraden  ist  ersetzbar  durch  eine  Schraubung,  deren  Winkel  dem 
doppelten  Winkel,  und  deren  Höhe  dem  doppelten  Abstand  der 
beiden  Geraden  gleich  ist,  während  die  Schraubenaae  mit  der  Linie 
dieses  Abstandes  zusammenfüllt. 

Umkehrung.    Jede  Schraubung  kann  durch  die  Umwen- 
dungen um  zwei  Geraden  s,  t  ersetzt  werden,  von  denen  die  eine 
die  Schraubenuxe  senkrecht  schneidend,  sonst  aber  beliebig  ange- 
nommen werden  darf. 

Denn  nimmt  man  dann  die  andere  Gerade  so  an,  dass  sie 
die  Schraubenaxe  ebenfalls  senkrecht  trifft,  und  dass  der  Absland 
der  beiden  Geraden  gleich  der  halben  Schraubungshöhe,  ihr 


Digitized  by  Google 


Theorie  der  Umwenui  nc.en.  21 

Winkel  gleich  dem  halben  Schraubungswinkcl  ist,  so  ist  nach 
dem  » Satze«  {s,  /}  durch  die  Schraubung  ersetzbar. 

Zusatz.  Die  Hinwendungen  um  zwei  sich  kreuzende  Ge- 
raden s,  t  sind  durch  diejenigen  um  zwei  andere  Geraden  s',  l' 
ersetzbar,  wenn  alle  vier  dieselbe  Gerade  senkrecht  treffen,  und 
wenn  der  Abstand  und  der  Winkel  von  s  und  t  gleich  denen  von 
s'  und  t'  ist. 

Denn  nach  dem  »Satze«  ist  dann  {s,  t],  und  {sr,  t')  durch 
dieselbe  Schraubung  ersetzbar. 

Einen  besonderen  Fall  bekommen  wir  hier  wieder,  wenn 
dieser  Winkel  ein  rechter  ist,  der  Winkel  der  Schraubung  also 
zwei  Rechte.  Wir  nennen  dann  die  Bewegung  eine  halbe  Um- 
schraubung. 

Auch  die  früheren  Elementarbewegungen  Schiebung  und 
Drehung  können  als  besondere  Fülle  der  Schraubung  betrachtet 
werden .  sofern  entweder  der  Schraubungswinkel ,  oder  die 
Schraubungshöhe  Null  wird. 

III.  Die  Zusammensetzung  zweier  Schranbungen. 

1 1 .  Die  Zusammensetzung  zweier  Strecken  a  und  b  geschieht 
so,  dass  man  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  —  er  heisse  T  — 
wühlt,  und  ihn  zum  Endpunkt  und  zum  Anfangspunkt  je  einer 
Strecke  macht,  von  denen  die  erste  gleich  a,  die  zweite  gleich  b 

ist.  Dann  setzt  man  die  Strecken  S  T  und  TU  einfach  zusammen, 
indem  man  den  gemeinsam  vorkommenden  Punkt  T  weglüsst, 

und  S  als  Anfangspunkt,  Tals  Endpunkt  einer  neuen  Strecke  S  T 
betrachtet,  welche  die  gesuchte  ist. 

Ganz  analog  verfahren  wir  bei  der  Zusammensetzung  zweier 
Schraubungen.  Es  giebt  stets  eine  Gerade  —  sie  heisse  /  — 
welche  gleichzeitig  zur  Darstellung  zweier  gegebenen  Schrau- 
bungen benutzt  werden  kann,  es  ist  das  diejenige  (10.,  Um- 
kehrung), welche  die  beiden  Schraubenaxen  gleichzeitig  senk- 
recht trifft.  (Artet  die  eine  Schraubung  zur  Schiebung  aus,  so 
giebt  es  sogar  unendlich  viele,  von  denen  irgend  eine  t  sei. 
Diese  Gerade  /  wühlen  wir  als  zweite  des  Geradenpaares 
welches  die  erste  Schraubung  ersetzt,  und  als  erste  desjenigen 
das  die  zweite  ersetzt,  so  dass  die  erste  durch  {s,  /},  die  zweite 
durch  {t,  u]  ausgedrückt  werden  kann,  wo  s  und  u  eindeutig 
bestimmte  Geraden  sind  1 1  0.,  Umkehrung).    Statt  die  Folge  der 
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beiden  Schraubungen  auszuführen,  kann  man  also  erst  eine 
Umwendung  um  s  und  eine  zweite  um  /,  hierauf  wieder  eine 
Umwendung  um  /  und  eine  weitere  um  u  ausführen.  Da  aber 
eine  zweimal  hinter  einander  erfolgte  Umwendung  um  /  keine 
Lagenveranderung  hervorbringt,  so  ist  durch  {s,u}  eine  Schraubung 
bestimmt,  welche  die  Folge  der  beiden  gegebenen  ersetzt.  D.  h. 

Aufgabe.  Es  seien  zwei  Schraubungen  durch  Axe,  Höhe*) 
und  Winkel,  p,  a,  «  bezw.  q,  b,  ß  gegeben,  es  sind  diese  Stucke 
r,  c,  y  für  diejenige  Schraubung  zu  suchen,  welche  dieselbe  Lagen- 
reründerung  hervorbringt,  wie  die  Folge  der  gegebenen. 

Lösung.  Man  bestimme  die 
Gerade  /,  welche  zugleich  p  und  7 
senkrecht  schneidet,  lege  dann 
eine  Gerade  s  so,  dass  sie  p  senk- 
recht trifft,  und  dass  Abstand  und 
Winkel  der  beiden  Geraden  s  und  t 
gleich  £a  und  $a  ist,  ebenso  die 
Gerade  u  so,  dass  sie  q  senkrecht 
trifft,  und  dass  Abstand  und  Winkel 
der  Geraden  t  und  u  gleich  ±b  und 
iß  ist. 

Dann  ist  die  Gerade  r,  welche 
s  und  u  senkrecht  trifft,  die  ge- 
suchte  Schraubenaxe;  Abstand 
und  Winkel  der  Geraden  s  und  w  sind  die  halbe  Höhe  und 
der  halbe  Winkel  der  gesuchten  Schraubung,  Je  und  \y  • 

Beweis.  Nach  \  0.,  Umkehrung  ist  die  erste  Schraubung 
durch  {s,  t},  die  zweite  durch  {/,  ?/}  zu  ersetzen,  ihre  Folge  also 
durch 

{s,  /,  t,  u)  =  {s,  u) 

(nach  4.). 

Zusatz  I.  Die  halbe  gesuchte  Schraubwigshiihe  ist  gleich 
der  Projection  der  Streckensumme,  gebildet  aus  den  halben  gegebenen 
Schraubungshühen  und  dem  kürzesten  Abstand  der  ersten  gegebenen 
Schraubenaxe  von  der  zweiten,  auf  die  gesuchte  Schraubenaxe. 

Denn  diese  Streckensumme  ist  gleich  der  Strecke,  die  ihren 


1)  Die  Höhen  a,  b,  c  sind  Strecken  von  bestimmtem  Sinn,  wie  auch 
den  Winkeln  «,  ß,  y  ein  Sinn  zukommt,  der  stets  von  der  ersten  (leraden 
nach  der  zweiten  geht. 
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Anfangspunkt  im  Schnittpunkt  von  s  und  p,  ihren  Endpunkt  im 
Schnittpunkt  von  q  und  u  hat.  Und  da  jener  Punkt  durch  s, 
dieser  durch  u  auf  r  projicirt  wird,  so  ist  die  Projection  der 
Streckensumme  auf  r.4) 

Zusatz  II.  Der  gesuchte  Schraubungswinkel  und  die  Rich- 
tung der  gesuchten  Schraubetiaxe  ist  gleich  denjenigen  einer 
Drehung,  welche  man  durch  Zusammensetzung  ziveier  Drehungen 
um  sich  schneidende  Axen  erhält,  deren  Axenrichtungen  und  Dreh- 
winkel denen  der  gegebenen  Schraubungen  gleich  sind. 

Denn  setzt  man  a  und  b  gleich  Null,  und  verschiebt  /;  und  q 
so,  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  0  treffen,  so  gehen  bei  Ver- 
wendung derselben  Winkel  a  und  ß  die  Geraden  s.  I,  u,  parallel 
zu  ihrer  früheren  Lage,  durch  0,  und  (s ,  u)  stellt  eine  Drehung 
dar,  deren  Axe  zu  r  parallel  durch  0  geht,  und  deren  Winkel 
gleich  y  ist  (9.). 

Dadurch  haben  wir  zugleich  den  Satz  erhalten : 

Zwei  Drehungen,  deren  Axen  sich  in  einem  Punkte  treffen, 
sind  durch  eine  einzige  zu  ersetzen,  deren  Axe  durch  denselben 
Punkt  geht. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  übrigen  bekannten  Satze 
über  Zusammensetzung  besonderer  Bewegungen  aus  der  allge- 
meinen Construction  ablesen. 


i)  Der  Zusatz  I  ist  nur  für  den  besonderen  Fall  der  Zusammensetzung 
zweicc  Drehungen  (a=0,  6  =  0)  bekannt.  Man  vergleiche  Schell.  »Theo- 
rie der  Bewegung  und  der  Kräfte«  4.  Auflage,  1.  Bd.,  S.  <80r-i8«. 


M.  Krause,  lieber  die  Multtplication  der  doppelt  periodischen 
Functionen  zweiter  Art. 

Im  Folgenden  soll  die  Multiplication  der  doppelt  periodischen 
Functionen  zweiter  Art  behandelt  werden.  Soweit  dem  Verfasser 
bekannt,  ist  dieses  Thema  nur  in  einer  Arbeitvon  Herrn  FiOMUflt s 
im  9iten  Bande  des  Kronecker  sehen  Journals  behandelt.  Die  Art, 
in  welcher  Herr  Frobeivus  das  genannte  Thema  auffasst,  ist  aber 
von  der  folgenden  so  verschieden,  dass  von  seinen  Betrachtungen 
für  den  vorliegenden  Zweck  füglich  abgesehen  werden  kann. 

Ms  soll  nun  das  genannte  Thema  nach  doppeller  Richtung 
hin  untersucht  werden.  Erstens  sollen  die  Ausdrücke 

&u (n  v  —  na) 

durch  die  entsprechenden  ursprünglichen  und  durch  die  ellip- 
tischen Functionen  mit  den  Argumenten  w  und  a  ausgedrückt 
werden,  zweitens  soll  dasselbe  Problem  für  die  Function: 

grlöst  werden.  In  beiden  Füllen  wird  die  Form  der  Lösung  auf 
Grund  des  II  ermite  sehen  Transformationsprincipes  festgestellt 
und  zwar  auf  zweierlei  Arten.  Für  die  zu  bestimmenden  Coefli- 
cienten  wird  eine  Reihe  von  Relationen  entwickelt,  dann  aber 
Differentialgleichungen  aufgestellt,  mit  deren  Hülfe  dieselben 
gefunden  werden  können.  Der  Einfachheit  halber  beschränken 
wir  uns  auf  specielle  Indices  und  zwar  die  Indices  a  =  0,  ß  =  0. 
Im  allgemeinen  Falle  können  die  Resultate  theils  aus  den  ge- 
fundenen entwickelt  werden,  theils  auf  analogem  Wege  her- 
gestellt werden. 
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Untersuchung  der  Function  &%(nv  —  na):&%[nv). 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei  und 
verstehen  unter  a0,  a4,  ...  an*  ebenso  viele  willkürliche  Con- 
stanten, so  ist  die  Function  : 

#0  (nv  -na)(a.  V  V"^M*!M  + 

eine  doppelt  periodische  Function  dritter  Art,  von  der  Ordnungs- 
zahl 3n*  und  der  Charakteristik  0,  0,  die  überdies  schon  n*  +  1 
Constanten  linear  in  sich  enthalt.  Hieraus  folgt  die  Darstellung 
derselben  in  der  Form : 

'K  [v  -  «)"Vv  V'V)  +  •  V     W  +  *i  M  •  ^4  M  •  *a  M  •  M 

-(«•Vn,"V)+...6'<|$-r^*-,-4(t,))J  . 
Fuhren  wir  die  elliptischen  Functionen  mit  den  Argumenten : 

w  =  n  •  $J  •  V  ,    a  =  ;r  •  #5  •  « 
ein,  so  erhalten  wir  jedenfalls  eine  Gleichung  von  der  Form: 

o 

,'l0    —  a)n   l^^r  •  sn*r(>r)  -f  sn  w  ■  cn  w  .  dn  K>Tr  V'*Qlr(i0)l1 

wobei  unter  den  Constanten  a%  b,  b'  jetzt  andere  Grössen  wie 
vorher  zu  verstehen  sind. 

Die  rechte  Seite  wird  n*  mal  Null,  wenn  v  =  «-}-  —  gesetzt 

wird,  die  linke  also  auch,  und  da  &9(nv  —  na)  für  den  genannten 
Werth  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt,  dass: 


Sm  <ir  sn2r(//  ) 
o 

für  sn  w  —  ~—  n*  mal  der  Null  gleich  werden  muss. 
Hieraus  folgt,  dass  wir  schreiben  können : 
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(2)  ^  "2~1  •  #0  n  v  -  n  a]  [\  —  k*  sn*  w  •  sn*  a)  *  = 

,r  ns  n2— 2 

#0  (t> — a)   I       ftr •  sn  r  mj  +  sn  wen  w  •  dn  to      br'  sn  o>  . 

wobei  unter  den  Constanten  b  und  b'  wieder  andere  Grössen 
wie  vorhin  zu  verstehen  sind. 

Es  hatte  dieses  Resultat  auch  aus  der  gewöhnlichen  Theorie 
der  Multiplication  der  Tbetafunctionen  unter  Zuhüifenahme  des 
Additionstheoremes  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  werden 
können.  Vermöge  der  ersteren  Theorie  ist  ferner: 

(3)  V5-<  •       v, «    =  #0  (t')M  £r  er  •  ßnir(tr)  . 

o 

Durch  Division  ergiebt  sich  die  Form: 

#o  (j  l?  —  J  2)  (t?  —        /\  («T)  +  sn  fü  • cn  w  ;  dn  w  •  /^(a?) 

("  v)  #o  (r)nS      ( I  — A».  sn*  to  .  sn*  a)  **  ■  ft  [x] ' 

wenn  unter  /",(./•),  /*t(.T),  f3(x)  ganze  Functionen  der  Veränderlichen 

x  ==  sn*  w 
n* 

von  den  resp.  Graden  n*,  «*  —  2,  —  verstanden  sind. 
Ftlr  ein  ungerades  n  ergiebt  sich  analog  die  Form : 


j»j  — na)  &0(v—a)      (p t  (.r)     sn  w  •  cn ir  •  dn tt-  -  (ft (.r) 

(*  v)  #o  (r)w*      (1  _  A-i  •  sn*  w  •  sn*  a)"4"1  •  ^3  (./•)' 

wobei  unter  (pi(x)i         ,  </3(-7')  ganze  Functionen  von  .r  von 

«*  —  1 

den  resp.  Graden  n*  —  1,  n*  —  3,  -  zu  verstehen  sind. 

Die  Coefficienten  können  aus  den  Formeln  (2)  und  (3)  und 
den  entsprechenden  für  ungerade  n  durch  Keihenentwickelungen 
bestimmt  werden.  Hierbei  bemerken  wir,  dass  die  Function  : 

#0  n      '     (n  v  —  71  fl) 


(v  -  a) 
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sich  nach  Potenzen  von  w  entwickeln  liisst,  so  zwar,  dass  die 
Coefficienten  sich  rational  aus  den  elliptischen  Functionen  mit 
dem  Argumente  a  und  der  Grösse  A*  darstellen  lassen.  Aus  den- 
selben Grössen  setzen  sich  demnach  die  Coefficienten  in  den 
Functionen  /"und  fp  rational  zusammen. 

Diese  Bestimmung  durch  Reihenentwickelungen  ist  aber 
eine  sehr  complicirte,  und  es  dürfte  sich  daher  empfehlen,  ver- 
möge anderer  Betrachtungen  entweder  Relationen  zwischen  den 
Coefficienten  herzustellen  oder  andere  Methoden  derCoefficienten- 
bestimmung  zu  geben.  Hierbei  sehen  wir  von  dem  Nenner  ab, 
indem  wir  in  Bezug  auf  ihn  auf  die  Arbeiten  über  die  Multipli- 
cation  der  Theta-  resp.  elliptischen  Functionen  verweisen. 

Zunächst  erhalten  wir  einige  Relationen  mit  Hülfe  der  Sub- 
stitution halber  Perioden. 

Wir  hatten  für  ein  gerades  n  die  Formel  gefunden: 


Wir  wollen  nun  gleichzeitig  v  und  o  um  -  vermehren.  Dann 

bleibt  sowohl  #0  [v  —  o)  als  auch  #0  [fl  v  —  n  a)  ungehindert,  ferner 
gehen  die  Ausdrücke: 

sn  w  ,    cn  w  •  dn  w  ,    sna  ,    cn  et  •  dn  a 

resp.  Uber  in : 

\  cn  w  •  dnw  \  cn  a  •  dn  er 

k  ■  sn  10  '        k  •  sn4  tr   '       k  •  sn  a  1        A  •  sn*  er 

Die  neuen  Coefficienten  b  und  b'  auf  der  rechten  Seite  wollen 
wir  durch  die  entsprechenden  griechischen  Buchstaben  ß  be- 
zeichnen. 

Dann  wird 


n* 


"2   1 .  ( i  _  fi*  sn*  a  •  sn4  w)  "*  =  #0  [v  -  af~  ■  F 


F=2?rbr. 


o 


(6) 


i}0  n  v  —  na)  •  1  \  —  A*  •  sn*«  •  sn*  w)n  sa 

(/.•*.sn*a)n5^ü(r-a/,^  Ft  , 

ßr       2ns— 2r         sn  iv-cn  M"dn  w        ßr       2na—  it  —  4 


w  . 
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Mithin  erhalten  wir  durch  Coefficientenvergleichung: 

(?)      6.  =  ßn%  •  sn*"'«  ,    b<  =  ^(  •  A* .  sn2"'« 

'V  =  A  •  *    • sn   «  » 

V  =  -  /*'n,_2  '  «"  •  sn2"3«  ,    6/  -  -  •  Ä*  •  sn2n* «  , 

Da  nun  das  Gesetz,  mit  dessen  Hülfe  die  Grossen  ß  aus  den 
Grössen  b  entstanden  sind,  unmittelbar  gegeben  ist,  so  folgt, 
dass  nur  n*  +  l  Coefficicnten  wirklich  berechnet  zu  werden 
brauchen.  Die  übrigen  ergeben  sich  aus  ihnen  vermöge  der 
soeben  hingeschriebenen  Relationen. 

Weitere  Relationen  ergeben  sich  auf  Grund  der  linearen 
Transformation  der  Thetafunctionen  und  zwar,  indem  wir  die 
Transformationszahlen  n0,  av  fr0,  b%  resp.  setzen  gleich  1,4,0,  4. 

Dann  folgt,  dass  der  Ausdruck  für: 


ungeHndcrl  bleibt,  wenn  wir  an  Stelle  von: 

k  ,  sn  w  ,  sna,  en  w  ,  en  a  ,  dn  w  ,  dn  a 
resp.  setzen : 

-j- ,  Ä-  •  sn     ,  A :  •  sn  a  ,  dn  w  ,  dn  a  ,  en  w  ,  cna. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  n  —  2. 
Wir  können  den  Ansatz  machen: 

(8)    £t(2  r  —  2a).^J .  (1  -  k*  ■  sn' «  •  sn«  te] 4  =  »9  (r  -  «)4  ■  F  , 
6t  -f-  /v4 .  sn*  tu  -j-      sn*  tr  +  /j3-  sn'  tr  -f  64-  sn8  fr  -f- 
sn  tr  en  w  •  dn  ir  (b'ü  +  b[  •  sn1  tu  -f-  h't .  sn*  m>)  . 

Es  genügt  dann,  die  Grössen  ftt,  6t,  />„',  b[  zu  kennen,  um  auch 
die  (Jrössen  />3,  A4,  zu  kennen.  Die  enteren  ergeben  sieh  leicht 
etwa  mit  Hülfe  der  Mulliplication  der  Thetafunctionen. 

bn  =  \  —  k*  •  sn4a  , 

/>4  =  /,*(_  <0.sn4o-r-  8(1  +  A*)sn4«  -  ü/,*.snr'a)  , 
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b%  =  A4-  sn4«  (—  A4+        +/,')sn4a-  (8-f  \  U*  +  8*«)*«.  sn'a-f- 

8A«(1  -f  A-4)sn°«-A-6  sn»a)  , 

&„'  =  —  4  A4  •  sn3  a  •  cna  •  dna  , 

6,'  =  —  i/i*  •  sn a  •  cna  •  dn  a  (1  —  2  <  -f  A4)  sn4a  +  A*  •  sn4 «)  . 

Daraus  folgt  dann  sofort: 

b3  =  A*(-  6A*.  sn4«  -f-  8A«(I  -f  A4)sn'a  -  4       sn*«)  , 

64  =  A6sn4a(A*-sn*a-1), 

6S'  =  —  4  A*  •  sn3  a  •  cn  a  •  dn  a  . 

Dass  hierbei  die  Relationen  der  linearen  Transformationen  erfüllt 
sind,  folgt  sofort. 

Genau  so  ist  der  Fall  des  ungeraden  n  zu  behandeln. 

Die  soeben  entwickelten  Sätze  lassen  aber  noch  immer  eine 
Heihe  von  Coefficienten  unbestimmt. 

Wir  werden  später  zeigen,  wie  man  dieselben  mit  Hülfe 
einer  Differentialgleichung  berechnen  kann.  Vorher  aber  geben 
wir  noch  eine  zweite  Darstellung  des  ursprünglichen  Problems. 

Sei  n  eine  gerade  Zahl,  so  können  wir  setzen: 

^1(»t)-no){fl0^()(/+1  H  

«■„,  •*,(<•)"'"*)}  = 

W  • »,  («•)"*  +  »,  M  •  *,  w  • »» W  (»i  • ».  W     +  - 

i 

■*,(<:',,~a)}> 

t-1 

wobei  die  Grössen  «,  a',  6,  6'  zu  bestimmende  Constanlcn  be- 
deuten. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  unter  a,  a',  6,  b'  andere  Gonstanlen 
wie  soeben  verstehen,  dass  wir  setzen  können: 
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(9)  *t(itv— fia).#( 


N5— 1 


1 


—  1 


\  0 


sn  M'-f-snfr>cn'/**dn 


n-  ,r- 


^0(f— a)n  l^rb,.  sniriv  +  sn*r  •  cnw  •  dnw  5r  6r'-sn2'tr  \  . 

'  0  0  / 

Hieraus  folgt: 

(10)  *0 


q>.  [a 


-\-  sn  w  •  cn  mj  •  dn  «r  •  r/>t  (.r) 


(Ts  (J)  +  sn  "?  '  cn  w  '  dn  w  "  'fi  M)'/^  (*)  ' 


wobei  die  Functionen  f/>,(.r),  <p3(.r),  y5(ar)  ganze  Functionen  von 

n* 

j:  =  sn*  to  vom  Grade     ,  die  Functionen  q>t  (x)  und  f/>4  [x]  vom 
«* 

Grade  —  —  1  sind.   Die  Coefficienten  setzen  sich  rational  aus 
2 

den  elliptischen  Functionen  mit  dem  Argumente  ff  und  A*  zu- 
sammen. 

Wir  haben  also  eine  zweite  Darstellung  desselben  Quotienten 
für  gerade  n  erhalten.  Die  Grade  der  Functionen,  die  bei 
dieser  zweiten  Form  auftreten,  sind  niedriger  als  bei  der  ersten. 
Auf  die  Gründe  hiervon  möge  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  näher 
eingegangen  werden.  Wir  verweisen  in  Bezug  auf  derartige 
Betrachtungen  auf  einige  Arbeiten  von  Herrn  Kronecker  über 
die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen,  die  sich  in  den 
Berichten  der  Berliner  Akademie  befinden. 

Ganz  analog  ist  der  Fall  eines  ungeraden  n  zu  behandeln. 
Wir  wollen  bei  der  Berechnung  der  einzelnen  Coefficienten  von 
der  Substitution  halber  Perioden  und  der  linearen  Transformation 
absehen  und  beschränken  uns  auf  die  folgenden  Bemerkungen. 

Wir  legen  die  Gleichung  zu  Grunde  —  n  wieder  als  gerade 
vorausgesetzt  — : 
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'i!  "2_i 

'  o  •  / 

i  T 
»'/„  c— «)"  I  Sr/ysn  ' " 'H-sn  er  cn  tc  >dnu ft/*sn  • 
'  o  o  ' 

Die  Constanten  a  und  fi'  sind  dann  durch  die  Bedingung  zu  be- 
stimmen, dass: 

»•  ■» 

Vr  or  •  sn   w  +  sn  •  <r  •  cn  •  rc •  dn  w  ^V}'      sn  tu 
o  o 

für  r  =  «  -f-  *  /j4  mal  der  iNull  gleich  wird. 


t 


Setzen  wir  an  Stelle  von  o:  v  +  -,  so  geht  der  letzte  Aus- 
druck  von  einer  Potenz  von  sn  w  abgesehen  Uber  in: 


n*  n2 


<4   jf*  2  ns— 2r  2 

x;f  «,.*sn      "  w      cn«'  diur  Vi  «..'«sn  //' 

8""'2r     .ir  ji— 2r      jf  -' 

o  k  k  o  Ä 

und  dieser  müsste  für  w  =  «  «*mal  der  Null  gleich  sein.  Daraus 
folgt,  dass  wir  ihn  jedenfalls  in  die  Form  bringen  können: 

»r 
2 

c,  (sn*  w  —  sn1 «)   sn  w  + 

2 

ct  (sn*  h:  —  sn1 «  ~      (sn«  •  cn  W  •  dn  tu  —  sn  tv  cn  a  •  dn  «  i  -f- 

-  —2 

(•j(sn*«i' — sn4«) "     (sna  cnw  dntü  —  sn<r'cn««dn«)*sn« -f- 


2 

c  2     (sn  a  •  cn  10  •  dn  w  —  sn  »/•  cn  «  •  dn  «)   sn  w  . 

In  der  That,  dieser  Ausdruck  hat  die  verlangle  Form,  wird  ~ 

mal  gleich  Null  fUr  w  =  «  und  erhiilt  -f-  1  weitorc  Constanten 
in  sich. 
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Auf  diesem  Wege  ist  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Con- 
n* 

stanten  um  —  verringert  worden. 

Nehmen  wir  den  Fall  n  =  2,  so  haben  wir  zu  setzen : 

#0(2r— Srtj-^Jta^rt^sn'icH-rtt-sn^^+sntü-cntrdnfr^-f  a^sn*«»))^ 

>0(i— a)4(60H-6t  sn*M;+  6,-sn4ic-4-snM;-cn«  >dnM,(&o-h&isn*M;)) . 

Um  die  Constanten  auf  der  linken  Seite  zu  finden,  haben  wir 
die  Constanten  c  so  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

c,  (sn*  w  —  sn*  er)*  sn  w  -f- 

cf  ( sn*  w  —  sn*  a)  (sn  a  •  cn  w  •  dn  w  —  sn  w  •  cn  a  •  dn  a)  -f 
c3  (sn  a  •  cn  w  •  dn  w  —  sn  w  •  cn  a  •  dn  a)*  sn  w 

viermal  für  w  =  a  der  Null  gleich  wird. 
Wir  setzen: 

/*,  =  sn* w  -sn!c, 

ft  =  sn  a  •  cn  w  •  dn  w  —  sn  w  •  cn  a  •  dn  er  , 
so  können  wir  unseren  Ausdruck  schreiben: 

c,    •  sn  10  4-  cJK  -ft  +  c/*  •  sn  to  . 
Die  Constanten  sind  aus  den  Gleichungen  bestimmt: 

»'.[-('!9©+»--6S)']+ 
h[-(ö©)+— HS!-- 

wobei  ./'  =  sn  »r  gesetzt  ist,  und  die  Klammern  bedeuten,  dass 
die  Differentialquotienten  für  den  Punkt  a  ==sna  zu  bilden  sind. 
Daraus  folgt: 

wenn  gesetzt  ist: 
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'—--mm'' 


Nun  ist  : 


Mithin  folgt: 


=  2  sn  er  •  cn  er  •  dn  er  , 
i  /. •*  sn3  a  •  cn  «  •  dn  a  . 


Hieraus  sind  dann  die  Grössen  c  bestimmt,  wenn  wir  noch  hin- 
zunehmen, dass  eine  derselbe  willkürlich  angenommen  werden 
kann.  Aus  den  Grossen  c  folgen  unmittelbar  die  Grössen  a  und 
Es  bleibt  nur  übrig,  die  Grössen  6  und  V  zu  bestimmen.  Setzen 
wir  w  n  0,  so  folgt: 


oder  also : 

fyj  =  ao  sn<ct)  • 

Ferner  folgt  durch  Vermehrung  von  v  um  -  die  Gleichung: 

Math.-phys.  CUsse.  1890.  3 
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—  #J-#0(2 v  —  2a)  £a0.snV+  ~-so  V  +  ^  •  sn  to  — 
cn/r-dn  to  /   ,     t      ,  o/\l 

60  •  sn5  w  -f     •  sn-1  ir  -j-  -1 .  sn  er  — 
cnw-dnu'/,,  6/n 

t.    (/vs"<"  +  f)J- 

Also  ergicbt  sich: 
oder  also : 

Ferner  folgt  durch  Vcrgleichung  der  Coeflicienten  von  ic  links 
und  rechts: 

b'9  =  —  4  a0  •  A*  sn3 «  cn  « •  dn  a  -{-  <iu'  ( I  —  A*  •  sn4  er)  , 
.  /.  \     \  cn«dno% 

Endlich  ist  bx  durch  Vcrgleichung  der  Factoren  von  w%  links  und 
rechts  bestimmt. 

Diese  Bestimmungsarien  haben  im  allgemeinen  Falle  grosse 
Schwierigkeiten.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  in  beiden  bisher 
behandelten  Fullen  die  niimliche  Differentialgleichung  aufgestellt 
werden  kann,  aus  der  dann  weitere  Gleichungen  abgeleitet 
werden  können ,  mit  deren  Hülfe  die  Coefhcienlen  zu  be- 
stimmen sind. 

Mit  andern  Worten,  es  soll  jetzt  eine  Differentialgleichung 
bestimmt  werden,  welcher  die  Grösse: 

Genüge  leistet.  Wir  haben  uns  dabei  der  grösseren  Symmetrie 
wegen  des  Zeichens  -f-  a  statt  des  früheren  —  a  bedient. 
Dazu  setzen  wir : 
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und  definiren  in  ähnlicher  Weise  die  übrigen  a-Functiunen,  dann 
leistet  der  Quotient: 

y—^*  (nv  +  **a)  ^a0  (nw+na) 

&0  [V  +  af      '  <j0  (w  +  af 

der  Differentialgleichung  Genüge : 

[<3)  -+8nl(-^+t.,w  +  <l)^ 

Es  möge  in  Bezug  hierauf  u.  a.  auf  das  Lebrblich  von  Briot  und 
Bouquet  über  elliptische  Functionen  verwiesen  werden. 

Wir  setzen  ferner,  ahnlich  wie  es  am  angegebenen  Orte 
geschieht: 

(14)  ysssYk*  sn w  ,     r;  =  VA  sn «  , 

dann  können  wir  V  als  Function  von  A,  Butt;,  sn«  ansehen  und 
demgemUss  setzen: 

öt_öf  hy   y  v _h*v  ny\*   bv  ö*<y 

bw      by    btr  '  btc*      b  y*  \ba)       by    b  w*  ' 

ÖA  /     ö//  Vi  'öÄ  * 

Setzen  wir  das  ein,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an: 

i'"^fö)+[S+!-1"0,';i:+"!+'-^->)K 

+  2>r  •  A  ■  k\  •  ^  +  n*  )<4-  1 )  A*  •  sn*  w  +  «r)  K==  0  . 
Nun  bestehen  aber  die  Gleichungen: 

+ 8 V^gM  +  e . ,,)  M  +  * /. .  «• » » =  o , 

,1R,    dir*       \      du;  /Ott)  dA 

(\o) 

Öa*^   \     da      ^         /da  ^        1  dA  ' 
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Berttcksichligen  wir  dieselben,  so  nimmt  unsere  Gleichung  die 
Form  an : 


b  log oü(iL'+a) 
bw 


oder  da  die  Relation  besteht: 

(17, 

by    bw      bij    ba  ' 

(48)  ^W+^.^^n*(-. ^1  +  ^.^^ 
1    ;  iif*        ttf    öm^öi?  da4/ 


+ 

ö i/  \        5 tö  b  w  ba  )bw 

+  2 n» .  /i  •  /,*  •  ~  +  «*  (h4  -  \ )  k*  •  sn4  (tu  +  a)  •  F  =  0  . 

Die  Symmetrie  in  Bezug  auf  ti>  und  or,  die  ja  von  vorneherein 
klar  war,  geht  aus  dieser  Formel  unmittelbar  hervor. 

Führen  wir  endlich  die  beiden  Grössen  x  und  £  ein,  die 
durch  die  Gleichungen  dctinirt  sind: 

!f  =  VTx,    r!  =  VT.£ 

oder  also: 

(\ 9)  x  =  sn  if}  ,    |  =  sn  «  , 

so  nimmt  die  Differentialgleichung' die  Form  an : 

[    }    bx*   \bir)^bx   bw*         \bx   bw*^  b£  ba*r 

2 n*  ÖZ  .      /^'ogg0  («'+«)  _  ^loggp(^)  _  Mog  Co  («) 
ö.x    öw\  bw  ba 

+  2  »'  •  A '  *I  •  TT  +  »'  (»*  —       ■ sn*  (w  +  «) '  v 


tlJbV  bV  ,\ 
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Berücksichtigen  wir  endlich  die  Relation : 

b  log  a0  (w  -f-  a)     b  log  a0  (w)     b  log  a0  ja) 
5 10  )ttJ  da 

—  Ä'f  sn  ir  •  sn  «  •  sn  (iv  -f-  a)  , 

so  ergiebt  sich  nach  einigen  Reductionen  die  Differentialgleichung : 

har\bwl     b.r  bw*  1         cna-dna  v     1    '  bx 

-f-  2  n«  •  k  •  Ä  J  •  ^  4-  n*  (n«  -  1 )  £4  ■  sn*  (to  +  «)  •  F  =  0, 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Beziehungen  stattfinden : 

b  X 

■r^—  =  cn  w  •  dn  w  , 

ÖW 

-~  _  (4  4.  jfct)  sn  ,r  _u_  2    •  sn-1 1«  . 

Hierbei  bleiben  wir  stehen,  wenngleich  in  dieser  Form  die 
Differentialgleichung  nicht  unmittelbar  zu  verwerthen  ist.  Es 
müssen  dazu  noch  die  folgenden  leichten  Operationen  vorge- 
nommen werden.  Die  Function  V  stellt  sich  in  beiden  Füllen 
als  Quotient  zweier  Functionen  dar.  Der  Nenner  ist  im  ersten 
Falle  bekannt,  gleich  einer  Potenz  von  1  —  Ä*.sn*fr .sn*a,  im 
zweiten  Falle  denken  wir  ihn  vermöge  seiner  Nullpunkte  be- 
rechnet. Setzen  wir  dann  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir 
nach  leichten  Reductionen  eine  Differentialgleichung,  welcher 
der  Zähler  allein  Genüge  leistet,  und  welche  zur  Berechnung 
seiner  Coefficienten  dienen  kann.  Es  ist  klar,  dass  diese  Methode 
vor  Allem  im  ersten  Falle  mit  Erfolg  angewandt  werden  kann. 

Untersuchung  der  Function  &ti(n  v  -f-  a):  #0  (n  v)  . 

Wir  nehmen  jetzt  den  zweiten  Fall  der  Multiplication,  bei 
welchem  es  sich  lediglich  um  eine  Multiplication  des  Argu- 
ments v  handelt.  Derselbe  soll  kürzer  als  der  vorige  durchgeführt 
werden. 

Nehmen  wir  an,  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei,  so  leistet  die 
Function: 
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den  Gleichungen  Genüge: 

#0 (n(r +  *)  +  «)  =        t>  +  a)  , 

^(»(«  +  »)  +  o)  =  e  '-4*  («*  +  *)• 

Denselben  Gleichungen  leisten  dann  die  Grössen  Genüge : 

'>„  [nv  +  a).*,[i>f*--%r#ilv)ir . 

Ks  folgt  dann  ganz  analog  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Exi- 
stenz einer  Gleichung  von  der  Form: 

2  2 

Vr  ftr  sn4r  («•)  -f-  sn  m:  •  cn  w  •  dn  je        br'  •  sn2'  (//  )  , 

0  0 

wobei  die  Grössen  a,  6'  unbekannte  Constanten  bedeuten. 
Die  Grössen  rir  sind  sofort  durch  die  Bemerkung  bestimmt,  dass 


or  sn  («?) 


für  j;  =  —  a  -f-  -  «mal  der  Null  gleich  sein  muss.  Verstehen 

wir  daher  unter  b  und  h'  andere  Grössen  wie  vorhin,  so  können 
wir  setzen: 

(i)   -1—4 — ^  5  (1  —      sn*a  •  BD  u>)*  = 

"•*>.,('*  +  ")" 

1  2 

•  sn"'  le  -f-  sn  mj  •  cn  w  dn  /r  5r  V  '  Wi  rw  • 
o  o 

Die  Coefficienten  setzen  sich  rational  aus  k*  und  den  elliptischen 
Functionen  mit  dem  Argumente  a  zusammen.  Nehmen  wir  den 
einfachsten  Fall  n  —  2,  so  werden  wir  ansetzen  können: 
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#n  (2  p+ o]  -&n  in)  -&*  .  -  . 

&AV)  '&oiv  +  «)* 

Die  Coefficienten  bestimmen  sich  in  diesem  Falle  am  einfachsten 
mit  Hülfe  des  Additionstheoroms  der  Thetafunctionen. 
In  der  That,  vormöge  desselben  ist : 

\  (2  v  +  a)  •  #0  ta)  &l      ,  .  . 

oder  also : 

4  ö      ^_L_-.«.U    o  M  —  A*  •  sn*  a  •  sn1  M?)  = 

1  —  3 Ä* •  sn*a  sn1  w  —  k\\  —  2(1  +  Ä*)sn4a)sn  V  —  Ä4  sn*a  snfi 

—  2  A  *  •  sn  a  •  sn3 tr  •  cn  er  •  cn  •  w  •  dn  •<*  •  dn  10  . 

Der  Fall  eines  ungeraden  n  ist  analog  zu  behandeln. 

Wir  können  aber  auch  hier  eine  zweite  Darstellung  geben. 
Sei  n  gerade,  so  folgt: 


(5) 


(  yjr  ar-  sn   tr  -J-  sn ir  •  cn  w  •  dn  i/^I  a/sn  '  tc  1  = 
0  o 

2  2 

2;rAr-  sn   ir  +  sn  mj  •  cn  10  •  dn  iü  ^>r  6r  •  sn   10  . 
o  0 

In  dieser  Gleichung  sind  dann  die  Constanten  a  und  n  vermöge 
der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

"  n  \ 

2  2  — 

5jr  «r  •  sn  '  w  -j-  sn  ir  •  cn  w  •  dn  w  ^}  a,.'-  sn  ir 
o  0 
x 

für  r  =  -  «  +  -  n  mal  der  Null  gleich  sein  muss.  Hierbei 

z 

können  dann  dieselben  Bemerkungen,  wie  im  ersten  Paragraphen 
gemacht  werden. 
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Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall  n  =  2,  so  würde  der  gesuchte 
Ausdruck  lauten: 

1  —  A* sn'a)  (1  —  A*  sn*  a  •  sn*  w)  —  2A*  •  sn*  a  •  cn  «  •  dn  er  •  sn  ir  • 

(sn  a  •  cn  w  •  dn  w  -j-  cn  a  •  dn  a  sn  ir) . 

Die  Anwendung  der  linearen  Transformation  und  der  Substi- 
tution halber  Perioden  ergiebt  auch  hier  einige  brauchbare  Re- 
sultate, indessen  möge  davon  abgesehen  werden. 

Dagegen  müge  die  folgende  Bemerkung  stattfinden.  Bei  den 
Formeln  des  ersten  Paragraphen  war  Alles  symmetrisch  in  Bezug 
auf  ig  und  a.  Das  fällt  hier  fort ,  indessen  ist  es  nicht  schwer, 
die  entsprechende  Beziehung  aufzustellen. 

In  der  That,  setzen  wir: 

v  =  ^  {»'•  +  »>  w""1- 


*.(••  +  «)"•».  («■)"*." 


so  folgt : 


d  log  V  __  dlog/>0(wrH-«)  Mogjjp+o) 
ü//'  bir 

ölog^r) 

log  T     ä  log  #0  («  i;-|-a)         ö  log  />„  (r-f-n) 
.  —  /( •  

da  ö  a 

oder  auch: 

Äiogr     diogr  4,oiogjy£+a) 

'\      bw  i\a  ) 

oder: 

dlog  V  ölog  1'  #  *»t« 

0   — _  n.  —ä..  =  —  «  /i  — l)As-siHr.sn«-sn(/r-4-«)  . 

Es  ist  dieses  die  entsprechende  Relation. 

Aus  dem  Vorangegangenen  folgen  nun  zwei  Darstellungen 
ftlr  die  Function: 


i. 
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&*!nv  +  a)    ,  . 
Derselbe  stellt  sich  in  beiden  Füllen  als  Product  von 

und  einer  Grösse  F  dar.  Dieselbe  hat  im  ersten  Falle  die  Form* 

f{ sn  w  •  cn  w •  dn  (./•) 

(4— Ar,sn,^*«r)n7;(^)  ' 

wobei  die  Grössen  fK  f  r),  f%(a\  f3(.r)  ganze  Functionen  von  x  =  sn*  w 

von  den  resp.  Graden     - — ,   -  9  2,  ~  sind,  im  zweiten 

Falle  die  Form : 


(</>3  (  r)  +  sn  tr  •  cn  m>  •  dn  lü  •  </>4  (  r))  <y>5  f.r)  ' 
wobei  die  Grössen  tp%(x) ...  </>5(.r)  ganze  Functionen  von  r  =  sn*  ic 
von  den  resp.  Graden  n~  ,  "  —  1,  "  ,  ^  —     ^  smc*'  ^•orDei 

ist  n  gerade  vorausgesetzt.  Ist  n  ungerade,  so  gilt  ein  ganz  ana- 
loger Satz. 

Schliesslich  wollen  wir  aber  auch  hier  zeigen,  dass  Y 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Genüge  leistet. 
Wir  wollen  setzen  : 

//  =  o0(n  tc  -f-  a)  ,    i/,  =  o0(tv  -\-  u)  , 

»t  =  Ot  (ti>)  ,  na  =  an  («)  , 

so  ist: 

■ 


(7) 


"3 


und  es  finden  die  Gleichungen  statt : 

o*log(7  ,  /ölogTV  ,   Q.  ,     ,  ölogf/ 


dir4 


/ölogf  \*      ^     ,,i  .  ölogL'  , 

\  /  'Ölt' 


2  „*  .  k  •  k\  -£|f-  +  »■  •  *•  (11  u>  +  «)«  =  0  , 

0  A 
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«*•*!  ä-^P  +  /.*(.r  +  c,)'  =  0, 

(8)  9*  . 

dir*        \  /  dir 

si  .  ^  »Jap +  *..„..  =  o  . 

Fuhren  wir  in  der  ersten  dieser  drei  Gleichungen  an  Stelle 
von  V  die  Grosse  V  ein  und  climinircn  die  Quadrate  der  ersten 
ßiflcrcntialquotienten  von  log  m,  und  log  so  erhalten  wir  die 
Relation: 

i'logf     /ÄloglV         ilogllMog.,  ..»log«.  , 

(9)  +a"~»£~|.~»ir  +{n-{)~^r+ 
+B(n_1)(4+B_n.)ig!+8n.(fl_,)[i. .  ^ .  ,„+ 

Andrerseits  können  wir  aber  auch  die  Gleichungen  zu  Grunde 
letjen  * 

8*.t».1-to  +  i.(„,+o).  =  0i 
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Dann  ergiebt  sich  analog: 

ö* log  V       /olocFv«     ft   dloglT  ologw. 

("-')  ^~  +  **  (»  »• +«)]+*»*•  *!  + 
+  /, .    .  *Ü2p  +  f  •  ü^fä  (,, +«,  +  *.  ü  • Ä^  • 

-  *  •  *f  •  nP + JJP  •     +**• «("  +  »>] - 0  • 

Wir  subtrahiren  die  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  er- 
halten wir: 

d»r*  da*        \  ö»r   /        \   da  / 

dlogVTMogN,  ölogw  1 

„     d log  IT     dlogu.      .         d  log  Ii«  1 

8"  -srr  •  -rr  ~ {"  ~  {)ur + * (n'" + a)\ + 

2H>_I,[<..^(M,+„,+9*.i1>to+ 

ow>    v  '  da  '  d/r 

(^l°8"*    .   0 I°8  M*\    .    I*  /  i*l  A 

+ -*„-) +**('«+«)*  j=°- 

Die  letzte  Klammer  können  wir  einfacher  schreiben.  In  der 
That,  es  ist: 

dlogf/4  .  ö log ?/       dlogu.  ft 
d  U'  o«  ow 
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Hieraus  folgt  dann  als  Werth  derselben  unter  Berücksichtigung 
der  Differentialgleichung  für  w, : 

0 

DemgemUss  können  wir  die  ganze  Gleichung  schreiben,  wenn 
wir  noch  die  schon  entwickelte  Differentialbeziehung  von  V  mit 
hinzunehmen : 

",)^-*'(4-»)*tP=o. 

Jetzt  bleiben  die  Schlüsse  völlig  wie  im  ersten  Paragraphen  und 
mögen  daher  nur  angedeutet  werden. 

Wir  sehen  V  an  als  Function  von  y,  ij  und  /r,  wenn  y  und 
gesetzt  sind  gleich : 

y  =  } '  k  sn  w  ,     i]  =  V  /,•  sn  «  . 

Dann  folgt: 

öT=ÖT    bj]       5*K  hV     &*r;  VyiW 

bk      [Uf^ty  '  bk  +dy  *  bk  ' 

Setzen  wir  diese  Werthe  ein,  so  können  wir  die  Gleichung 
schreiben : 


■■•■-<ir-S5!,+Hs+»-'«-a 

+to*-«K[fTP+*-)Kl+»-«-S] 

+  *»(»- !)*.*«. g+r  i-^ft  , 
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wenn  gesetzt  ist: 
Hieraus  folgt: 

Hierbei  bleiben  wir  stehen.  Alle  anderen  Formen  folgen  aus  der 
soeben  entwickelten  durch  Transformation  der  einfachsten  Art. 
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SITZUNG  VOM  10.  FEBRUAR  1890. 

Walter  König,  lieber  die  Entstehung  der  KundV  sehen  Staub- 
figuren.  Vorgelegt  von  dem  ord.  Mitgliede  Wiedemar. 

I. 

Im  Jahre  1866  hat  Herr  Kindt  jene  eigenthumlichcn  aku- 
stischen Staubfiguren  beschrieben1),  welche  heute  nach  ihm 
benannt  zu  werden  pflegen,  und  welche  als  ein  ebenso  sicheres 
wie  bequemes  Mittel  zur  iodireclen  Bestimmung  der  Schallge- 
schwindigkeit in  Gasen  und  Flüssigkeiten  zur  allgemeinen  Rennl- 
niss  und  Anwendung  gelangt  sind.  Ueber  die  Entstehung  dieser 
Staubfiguren  ist  seit  jener  Zeit  mancherlei  geschrieben  worden. 
Aber  gerade  der  Umstand,  dass  verschiedene  Erklärungsversuche 
aufgestellt  worden  sind,  weist  darauf  hin,  dass  bis  jetzt  keiner 
von  ihnen  als  durchschlagend  zu  betrachten  ist.  Herr  Kindt 
selbst  hat  Uber  die  Entstehung  dieser  Figuren  keine  bestimmte 
Ansicht  geüussert;  er  hat  vielmehr  —  in  der  zweiten  der  diesen 
Gegenstand  behandelnden  Arbeiten2)  —  aus  seinen  Beobach- 
tungen nur  folgenden  allgemeinen  Schluss  gezogen:  "Die  Ursache 
für  das  Zustandekommen  der  Rippen  muss  irn  ganzen  Querschnitt 
der  Röhre  vorhanden  sein.  Die  ausserordentliche  Schürfe  und 
RcgelmHssigkeit  der  Erscheinung  bei  Kieselsaure  liisst  auch  keinen 
Zweifel,  dass  dieselbe  durch  eine  eigentümliche  complicirte  Be- 
wegung der  Luft  bedingt  sein  muss  und  nicht  durch  ein  Mit- 
nehmen der  Theilchen  des  Staubcs  beim  einfachen,  pendelartigen 
Hin-  und  Hergang  der  Luft  erzeugt  werden  kann.«    Eine  solche 

4)  A.  Kundt,  Pogg.  Ann.  127.  pag.  497—523.  4866. 
2)  A.  Kuwdt,  Pogg.  Ann.  428.  pag.  337—355.  <866. 
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complicirte  Luftbewegung  hat  dann  später  Herr  Bourgbt1)  zur 
Erklärung  der  Bippenbildung  aus  der  Annahme  herzuleiten 
versucht,  dass  der  die  Schwingungen  erzeugende  Grundton 
von  Obertönen  begleitet  sei ;  es  sollten  zwischen  je  zwei  Knoten 
so  viele  Rippen  liegen,  wie  der  Ordnungszahl  des  mitschwingen- 
den Obertones  entspricht.  Aber  dann  müssten  die  Abstände  der 
Rippen  Uberall  gleich  sein,  während  es  eine  leicht  zu  bestätigende 
Thatsache  ist,  dass  die  Abstände  der  Rippen  in  der  Mitte  des 
Wellenbauches  am  grössten  sind  und  nach  den  Knoten  zu  kleiner 
werden.  Ausserdem  giebt  diese  Auffassung  über  die  eigentliche 
Mechanik  der  Bewegung  des  Staubes  keinerlei  Aufschluss.  Dem 
gegenüber  geht  die  Erklärung  Dvorak's  von  der  Annahme  aus, 
dass  der  Staub  durch  das  schwingende  Mittel  direct  in  Bewegung 
gesetzt  werde2).  »Der  Staub  wird  dort,  wo  er  locker  ist  und 
nicht  so  fest  aufliegt,  durch  die  Bewegung  des  schwingenden 
Mittels  mitgenommen  und  so  an  die  compacteren  in  Ruhe  ge- 
bliebenen Partien  des  Staubes  geworfen,  wo  er  sich  verfängt  und 
hängen  bleibt.«  Das  Aufrichten  der  Rippen  wird  durch  eine 
Stauung  des  schwingenden  Mediums  an  beiden  Seiten  der  Rippe 
erklärt.  Aehnlich  hat  Herr  Stefan  die  Entstehung  der  Rippungen 
aufgefasst,  welche  er  beobachtete,  als  Wasser  in  einer  Glasröhre, 
deren  Boden  mit  Staub  bedeckt  war,  in  eine  hin-  und  herschwin- 
gende Bewegung  versetzt  wurde3).  Herr  Stefan  meint,  die  Ur- 
sache der  Rippenbildung  liege  darin,  dass  einige  der  Pulver- 
tbeilchen  von  dem  bewegten  Wasser  leichter  nach  der  einen  als 
nach  der  anderen  Seile  mitgerissen  werden,  und  dafür  gäbe  es 
zwei  Gründe,  erstens  die  grössere  Geschwindigkeit  der  Bewe- 
gung der  Wassertheilchen  in  der  einen  als  in  der  umgekehrten 
Richtung  und  zweitens  die  ungleiche  Beschaffenheit  der  Ober- 
fläche der  Theilchcn  auf  den  beiden  entgegensetzten  Seiten.  Auf 
den  gleichen  Gesichtspunkten  beruht  endlich  die  Anschauung, 
welche  die  Herren  Schellbach  und  Böhm  über  die  von  ihnen  be- 
obachtete mechanische  Wirkung  von  Schallwellen  aufgestellt 
haben4);  die  Welle  soll  wie  ein  Windstoss  wirken;  sie  schiebt, 
indem  sie  über  eine  mit  feinem  Pulver  bestreute  glatte  Fläche 


4)  Vgl.  Neesen,  Wied.  Ann.  30.  pag.  432.  1887. 

2)  Dvorak,  Pogg.  Ann.  4  51.  pag.  634—639.  1874. 

3)  J.Stefan,  Wien.  Sitzungsber.  65.  pag.  424—427.  1872. 

4)  Schellbacii  und  Böhm,  Wied.  Ann.  7.  pag.  4—11.  1879. 
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dahinschreitct,  den  Staub  vor  sich  her ;  ist  sie  nicht  mehr  im 
Stande  ihn  zu  bewegen,  so  schreitet  sie  über  den  angehäuften 
Ring  fort,  und  der  Vorgang  wiederholt  sich,  solange  die  Welle 
Intensität  genug  besitzt. 

Die  von  Stefan  und  von  Schellbacii  und  Böhm  beobachteten 
Erscheinungen  stimmen  mit  den  KiNDT'schen  Staubfiguren  sowie 
mit  den  Klangfiguren,  welche  in  Platten  von  elastischen  oder 
tropfbaren  Flüssigkeiten  durch  feste  tönende  Platten  erzeugt 
werden,  offenbar  darin  tiberein,  dass  in  allen  Fällen  der  Staub 
sich  in  parallelen  Rippen  ordnet,  welche  auf  der  Bewegungs- 
richtung des  umgebenden  Mediums  senkrecht  stehen.  Herr  Kindt 
hat  diese  Thatsache  bei  seiner  Untersuchung  der  zuletzt  genann- 
ten Klangfiguren1)  schon  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  ausge- 
sprochen. Aber  gerade  die  Allgemeinheit  dieser  Thatsache  und 
die  Regelmässigkeit  der  ganzen  Erscheinung  lassen  die  ange- 
führten Erklärungsversuche,  die  mehr  oder  weniger  auf  die  zu- 
fälligen Ungleichheiten  der  Theilchen  oder  ihrer  Vertheilung 
zurückgehen,  wenig  befriedigend  erscheinen,  ganz  abgesehen 
davon,  dass  eiue  Luftbewegung,  wie  sie  Herr  Dvorak  an- 
nehmen muss,  um  die  Bildung  der  hohen  Querwände  bei  der 
Kieselsäure  oder  anderen  geeigneten  Materialien  zu  erklären, 
mir  durchaus  nicht  vorstellbar  erscheint.  Ich  glaube  im  Gegen- 
satz hierzu,  dass  man  zu  einer  vollständigen,  ganz  allgemeinen 
und  principiellen  Erklärung  der  Rippenbildung  gelangen  kann 
einfach  dadurch,  dass  man  den  ganzen  Vorgang  als  das  nimmt, 
was  er  in  Wahrheit  ist,  nämlich  als  eine  Bewegung  fester  Körper 
in  einer  Flüssigkeit  oder  richtiger  als  die  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit um  feste,  in  ihr  befindliche  Körper  herum.  Von  diesem  Ge- 
sichtspunkte aus  lassen  sich  die  bekannten  Grundsätze  der  Hy- 
drodynamik auf  diese  Erscheinungen  anwenden,  und  es  soll 
gezeigt  werden,  dass  die  Ergebnisse,  zu  denen  man  auf  diesem 
Wege  gelangt,  mit  den  Thatsachen  in  vollkommener  Ueberein- 
stimmung  stehen. 

II. 

Wenn  die  Luft  oder  die  Flüssigkeit,  in  der  sich  die  Staub- 
theilchen  befinden,  in  Bewegung  gesetzt  wird,  so  wird  sie  auf 
die  Staubtheilchen  Wirkungen  von  zweifacher  Art  ausüben. 

I]  A.  Kundt,  Pogg.  Ann.  UO.  pag.  297—305.  4870. 
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Erstens  wird  sie  dieselben  mit  sich  fortzuführen  suchen.  So- 
dann aber  müssen  sich  in  dem  Maasse,  als  die  Staubtheilchen 
hinter  der  Flüssigkeitsströmung  zurückbleiben,  Bewegungsfor- 
men dieser  letzteren  entwickeln,  wie  sie  der  Bewegung  starrer 
Körper  in  einer  Flüssigkeit  entsprechen.  In  Folge  dieser  relativen 
Bewegungen  der  Flüssigkeitstheilchen  gegen  die  Staubtheilchen 
werden  Druckkräfte  von  Seiten  der  Flüssigkeit  auf  die  festen 
Theilchen  ausgeübt  werden,  welche  die  Hydrodynamik  für  ge- 
wisse einfache  Fülle  zu  berechnen  gestattet.  Wir  wollen,  um  den 
einfachsten  Fall  zu  erhalten,  annehmen,  dass  unsere  Theilchen 
kugelförmig  wären.  Dann  können  wir  der  Hydrodynamik  fol- 
genden Satz  entlehnen:  Bewegen  sich  zwei  Kugeln  in  einer 
Flüssigkeit  mit  constanten  gleichen  Geschwindigkeiten  in  pa- 
rallelen Graden,  so  sind  die  Resultanten  der  von  der  Flüssigkeit 
auf  sie  ausgeübten  Druckkräfte  so  beschaffen,  als  ob  zwischen 
den  Kugeln  Anziehungs-  bez.  Abstossungskräfte  wirksam  wären 
von  derselben  Form,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung,  wie 
die  Anziehungs-  bez.  Abstossungskräfte  zwischen  zwei  magne- 
tischen Molekülen,  die  mit  gleichgerichteten,  der  Bewegungsrich- 
tung parallelen  Axen  in  den  Kugeleentren  liegend  zu  denken 
sind  *).  In  unserem  Falle  bewegen  sich  nicht  die  Kugeln  in  der 
ruhenden  Flüssigkeit,  sondern  umgekehrt  die  Flüssigkeit  gegen 
die  ruhenden  Kugeln ;  da  aber  die  genannten  Kräfte  nur  durch 
die  relativen  Bewegungen  beider  bedingt  sind,  so  werden  sie  in 
letzterem  Falle  die  gleichen  sein  wie  in  ersterem.  Ferner  ist  in 
unserem  Falle  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  keine  constante, 
sondern  eine  periodisch  hin-  und  hergehende.  Dass  auch  in 
diesem  Falle  die  beschriebenen  Kräfte  bestehen,  natürlich  eben- 
falls periodisch  in  ihrer  Grösse,  hat  Bjerknes  bewiesen.  Es  ist 
wichtig  zu  bemerken,  dass  sie  periodisch  wechselnd  nur  in  ihrer 
Grösse,  aber  nicht  in  ihrer  Richtung  sind.  Die  Kräfte  dagegen, 
welche  die  Theilchen  fortzuführen  suchen,  wechseln  ihre  Rich- 
tung zugleich  mit  der  Bewegung  der  Flüssigkeit.  Daraus  ist  er- 
sichtlich, dass  bei  schwingender  Bewegung  der  Flüssigkeitsmasse 
die  rein  hydrodynamischen  Wirkungen  viel  deutlicher  zur  Er- 
scheinung kommen  müssen,  als  bei  fortschreitender  Bewegung. 

Die  geschilderten  Wirkungen  hat  Bjerknes  zuerst  experi- 
mentell mit  Hülfe  eines  geistreich  ersonnenen  Apparates  an  zwei 


1)  Kirchhoff,  Mechanik.  2.  Aull.  pag.  251. 
M»tb.-phjs.  CUsse  1VJ0.  4 
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in  Wasser  oscülircnden  Kugeln  nachgewiesen.  Dass  Kräfte  der 
gleichen  Art  zwischen  zwei  Kugeln  in  einer  schwingenden 
Luftmasse  bestehen,  lässt  sich  mit  Hülfe  eines  sehr  einfachen 
Versuches  zeigen.  Mau  führe  in  eine  KiNDT'scbe  Röhre  von 
betrachtlichem  Durchmesser  einen  steifen  Draht  ein,  von  dem 
aus  an  möglichst  feinen  Coconfäden  zwei  kleine  Kugeln  aus  Kork 
oder  Hollunderrnark  bis  in  die  Mitte  des  Rohrenquerschnittes 
herabhängen.  Die  Kugeln  werden  so  justirt,  dass  sie  sich  sehr 
dicht  bei  einander  befinden,  ohne  sich  jedoch  zu  berühren,  und 
dass  sie  eine  Stelle  in  der  Röhre  einnehmen,  an  der  beim  Tönen 
ein  Schwingungsbauch  entsteht.  Bringt  man  dann  die  Luft  in 
der  Röhre  in  bekannter  Weise  zum  Tönen,  so  sieht  man  deutlich, 
dass  sich  die  Kugeln  abstossen,  wenn  ihre  Mittelpunkte  i  n  der 
Richtung  der  Röhrenaxe,  d.  h.  der  Schwingungsrichtung  hinter 
einander  liegen,  dass  sie  sich  dagegen  anziehen,  wenn  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  auf  der  Röhrenaxe  senkrecht 
steht. 

Aus  der  Existenz  dieser  Kräfte  folgt  unmittelbar  die  eigen- 
thümliche  Anordnung  der  Staubtheilchen  in  einer  schwingenden 
Luft-  oder  Flüssigkeitsmasse.  Nach  dem  Gesagten  verhalten  sich 
nämlich  unsere  kugelförmigen  Staubtheilchen  in  der  schwingen- 
den Flüssigkeit  gerade  entgegengesetzt  wie  Eisenfeilspähne  in 
einem  Magnetfelde,  dessen  Kraftlinien  den  Strömungslinien  der 
Flüssigkeit  entsprechen.  Die  Eisenfeilspähne  ziehen  sich  an  in  der 
Richtung  der  Kraftlinien  und  stossen  sieh  ab  in  allen  Richtungen 
senkrecht  dazu ;  sie  reihen  sich  daher  in  Linien  an  einander,  die 
längs  der  Kraftrichtung  des  Magnetfeldes  verlaufen.  Unsere  Ku- 
geln dagegen  stossen  sich  in  dieser  Richtung  ab  und  ziehen  sieh 
in  allen  dazu  senkrechten  Richtungen  an ;  sie  werden  sich  also 
in  Flächen  anordnen  müssen,  welche  auf  den  Strö- 
mungslinien der  Flüssigkeit  senkrecht  stehen.  Das  ist 
aber  gerade  diejenige  Erscheinung,  welche  man  bei  den  Kloni- 
schen Staubfiguren  beobachtet.  Die  Bildung  der  Rippen  und 
Querwände  ist  also  der  Entstehung  der  bekannten  magnetischen 
Curven  vergleichbar,  aber  complementär  dazu,  wenn  der  Aus- 
druck in  dem  hier  vorliegenden  Sinne  gestattet  ist.  Damit  scheint 
mir  trotz  des  complicirten  Bewegungsvorganges  in  der  Flüssig- 
keit die  Erklärung  der  KuivDT'schen  Staubfiguren  in  einer  ein- 
fachen und  anschaulichen  Form  gegeben  zu  sein. 

Man  könnte  gegen  diese  Anwendung  hydrodynamischer 
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Principien  vielleicht  den  Einwand  erheben,  dass  man  es  bei  un- 
seren Schallschwingungen  weder  mit  einer  incoinpressiblen  noch 
mit  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  zu  thun  hat.  Doch  zeigt  die 
Betrachtung  der  für  ein  elastisches  Medium  geltenden  Formeln 
dass  die  Compressibilität,  selbst  im  Falle  eines  Gases,  ausser 
Acht  gelassen  werden  kann,  so  lange  die  Dimensionen  der  Ku- 
geln und  ihre  Abstände  von  einander  klein  sind  gegen  die  Strecke, 
um  welche  sich  eine  Verdichtung  oder  Verdünnung  wahrend  der 
Zeitdauer  einer  Schwingung  fortpflanzt;  diese  Bedingung  ist  bei 
den  k i  mm  scheu  Staubfiguren  stets  erfüllt,  da  die  Staubtheilchen 
und  ihre  Abstände  immer  klein  sind  gegen  die  Wellenlänge  des 
Tones,  der  die  Figuren  erzeugt.  Ebenso  kann  in  erster  Annähe- 
rung der  Einfluss  der  Reibung  vernachlässigt  werden;  die  Rei- 
bung wird  die  hydrodynamischen  Bewegungsformen  allerdings 
etwas  abändern,  wird  aber  ihren  Charakter  nicht  vollständig 
verkehren,  wie  das  schon  daraus  hervorgeht,  dass  Bjerkxbs  die 
Resultate  seiner  Theorie  bei  Versuchen  in  Wasser  wenigstens 
qualitativ  bestätigt  gefunden  hat. 

Da  die  Kräfte,  auf  welche  wir  die  Entstehung  der  Rippen 
zurückgeführt  haben,  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  der  Luft- 
bewegung proportional  sind,  so  haben  sie  ihren  grössten  Werth 
im  Schwingungsbauch ,  wo  die  Excursionen  der  Lufllhcilchen 
am  weitesten  sind.  Daher  haben  die  Rippen  und  Querwände  von 
Staub  im  Schwingungsbauch  ihre  schärfste  Ausbildung  und  ihre 
grössten  Abstände ;  nach  den  Knoten  zu  werden  sie  schwächer 
und  rücken  enger  zusammen. 

Im  Gegensatz  zu  den  älteren  Erklärungsversuchen,  welche 
das  Hauptgewicht  auf  das  Mitschwingen  der  Staubtheilchen  leg- 
ten, geht  die  vorliegende  Theorie  von  der  Voraussetzung  aus, 
dass  die  Staubtheilchen  nicht  mitschwingen  oder  zum  mindesten 
hinter  den  Excursionen  derLufttheilchen  erheblich  zurückbleiben. 
Pulver,  welche  so  fein  sind,  dass  sie  in  der  Luft  schweben  und 
deren  Bewegungen  fast  vollständig  mitmachen,  wie  Rauch  oder 
Salmiaknebel,  zeigen  daher  keine  Rippungen.  Auf  der  anderen 
Seite  lagert  ein  Pulver,  welches  speeifisch  sehr  schwer  ist,  zu 
dicht  und  fest  an  der  Wandung  der  Röhre,  um  durch  die  immer- 
hin schwachen  Kräfte,  um  die  es  sich  hier  handelt,  bewegt  zu 
werden.  Es  ist  daraus  ersichtlich,  dass  das  Pulver  in  Bezug  auf 


i)  G.  Kirchhoff,  Mechanik.  2.  Aufl.  pag.  341. 
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sein  specifischcs  Gewicht  und  die  Feinheit  seiner  Zcrthcilung 
gewissen  einschränkenden  Bedingungen  unterworfen  ist,  um  für 
die  besprochenen  Versucho  geeignet  zu  sein.  Bei  verschiedenen 
Pulvern  können  die  Erscheinungen  sehr  verschieden  an  Schön- 
heit und  Deutlichkeit  ihrer  Gestaltung  ausfallen.  Sind  dieTheil- 
chen  dos  Pulvers  verschieden  in  ihrer  Beweglichkeit,  so  werden 
die  schwerer  beweglichon  in  Folge  ihrer  grösseren  Geschwindig- 
keitsdifferenz gegen  die  Flüssigkeitslheilchcn  gleichsam  zu  Gen- 
tren stärkerer  Kraftäusserungen ;  an  ihnen  sammeln  sich  die 
leichter  beweglichen,  und  sie  werden  dadurch  zu  Ausgangs- 
punkten der  Hippenbildung.  In  diesem  Punkte  berühren  sich 
unsere  Ausführungen  mit  den  oben  erwähnten,  älteren  Erklä- 
rungsversuchen. Aber  wir  sehen,  dass  unsere  Betrachtungsweise 
zugleich  die  hydrodynamische  Begründung  für  jenen  Satz  er- 
giebt,  von  dorn  z.  B.  die  DvoRAn'schc  Erklärung  ohne  weitere 
Begründung  ausging.  Es  muss  gegenüber  jenen  früheren  Er- 
klärungen aber  noch  einmal  darauf  hingewiesen  werden,  dass 
nach  der  hier  auseinandergesetzten  Theorie  die  ungleiche  Be- 
weglichkeil der  Slaublhcilchcn  durchaus  kein  unbedingtes  Er- 
fordernis für  die  Entstehung  der  Bippcnbildung  ist. 

III. 

Wir  haben  bisher  die  Kugelgestalt  als  erste  Annäherung  an 
die  Gestalt  der  Pulvcrlheilchen  unseren  Betrachtungen  zu  Grunde 
gelegt.  Sind  die  Pulvcrlheilchen  keine  Kugeln,  so  bestehen  ausser 
den  Kräften,  welche  die  verschiedenen  Theilchen  auf  einander 
ausüben  oder  richtiger  auszuüben  scheinen,  noch  Drehungsmo- 
mente, welche  jedes  Theilchen  für  sich  von  Seiten  der  bewegten 
Flüssigkeit  erfährt.  Um  von  der  Art  dieser  Drehungsmomento 
eine  Anschauung  zu  gewinnen,  nehmen  wir  die  Theilchen  in  er- 
ster  Annäherung  als  Rotationskörper  an.  Von  solchen  beweisen 
Thomson  und  Tait  in  ihrer  theoretischen  Physik1),  dass  sie  stets 
das  Bestreben  haben  müssen,  wenn  sie  sich  in  einer  Flüssigkeit 
bewegen  oder  eine  Flüssigkeit  um  sie  herumslrömt,  sich  mit  ihrer 
Längsdimension  quer  gegen  die  Flüssigkeitsströmung  zu  legen. 
Thomson  und  Tait  führen  eine  Reihe  von  Vorgängen  an,  in  denen 


\)  Thomson  und  Tait,  Theoretische  I'h>sik.  Braunschweig 
1.  Theil.  pag.  299—303.  - 
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dieses  Gesetz  in  der  Natur  zum  Ausdruck  kommt.  Ist  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeitsmasse  keine  einfache  Strömung  in  einer 
Richtung,  sondern  ein  geradliniges  Hin-  und  Zurückströmen,  wie 
im  Schwingungsbauche  einer  tönenden  Luftsaule,  so  ist  der  Sinn 
des  Drehungsmomentes,  das  ein  in  der  Flüssigkeit  ruhender  Ro- 
tationskörper erfahrt,  in  allen  Phasen  der  Bewegung  der  gleiche, 
und  daher  muss  ein  solcher  Körper  aueh  in  einer  hin-  und 
herschwingenden  Flüssigkeit  bei  freier  Beweglichkeit  sich  mit 
seiner  Breitseite  quer  gegen  die  Schwingungsrichtung  einstellen. 
Auf  diesem  Ergebniss  der  Theorie  beruht  die  Erklärung  der  Be- 
obachtung, welche  Lord  Rayleigh  gemacht  hat,  und  welche  von 
ihm  und  spater  von  Herrn  Grimsehl  zur  Schallstarkemessung 
verwandt  worden  ist1),  der  Beobachtung  nämlich,  dass  eine 
Scheibe,  die  leicht  beweglich  im  Schwingungsbauche  einer 
KrisoT'schen  Röhre  aufgehängt  wird,  sich  beim  Tönen  der  Luft- 
säule mit  ihrer  flachen  Seite  senkrecht  zur  Röhrenaxe,  d.  h. 
zur  Schwingungsrichtung  einstellt.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
für  einfache  Falle,  etwa  für  ein  verlängertes  oder  abgeplattetes 
Rotationsellipsoid,  die  Grösse  des  besagten  Drehungsmomentes 
zu  berechnen ;  darüber  sollen  weitere  Mittheilungen  an  einer  an- 
deren Stelle  gemacht  werden.  Bei  den  KiNDT'schen  Slaubfiguren 
spielt  diese  Erscheinung  insofern  eine  Rolle,  als  sie  dazu  bei- 
tragen wird,  die  entstehenden  Rippen  und  Querwände  noch 
scharfer  und  flacher  zu  gestalten.  Denn  wenn  die  Staubtheilchen 
nicht  kugelförmig  gestaltet  sind,  so  werden  sie  sich  nicht  blos 
zusammen  in  Flachen,  die  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrecht 
stehen,  anordnen,  sondern  ein  jedes  Theilchon  wird  sich  auch 
noch  mit  seiner  Langserstreckung  in  diese  Flache  legen.  Man 
kann  diesen  Vorgang  deutlich  beobachten,  wenn  man  z.  B.  Kork- 
feilicht benutzt,  dessen  Theilchen  meist  sehr  unregelmassig  ge- 
staltet sind. 

Die  behandelten  beiden  Falle  können  als  die  Grundtypen 
der  bei  den  akustischen  Bewegungserscheinungen  vorkommenden 
Kraftwirkungen  hingestellt  werden.  Von  dem  Gesichtspunkte 
aus,  der  unserer  Behandlung  dieser  Fälle  zu  Grunde  liegt,  wer- 
den auch  alle  übrigen  durch  Schallschwingungen  erzeugten  Be- 


1)  Rayleigh,  Proc.  Cambr.  Phil.Soc.  Nov.  1880;  Proc. Royal  Soc.  S.  Mal 
f 884 .  pag.  110;  Phil. Mag.  (5)  14.  pag.  186— 187.  1882.  Vgl.  Beyme,  Inaug- 
Diss.  Zürich  1884;  Gkiju*kiil,  Wied.  Ann.  .14.  pag.  1028—1038  (1888,. 
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wegungserscheinungen,  wie  sie  von  Dvorak,  Neesen  u.  A.  beob- 
achtet worden  sind,  behandelt  werden  können  und  müssen; 
immer  handelt  es  sich  um  das  Vorhandensein  fremder  Massen 
in  der  bewegten  Flüssigkeit,  und  so  kann  man  sagen,  dass  der 
Schlüssel  zur  Erklärung  aller  dieser  Erscheinungen  in  den  hy- 
drodynamischen Arbeiten  von  Kirciuioff,  C.  Neimann,  Beltrami, 
Bjerknes,  Leahy  u.  A.  gegeben  ist.  Die  Schwierigkeiten  einer  voll- 
kommenen Erklärung  werden  daher  nicht  im  Ansatz,  sondern 
nur  in  der  Durchführung  der  Berechnung  liegen.  Die  hier  unter- 
suchten beiden  Fülle  werden  genügen,  um  die  Anwendbarkeit 
dieser  Principien  darzuthun. 
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Martin  Krause,  lieber  die  Differentialgleichungen,  denen  die 
doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten. 

In  diesen  Berichten1)  ist  eine  Methode  angegeben  worden, 
mit  deren  Hülfe  unendlich  viele  Differentialgleichungen  aufge- 
stellt werden  können,  denen  doppelt  periodische  Functionen 
zweiter  Art  Genüge  leisten. 

Dieselbe  soll  im  Folgenden  dazu  angewandt  werden ,  um 
zwei  der  bekanntesten  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
die  LAMfi'sche  und  die  PiCARn'sche,  zu  integriren.  Die  LAMfische 
Differentialgleichung  ist  in  einer  grösseren  Reihe  von  Arbeiten 
behandelt  worden  und  zwar  auf  mannigfache  Weisen.  "Wir 
wollen  hier  nur  eine  der  letzten  Arbeiten  herausgreifen,  in 
welchen  dieselbe  untersucht  wird,  eine  Arbeit  von  Herrn  Sparre, 
die  sich  im  3.  Bande  der  Acta  mathematica  findet.  In  derselben 
wird  die  LAME'sche  Differentialgleichung  als  specieller  Fall  einer 
viel  allgemeineren  Gleichung  behandelt. 

Die  PicARD'schc  Gleichung,2)  die  eine  Verallgemeinerung 
einer  zuerst  von  Herrn  Gylden3}  aufgestellten  Gleichung  ist, 
bietet  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Fülle  dar, 
je  nachdem  die  in  derselben  vorkommende  Grösse  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist.  Herr  Picard  hat  in  beiden  Füllen  die 
Formen  der  Lösungen  als  Summen  gewisser  einfacher  Functionen 
kurz  charaktcrisirt,  ohne  aber  die  Gleichungen  wirklich  anzu- 
geben, die  zur  Coefßcientenbestimmung  dienen  können.  Auf 
die  zweite  Darstellung  der  Integrale  als  Productc  periodischer 
Functionen  wird  Uberhaupt  nicht  eingegangen. 


4)  4.  Man  4889. 

2)  Comptes  rendus  tome  89  pag.  74. 

3)  Comptes  rendus  tome  88  pag.  850  et  963. 
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Für  gerade  Werthe  von  n  —  im  Sinne  von  Herrn  Picard  — 
füllt  die  PicARn'sche  Gleichung  unter  die  von  Herrn  Sparre  be- 
handelte allgemeine  Gleichung  und  ist  von  Letzterem  in  ausführ- 
licher Weise  untersucht  worden,  für  ungerade  Werthe  von  n 
dagegen  nicht.  Ks  liegt  das  daran,  dass  Herr  Sparre  die  hei 
ihm  auftretenden  Grössen  «  nur  in  ihrer  allgemeinen  Form  be- 
trachtet, ohne  irgend  welche  specielle  Bedingungen  über  die- 
selben anzunehmen.  Insbesondere  sieht  er  davon  ab,  dass 
einige  der  Grössen  et  vom  Zeichen  abgesehen  einander  gleich 
werden  können.  Sowie  diese  Annahme  zugelassen  wird,  modi- 
ficiren  sich  siimmlliche  Resultate.  Es  zeigt  sich  nun,  dass  gerade 
diese  Annahme  für  die  Lösung  der  PicARo'schen  Gleichung  für 
den  Fall  eines  ungeraden  n  von  massgebender  Bedeutung  ist 
und  unmittelbar  zur  Integration  fuhrt. 

Im  Folgenden  sollen  nun  die  Lame' sehe  und  die  PicARn'sehe 
Differentialgleichung  unter  demselben  Gesichtspunkte  betrachtet 
werden  und  zwar  soll  die  Lösung  der  ersteren  und  des  ersten 
Kalles  der  zweiten  so  weit  geführt  werden,  bis  sich  dieselben 
Resultate,  wie  in  der  Sparre  sehen  Arbeit  ergehen.  Der  zweite 
Fall  der  PiCARn'schen  Differentialgleichung  soll  dann  ausführ- 
licher behandelt  werden. 

Den  Belrachungen  legeu  wir  die  Function  zu  Gruude- 


Ks  ist  dieses  nicht  die  allgemeinste  Function  zweiter  Art, 
indessen  handelt  es  sieh  für  uns  zunächst  auch  nicht  um  die  Be- 
handlung der  allgemeinsten  Fülle,  sondern  darum,  die  Brauch- 
barkeit der  Methode  an  einigen  besonders  wichtigen  Beispielen 
darzuthun. 

§  4. 

Integration  der  Lame" sehen  Di/ferentinlgleichung  zweifer  Ordnung. 
Wir  legen  den  Betrachlungen  die  Function  zu  Grunde: 

(i)     (f  M  =  ?« [r  +   •••*.(?:  +  "<») .  ~2*lZ  '  \ 

1  f[  }  !>.  fr)" 
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r  und  die  Grössen  ar  sind  Argumente  von  Thetafunctionen, 
to  und  ar  die  Argumente  der  entsprechenden  elliptischen  Func- 
tionen. 

Mit  ihrer  Hülfe  bilden  wir  die  ganzen  transcendenlen  Func- 
tionen : 

wobei  /»  alle  VVerlhe  0,  1 , ...  n  —  I ,  /  alle  Werlhe  0,  I ,  ...  n  —  2 
annehmen  kann.  Sümmtliche  Functionen  besitzen  dieselbe  Ord- 
nungszahl und  Charakteristik.  Die  Zahl  derselben  ist  Ii  w.  Da- 
raus folgt  leicht,  dass  sich  die  erste  von  ihnen  linear  durch  die 
übrigen  ausdrücken  lassen  muss.  n  ist  hierbei  grösser  als  \ 
vorausgesetzt. 

Führen  wir  an  Stelle  der  Thetafunctionen  die  elliptischen 
Funtionen  ein,  so  folgt  die  Existenz  der  Gleichung  : 

dir*      ~*  äw 
V*  ck  •  sn*A'(>r)  +  sn  w  •  cn  ir  •  dn  iü5J  C|  sn*'(»/?)  . 

II  0  J 

Die  Coefficienten  sind  nach  bekannten  Regeln  zu  bestimmen, 
insbesondere  werden  die  Grössen  ba1  . . .  bn_K  bestimmt,  indem 
w  der  Reihe  nach  gleich  —  er,,  —  ati  . . . ,  —  er,,  gesetzt  wfrd. 

Für  diese  Werlhe  wird  die  rechte  Seite  Null  und  wir  err 
hallen : 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  leicht  zu  bilden.  In 
der  Thal,  setzen  wir: 
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so  ist: 


n 


also: 
d*(p  [w) 


wo  die  Summen  in  einfacher  nicht  nüher  anzugehender  Weise 
zu  erstrecken  sind. 

Die  erste  Summe  verschwindet,  wenn  wir  w  =  —  ar  setzen, 
denn  es  ist  bekanntlich: 

<h£~  =  n  W  (2Ä2 '  sn<  W  ~~  1  ~~  A<  +  k*  '  sn* a)  ' 

Es  bleibt  also  nur  die  zweite  Summe  zu  betrachten  übrig. 
Aus  ihr  sind  alle  diejenigen  Glieder  herauszugreifen,  bei  denen 
ein  Factor  den  Index  k  —  r  hat,  da  die  übrigen  verschwinden, 
mit  anderen  Worten,  wir  erhalten  den  Ausdruck: 

2  (p  [iv)    d(pr[w)       d (p[ (w)  1 


tpr(w)       dw     &      dw       <pt("')  ' 

wo  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  dieselbe  über  alle  / 
von  1  bis  n  zu  nehmen  ist,  mit  Ausnahme  von  /  =  r,  wo  ferner 
an  Stelle  von  w  zu  setzen  ist  —  ar. 


Nun  ist,  von  einem  Exponentialfactor  abgesehen  : 

tdtpjjwY 

«r 


\   dw  ]w  =  _„r 

_         —  ",•)  P*  log     («/)  _  ä  log  &t_ t(aJ  _  r/log  ^(^-»n 
#o(«r)     L       dat  dar  dat  J 

Mithin  erhallen  wir%das  Gleichungssystcm : 

*f  l        dar  dar  dat     J  * 


wobei  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  Uber  /  in  der  vorhin  an- 
gegebenen Weise  zu  erstrecken  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  aber, 
wie  aus  bekannten  Relationen  folgt  : 
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n-l 


,  sn  ai  •  cn  «f  •  dn  «/  -f-  sn  ar  -  cd  ar  •  dn  a 
sn'cr,.  —  sd4^ 


o 


oder  wcdd  wir  setzen : 


(3) 


xk  =  sn*  er*  , 

uk  =  sn  ak  •  cn  ak  •  dn  , 


(*) 


o  ~~  xi 


Diese  Gleichungen  künnen  noch  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht werden.  Dazu  denken  wir  uns  die  Gleichung  gebildet, 
deren  Wurzeln  die  Grössen  Xt ,  aPt>  . . .  xn  sind.  Dieselbe  möge 
lauten  : 


(5)     f(x)  =  a?"  +  p,  •  x»-*  -f  pt  •  .r"-1  H  pn  =  0  . 


Ferner  setzen  wir : 

Unter  diesen  Annahmen  künnen  wir  unser  Gleichungssystem 
schreiben : 


Aus  diesem  Gleichungssystem  sind  die  Grössen  bk  bestimmt. 
Die  Grössen  ck  und  c{  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2) 
sind  dann  mit  Hülfe  von  Reihenentwickelungen  zu  berechnen. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  Uber  die  Grössen  ati  a„  ...  an 
keinerlei  Annahme  gemacht  worden.  Wir  können  nun  auf 
mannigfache  Weise  über  dieselben  verfügen,  so  dass  die  Coefli- 
cienten  besonders  einfache  Werthc  annehmen.  Eine  diese 
Specialisirungen  ergiebt  die  Lame  s«  Differentialgleichung. 

In  der  That,  wir  wollen  die  Grössen  ak  jetzt  so  bestimmen, 
dass  die  Coefficienten  bk  sümmtlich  gleich  Null  werden.  Die 
hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen  hierfür  lauten : 


H-\ 


P) 


r&A-S-  6»-«»**« 


'I 


1 
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Bei  dieser  Annahme  nimmt  dann  auch  die  rechte  Seite  eine 
besonders  einfache  Form  an.  Denken  wir  uns  nümlich  die 
linke  und  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  nach  Potenzen 

von  In:  -f-  *J  entwickelt,  so  ist  die  kleinste  negative  Polenz  auf 

der  linken  Seite  die  — (»  -f-  2)t0 .  Daraus  folgt,  dass  auf  der 
rechten  Seite  jedenfalls  nur  die  Glieder  stehen  bleiben  können  : 

'/  ("')  (ro  +  ri  '  sn* ,r  H~  ro'  *  sn  M'  *  cn  w  '      w)  • 

Nun  folgt  aber  auf  der  linken  Seite  auf  die  —  [n  +  2)tfl  Polenz 
sofort  die  —  nte,  daher  muss  auch  r0'  =  0  sein,  oder  also  wir 
erhalten  die  Gleichung: 

Das  ist  aber  die  LAMfi'sche  Differentialgleichung,  wenn  wir  noch 
hinzunehmen,  dass,  wie  unmittelbar  folgt  : 

c,  =  /,(/i-H)/,*  ist. 

Ks  kommt  also  das  ganze  Problem,  die  LAMfi'sche  Differential- 
gleichung zu  integriren,  darauf  hinaus,  das  Gleichungss\  stein 
aufzulösen : 

0 

Nun  haben  wir  gesetzt: 

ftix)  «  rrw-  +  (/),  +  xjjap-*  +  [pt  +       +  + 
+  ■••J^l-l  +  Al-l•fl,l+•••«!/,",  » 

also  folgt: 

f!(xr)  w*  (n  -  l)flrr»-4  +  (fl  -  3)  (/>,  +  H  T«~*  +  ■  '  •  P«.-i  + 

+  /'»-:,•  '7  H  •r/"~4  • 

Selzen  wir  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir  ein  bekanntes 
Gleiehungssyslem  der  Algebra.    Ks  folgt: 
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Das  ist  aber  dasselbe  Gleichungssystcm,  welches  Herr  Sparrf.  in 
seiner  Arbeit  aufstellt,  so  dass  wir  hiermit  die  Theorie  der  La m fi- 
schen Differentialgleichung  abschliessen  können. 

§  2- 

Ableitung  der  Picard1  sehen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

für  den  Fall  eines  ungeraden  n. 

Wir  legen  denselben  Ausdruck  wie  vorhin  zu  Grunde: 

und  bilden  die  Ausdrücke : 

d*  </'  f  >r 


In  diesen  Ausdrücken  kann  /,  der  Reihe  nach  die  Werthe  an- 
nehmen :  0,  1 ,  •  •  •  «  —  2  . 

Dieselben  sind  Bttmmllich  Functionen  dritter  Art  von  der  ' 
Ordnungszahl  An  —  2,  die  denselben  Bedingungsgleichungen 
(ienüge  leisten.  Ihre  Zahl  ist  gleich  3n  —  1 .  Daraus  folgt  leicht, 
dass  sich  die  erste  derselben  linear  durch  die  übrigen  darstellen 
lassen  muss.  Fuhren  wir  wiederum  die  elliptischen  Functionen 
ein,  so  folgt  die  Existenz  der  Gleichung: 

(2)      jffi*  +  (f\  +    •  sa1  i*H  6„  _ ,  •  sntn  - 1  w  + 

=    (w)  jj^jl  c/t  Sir"  ~ lA  <c  -f-  S"  jn  ™  "  ^  cä'  '  sn*"  ~ ik  M'J  • 
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Die  Constanlen  &„,  •••  £n_,  sind  dadurch  bestimmt,  dass  die 
rechte  Seite  für  w  =  —  af.  verschwindet,  die  linke  also  auch. 
Die  Bcslimmungsgleichungcn  lauten: 

(3)  ft,  +  6,.n««r+. sn— *ar-6._1.*«.?l^£5£r  = 

—  a*/ 

Die  Cocfficienlen  auf  der  rechten  Seite  sind  durch  Rcihencnl- 
wickclungen  bestimmt. 

Das  gilt  allgemein.  Nun  wollen  wir  spccialisiren  und  unter- 
suchen, ob  wir  nicht  die  Grössen  ttx  •  •  •  an  so  bestimmen  können, 
dass  die  Constanten  b0 ,  bx ,  •  •  •  bn_i  verschwinden.  Ks  folgt  dann 
iihnlich  wie  im  ersten  Paragraphen,  dass  die  resultirende  Differen- 
tialgleichung die  Form  annehmen  würde: 

i«  «PfM  ,  ,        /4  snw-enf/'  (hphr) 
Selzen  wir  nun: 

(5)  Ur  -  dn*«r  > 

so  können  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Grössen  ttr  ge- 
sehrieben werden : 

2yr      —  .'/,•  -  •'// 

Wir  würden  zu  den  Bedingungsgleichungen  des  vorigen  Para- 
graphen gelangen,  wenn  wir  =  0  setzen.  Wir  multi- 
pliciren  nun  im  allgemeinen  Falle  die  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  »//',  ytk  •  •  ynk  und  addiren.  Das  Resultat  nimmt  die 
Form  an : 

s 

wobei  die  Grössen  s  die  entsprechenden  Polenzsummen  der 
Grössen  »/  bedeuten.    Diese  Gleichung  gilt  für  /.  =  1,  2,  •  •  •  . 

Daraus  folgt,  dass  wenn  -~  keine  der  Zahlen  1,8,  —  fl— K 

ist,  dass  dann  jedenfalls  sein  müsste: 
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für  k  =  0,  \ ,  •  •  •  n  —  2.  Das  aber  führt  ohne  weitere  Annahme 
zu  einem  Widerspruch,  denn  dann  würde  ja  folgen  bn__t  =  0  . 
Wir  haben  uns  also,  wenn  keine  Spccialisirung  vorgenommen 
wird,  auf  die  soeben  definirten  Werthe  von  bn__{  zu  beschranken. 
Ktlr  diese  lautet  die  entsprechende  Differentialgleichung,  wenn 
wir  bn_ ,  =2  iy  +  ^ )  setzen : 

^(«c) ,  Ä(  ,  iUjmw'cnw  dw(w)      ,  Ki    .   .     a         ,  »  „ 
dw*  "ÖW  d7r  ;==^(«0fe+»(n-2f-<)snV) .') 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diesen  soeben  definirten  Fall  weiter 
zu  untersuchen.  Wir  wollen  aber  weiter  specialisiren. 

Im  Falle  n  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  können  wir  näm- 
lich v  so  specialisiren,  dass  wir  zu  der  PicARii'schen  Gleichung 
gelangen.  In  der  That,  die  PicARn'sche  Gleichung  erhalten  wir, 
wenn  c,  =  0  ist  oder  also : 

oder  wenn  wir  n  =  2/i  -+-  \  setzen: 
(«)  %i  =  fi  +  «  • 

Diesen  Werth  von  bn_i  irollen  wir  in  der  Folge  allein  in  Be- 
tracht ziehen.  Für  denselben  können  wir  unser  Gleichungs- 
system schreiben : 

N 

i 

jt'»r[-y,l'  +  s<yrf'-'~\  =  o, 

(») 

i 

ii 

i 

I)  In  Bezug  auf  diese  Differentialgleichung  möge  auch  noch  u.  a.  auf 
zwei  Noten  von  Herrn  Gilden  verwiesen  werden,  die  sich  im  90.  Bande 
der  Comptes  rendus  befinden,  pag.  208  und  304. 
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Es  kann  dieses  Gleichungssvstem  leicht  direct  aufgelost 
werden ;  wir  ziehen  es  aber  vor,  es  in  eine  noch  Ubersichtlichere 
Form  zu  bringen,  indem  wir  die  Gleichung  einfuhren,  welcher 
die  Grössen  yx  •  •  •  yn  Genüge  leisten. 

Dieselbe  möge  lauten : 

%)  =  y"  +  /V  •.'/?- +--;'„'  =  o, 

dann  können  wir  das  Gleiehungssj  stein  schreiben : 
2ur  •  »r*  =  0  >       <  =  0,  I  .•••,<  —  2  , 

o»;  V'',[y,-,'  +  /','-ffr'"-,]  =  ,>, 

Setzen  wir  hierin : 

(II)  „,.  =  ,;.■,,,.»+<, 

so  leistet  ty  den  Gleichungen  GenUge: 

V'V  •  *****  =  0  •      »  =  M, 
(I«)    V1V[;/," +  /,,'., v,.»-]=o  , 

S^w*  +  /-,'  •.'/,"+'"-'  +  •  •  •  /■;,♦.  •  .v,"-']  = <» ■ 

Das  ist  al>cr  wieder  ein  bekanntes  Gleiehungssvstem  der  Algehra. 
Ihm  leisten  die  Functionen  Genüge : 

Dass  diese  Werthe  auch  dem  ursprunglichen  Gleichungssystem 
Genüge  leisten,  braucht  nicht  naher  auseinandergesetzt  zu  wer- 
den. Hiermit  sind  wir  wiederum  zu  den  Resultaten  von  Herrn 
Starre  gelangt  und  können  diesen  Fall  abschliessen. 
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§3. 

Untersuchung  der  Picard1  sehen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  den  Fall  eines  geraden  n. 

Die  Betrachtungen  der  vorigen  Paragraphen  waren  zunächst 
sowohl  für  gerade  als  auch  ungerade  n  gültig.  Wir  fanden,  die 
Function  tp[tc)  leistet  der  Differentialgleichung: 

Genüge,  wenn  die  Bedingungsgleichungen  bestehen: 

Krst  bei  dem  Uebergang  zur  PiCARn'schen  Gleichung  tritt  ein 
Unterschied  ein.  Dieselbe  ergiebt  sich,  wenn  c,  =  0  gesetzt  ist. 
Dann  aber  wird : 

(3)  =        I  =  2ff-H  , 

wenn  wir  annehmen,  dass  n  eine  gerade  Zahl  Zu  ist. 

Für  einen  solchen  Werth  von  6Ä— t  sind  aber  die  obigen 
Gleichungen  nicht  ohne  Weiteres  auflösbar.  Um  auch  in  diesem 
Falle  eine  Auflösung  zu  erhalten,  specialisiren  wir.  Wir  haben 
bisher  stillschweigend  angenommen,  dass  die  Grössen  yr  alle 
von  einander  verschieden  sind.  Diese  Annahme  wollen  wir  jetzt 
fallen  lassen,  dann  modificiren  sich  die  Resultate. 

In  der  Thal,  greifen  wir  das  Glied  heraus: 

ur  +  Uj        I     sna,.  •  cn«,.  •  dnar  +  sn«,  •  cn«;  •  dn«/ 
Ifr  —  Vi       k*  sni"i  —  sn*"r 

und  machen  die  Annahme,  dass : 

ar  =  —  «i 

ist,  so  nimmt  das  Glied  die  Form  an: 

I     I  -  2(l+/,*}sn1«r+3/,2snV,. 
Ä*  2  •  sn«r  •  cru(r  •  dn«,. 

Math.-phys.  Classe  1SW.  5 
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Wir  erhalten  also  in  diesem  Falle  ein  ganz  anderes  Gleichungs- 
System.  Oh  dieses  freilich  auflösbar  sein  wird  ist  fraglich,  da 
die  Zahl  der  Gleichungen  im  allgemeinen  grösser  ist,  als  die  Zalil 
der  Unbekannten. 

In  einem  Falle  fallt  diese  Schwierigkeit  fort,  wenn  wir  näm- 
lich die  Annahme  machen: 

(4)     aK  =  —  an  ,      cr4  =  —  afi_i  .  •  •  •      =  —  . 

In  diesem  Falle  nämlich  reducirt  sich  unser  Gleichuncs- 
svstem  auf  ein  Svslem  von  u  Gleichungen  mit  den  /*  Unbekannten 
a,  ,       •••«„,  auf  das  Gleichungssystem  nämlich: 

Der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  dieselbe  zu  erstrecken 
ist  nach  /  Über  I ,  2 ,  ■  •  •  /<  mit  Ausnahme  von  /  =  r.  An  Stelle 
von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  1  ,  2 ,  • 

Dieses  Gleichungssystem  kann  in  der  folgenden  Weise  auf- 
gelöst werden.  Wir  setzen  wie  früher: 

x,.  =  sn4«,. 

und  nehmen  an,  dass  die  Grössen  xr  der  Gleichung  Genüge 
leisten : 

(6)     f{x)  =  x>i+pi   X**-*  +Pi  ..r>"-*H  fy  =  0  . 

Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  unser  Gleichungss\stem 
geschrieben  werden : 

(7 ;  [|  -  xr (2  +  2  A *  -  k*  •  bn  _ , )  +  xr*  •  k*  (3  -  bn  _ , )]  f'M  + 
4  JV(|  _  ;,v  (4  +  /,*  +  *■  •  a:,.*)  f/  [xr]  =  0  . 

Für  allgemeine  Werthe  von  bn_{  ist  die  Gleichung  in  x,. 
vom  Grade  ju  -f-  1.  für  den  speciellen  Werth  von  dagegen, 
welcher  die  Picard  scIic  Differentialgleichung  ergiebt  und  der 
jetzt  aufgenommen  werden  möge,  wird  der  Factor  von  .r,./l+l 
gleich  Null,  so  dass  die  Gleichung  den  Grad  //  besitzt.  Dieselbe 
besitzt  genau  dieselben  Wurzeln  wie  die  Gleichung  : 

m  -  ° » 

muss  also  mit  ihr  übereinstimmen. 
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Da  nun 

f(xr)  =  u  •  xS~*  +  (ii  -  \)  Pl  •  ay""4  +  •  •  •  , 
ist,  so  ergiebt  die  Vergleichung  die  Relationen : 

(8)  =     _/  +  1)(2,,_2/-H), 

In  diesen  Relationen  ist  an  Stelle  von  /  der  Reihe  nach  zu 
setzen  1,1,  •••/<.  Die  u  —  2  ersten  Relationen  drücken  dann 
die  Grössen  pit  •  •  •  als  rationale  ganze  Functionen  von  /it 

aus  und  zwar  von  dien  resp.  Graden  2,  3,  >  •  •  u  —  I .  Setzen 
wir  diese  Werthe  in  die  vorletzte  Gleichung : 

 Pu-j  ~h  /'u  -J  

ein.  so  erhalten  wir  für  die  Grösse  />,  eine  Gleichung  vom 
Grade  «, ,  die  in  jedem  einzelnen  Falle  sofort  aufgestellt  wer- 
den kann. 

Wir  erhalten  also  den 

• 

Lehrsatz :  Das  Gleicfmnyssystem  (5)  ist  auflösbar  und 
zwar  leisten  die  Grossen  xr  einer  Gleichung  ui6n  Grades  Ge- 
nüge, deren  Coefficienlen  sich  sümmtlich  rational  durch  eine 
Losimg  einer  anderen  Gleichung  /iten  Grades  darstellen  lassen. 

Dann  folgt  aber,  dass  auch  c0  bestimmt  ist  und  zwar  als 
Wurzel  einer  Gleichung  ^ten  Grades,  die  sich  aus  der  Gleichung 
für  die  Grösse  px  unmittelbar  herleiten  lässt.  In  der  That,  ver- 
vermöge der  Reihenentwickelung  ergiebt  sich  für  c„  der  Werth: 

c0  =  2  [n  -  %)jgh '  sn4«,.     n  /. 4  —  »4  , 
i 

5* 
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oder  also : 

(9)  c0  =  —  2  (n  —  2)  A**/?,  -f-  n  k*  —  n* . 

Damit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erwiesen  und  ein 
Integral  der  PiCARn'schen  Gleichung  auch  in  diesem  Falle  ge- 
funden. Die  Form  der  Lösung  ist  von  der  PiCARn'schen  völlig 
verschieden,  indessen  ist  es  nicht  schwer,  sie  auf  die  PiCARiVsche 
zu  reduciren. 

In  der  That  w  ir  können  unser  Integral  schreiben : 

An  seiner  Stelle  können  wir  auch  die  Function  nehmen: 
<T.W-J*f  »,(c)»-*;(aj 

oder  auch : 

(10)  (ft  'r  =JJ{sn*w  —  sn4«,.)  . 

i 

Verwandeln  wir  dieses  Product  in  eine  Summe,  so  erhalten 
wir  genau  das  PicARD'sche  Resultat  und  zwar  drücken  sich  die 
Coefheionten  unmittelbar  durch  die  von  uns  bestimmten  Grössen 
p  aus.  Wir  wollen  nun  zusehen,  ob  es  nicht  noch  eine  weitere 
Lösung  des  Gleichungssystemes  (2)  giebt. 

Dazu  machen  wir  jetzt  diejenige  Annahme,  die  auf  die  bis- 
her gemachte  Uiiturgemiiss  folgt.  Wir  nehmen  nämlich  an,  dass 
die  Gleichungen  bestehen: 

(M)    «,  =  —  an,      a,  =  —  «„_,,  •    •  «„_,  =  —  «M+4  , 

wahrend  «u  verschieden  ist  von  Eine  Betrachtung  ein- 

fachster Art  zeigt  dann,  dass  sicherlich  die  Relationen  bestehen 
müssen: 

(IS)  uu  =         =  0  , 

sie  zeigt  ferner,  dass: 

(13)  sn'-ctu  =  0  ,      sn*«M+l  =  I 

oder  umgekehrt  sein  muss. 
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Dann  werden  die  Gleichungen,  denen  die  Grössen  sn- 
Genüge  leisten: 

bn_K    ur*__      J-2(14^)sn'ar  +  3Ä'-sn««,. 

(14)  T"  yf"  2^  h 

+  2 Ii  «5J  7^— h  h  lt    r  ,  • 

An  Stelle  von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  (,  2,  •  ■  /t  —  1 . 
die  Summe  ist  nach  /  zu  nehmen  über  alle  /  von  I  bis  /<  —  1  mit 
Ausnahme  von  /  =  r. 

Das  Gleichungssystem  kann  auch  folgendermassen  ge- 
schrieben werden: 

(15)  3+3v(— 6+Ä-*(2/i— 3))— ^«(a/i— 6)+4tir«5Ir — - — =  0 . 

^™  cct. —  00f 

Führen  wir  wieder  die  Gleichung  ein.  welcher  die  Grössen 
Genüge  leisten: 

(16)  ctf*-4  +  qtxt1-*  -f-  74sr.w-3  H  oM_4  =  rp(x)  =  0  , 

und  stellen  ganz  analoge  Betrachtungen  wie  im  vorigen  Falle  an, 
so  erhalten  wir  die  Beziehungen : 

f/t  dt.q,  +  d3-  gUx 

7/~  r/,  +     '  9,  ' 

(17)  </,  =  (/,  _/)(2„_2/+1), 

d,  =  («  -  /  -  1)  (A*f(2/+  1)  -  2  [u  -  l  +  1))  , 
(/3  =  _2Ä*(/+  !)(,<- /-I). 
,/,  =  (.«- i)  (A*  -  2«  _  2), 
d.  =  -2*«  (u-1). 

Die  Zahl  der  Relationen  ist  gleich  u  —  1.  Aus  den  u  —  2 
ersten  sind  die  Grössen  </4, . ..  9iU__,  als  ganze  Functionen  von  9, 
von  den  resp.  Graden  2, . . .  /*  —  1  bestimmt.  Setzen  wir  diese 
Ausdrücke  in  die  letzte  Gleichung,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  vom  Grade  tt,  welcher  die  Grösse  q{  Genüge  leisten 
muss. 
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Wir  finden  also  den 

Lehrsatz:  Das  Gleichungssyslem  (Ii)  ist  auflösbar  und 
zwar  leisten  die  Grössen  xr  einer  Gleichung  vom  Grade 
iji  —  I)  Genüge,  deren  Coefficienten  sich  sttmmtlich  rational 
durch  eine  Lösung  einer  Gleichung  /iten  Grades  darstellen 
lassen. 

Dann  aber  folgt  genau  so  wie  im  vorigen  Falle,  dass  die 
Grösse  c0  als  Wurzel  einer  Gleichung  utea  Grades  bestimmt  ist. 
Diese  Gleichung  /i1*"  Grades  ist,  wie  nicht  weiter  ausgeführt 
werden  möge,  mit  der  im  früheren  Talle  gefundenen  identisch, 
so  dass  wir  auf  unserem  Wege  das  zweite  Integral  der  vorge- 
legten Differentialgleichung  gefunden  haben. 

Dasselbe  kann  genau  so  wie  das  erste  in  die  PiCARn'sche 
Form  gebracht  werden,  so  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Inte- 
gration vollkommen  durchgeführt  ist. 
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Hennann  Wiener,  Zur  Theorie  der  Hinwendungen.*)  Vor- 
gelegt von  Neumann.    Mit  7  Figuren. 

IV.  Die  UeberfUhmiig  eines  Systems  ans  einer  Lage 
in  eine  beliebige  andere. 

12.  Die  Wichtigkeit  der  vorausgehenden  Betrachtungen 
beruht,  wie  erwähnt,  auf  dem  Satz,  dass  jedes  starre  System 
aus  einer  Lage  in  jede  andere  durch  eine  Schraubung  gebracht 
werden  kann,  oder,  wie  wir  jetzt  besser  sagen,  um  auch 
die  besonderen  Fülle  einzuschliessen,  durch  die  Folge  zweier 
Umwendungen.  Den  bisherigen  Elementarbewegungen  ent- 
sprechend, führte  man  den  Beweis  so,  dass  man  das  System 
aus  der  Anfangslage  durch  eine  Schiebung  in  eine  Zwischenlage 
brachte,  von  welcher  aus  es  durch  eine  Drehung  in  die  Endlage 
Ubergeführt  werden  konnte,  woraus  der  Satz  folgt,  wenn  man 
weiss,  dass  sich  diese  beiden  Bewegungen  zu  einer  Schraubung 
vereinigen.  Ist  so  der  Beweis  geleistet,  so  lüsst  sich  auch  eine 
einfache  Construction  für  die  Axe  dieser  Schraubung  angeben  *2). 

Sollen  die  Umwendungen  die  Grundlage  bilden,  so  ist  dieser 
Beweis  durch  einen  anderen  zu  ersetzen.  Wir  wollen  im  Folgen- 
den einen  solchen  führen,  der  sich  durch  die  Einfachheit  seiner 
Voraussetzungen  auszeichnet.  Wir  knüpfen,  ohne  die  Betrach- 
tungen des  II.  und  III.  Abschnittes  zu  benutzen,  direct  an  den 
Begriff  der  Umwendung  an,  indem  wir,  nach  Aufstellung  einer 
einfachen  Bedingung  für  die  Umwendbarkeit  zweier  Punkte  in 

1)  Dieser  Aufsatz  ist  die  Fortsetzung  des  auf  Seite  13 — 23  abgedruck- 
ten :  »Die  Zusammensetzung  zweier  endlichen  Schraubungen  zu  einer  ein- 
zigen«. 

2)  Man  vergleiche  Sciiell  »Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte«, 
2.  Auflage.  S.  161  u.  162. 


Digitized  by  Google 


72 


EL  Wiener, 


zwei  andere  (13.  ,  einen  Satz  ableiten,  der,  wie  sieh  spater  er- 
gehen wird,  auch  von  Wichtigkeit  zur  Beurteilung  der  Stellung 
ist,  welche  die  Theorie  der  Uinwendungcn  verwandten  Zweigen 
der  Geometrie  gegenüber  einnimmt:  den  Satz,  dass  jede  Be- 
wegung, welche  die  Lage  zweier  Punkte  gegenseitig  vertauscht, 
durch  eine  Umwendung  ersetzt  werden  kann  (14.),  woraus  sich 
sofort  crgiebt,  dass  dasselbe  von  einer  Bewegung  gilt,  welche 
eine  Gerade  mit  sich  selbst  in  umgekehrtem  Sinne  zur  Deckung 
bringt  (15.).  Nun  lässt  sich  aber  jede  Gerade  durch  eine  Um- 
wendung mit  jeder  anderen  in  beliebigem  Sinne  zur  Deckung 
bringen  (16.).  Man  braucht  also  (17.)  nur  irgend  eine  Gerade 
des  Systems  aus  ihrer  Anfangslage  in  umgekehrtem  Sinne  in 
ihre  Endlage  umzuwenden,  so  ist  das  System  dadurch  in  eine 
Zwischenlage  gelangt,  aus  der  es  durch  eine  zweite  Umwendung 
in  die  Endlage  gebracht  werden  kann. 

Dieser  Gang  des  Beweises  hat  noch  den  Vorlheil  vor  dem 
bisherigen,  dass  er  sofort  die  beiden  Geraden  liefert,  um  welche 
umgewandt  w  erden  muss,  was  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Siitze 
des  II.  Abschnittes  noch  auf  eine  neue  Eigenschaft  der  Schrau- 
benaxe  führt  (48.). 

13.  Vorerst  stellen  wir  eine  einfache  Bedingung  dafür  auf, 
dass  zwei  starr  verbundene  Punkte  durch  eine  Umwendung  um 
eine  Gerade  aus  den  Anfangslagen  At1  B{  in  die  Endlagen  A%,  Bt 
gebracht  werden  können.  Bei  dieser  Bewegung  müssen  die  in 
A{  und  Av  und  ebenso  die  in  BK  und  Bt  gelegenen  Punkte  gerade 
ihre  Lage  vertauschen:  wenn  also  s  die  Axe  der  Umwendung  ist. 
so  wird 

AxAiB,Bi  {s)AtAiBtBl  . 

Daraus  folgen  (nach  3.)  die  Gleichungen: 

AiBi=AiBi,    AiBt  =  AtBi1 

wovon  die  erste  ausdrückt,  dass  die  Punkte  starr  verbunden 
sind,  also  nur  die  zweite  etwas  Neues  aussagt. 

Wir  können  nun  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  be- 
weisen : 

Zwei  starr  verbundene  Punkte  lassen  sich  aus  einer  Anfangs- 
lage AK,  BK  durch  eine  Umwendung  in  die  Endlage  A„  Bt  bringen, 
wenn  die  geradlinigen  Stücke  zwischen  der  Anfangslage  eines 
jeden  und  der  Endlage  des  anderen  gleich  lang  sind,  also  wenn 
/tt  Bt  =  AiBi  . 
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Es  ist  nur  zu  zeigen,  dass  unter  dieser  Bedingung  die  Ver- 
bindungsgerade  der  Mittelpunkte  der  beiden  Stücke  A{  At 
und  BK  Bt  auf  diesen  senkrecht  steht,  d.  h.  wenn  3/  und  AT  diese 
Mittelpunkte  sind,  dass 

31 N  _L  AK  At   und   M  N 1  BK  Bi  . 

Da  die  Punkte  starf  verbunden  sind,  tritt  zu  der  Bedingung 
noch  die  weitere: 

AKBK  =  AtBt1 

woraus  folgt 

I:  A^M*Ä*  =  AtAKBt  . 

II:  A^Mi=*^^i 
(Congruenz  wegen  Gleichheit  dreier 
Seiten);  dann  folgt  aus  [. 

MBX  =  MBi 

(als  entsprechende  Linien  in  congruenten  Dreiecken).  Da  nun 
BK  MBt  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist.  und  A'die  Mitte  seiner 
Grundlinie,  so  ist 

MN±Bt  Bt  . 

Ebenso  folgt  aus  II. 

MNl  At  At  , 

w.  z.  b.  w. 

4  4.  Satz.  Eine  Bewegung,  bei  der  zwei  Punkte  ihre  Lage 
vertauschen,  ist  stets  durch  eine  Umwendung  ersetzbar. 

Denn  wird  durch  die  Bewegung,  welche  wir  der  früheren 
Bezeichnung  (3.)  entsprechend  durch  {  53 }  ausdrücken  wollen, 
die  Lage  der  in  AK  und  A%  befindlichen  Punkte  vertauscht,  und 
ist  Bx  ein  beliebiger,  nicht  auf  der  Geraden  A{  At  gelegener, 
weiterer  Punkt,  Bt  die  Endlage  desselben,  also 

AiAiBl  [9}AtAtB%9  ' 

so  ist  wegen  der  Starre  des  Systems 

AiSt  =A,B,;     AtB{  =  A{Bt  , 

also  (4  3.)  giebt  es  eine  Gerade  s,  so  dass: 

AyB{  {s)AiBi. 

was  auch  geschrieben  werden  kann : 

AKAiBK  {s}  AiAiBi  . 
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Daraus  folgt,  dass  ein  Dreieck  durch  { Ü8  }  und  durch  {  s  } 
in  dieselbe  Endlage  übergeführt  wird,  also  [7.) 

{©)  =  <*}• 

Zusatz  I.  Vertauschen  bei  einer  Bewegung  zwei  Punkte  ihre 
Lage,  so  vertauscht  jeder  Punkt  seine  Lage  mit  demjenigen,  in 
welchen  er  bei  der  Bewegung  übergeht1). 

Zusatz  II.  Es  giebt  keine  involutorische  Bewegung,  die  nicht 
durch  eine  Umwendung  su  ersetzen  wäre. 

Denn  die  Bedingung  der  involutorischen  Bewegung  ver- 
langt (4.),  dass  ein  Punkt,  welchen  sie  aus  .4,  nach  A%  bringt,  bei 
ihrer  Wiederholung  nach  At  zurückkehre.  Dann  ist  die  Be- 
wegung aber  wie  eben  bewiesen,  durch  eine  Umwendung  er- 
setzbar2}. 

15.  Bei  einer  Umwendung  gelangt  jede  Gerade,  w  elche  die 
Umwendaxe  senkrecht  trifft,  mit  sich  gelbst  zur  Deckung,  doch 
so,  dass  ein  der  Geraden  beigelegter  Sinn  in  den  umgekehrten 
verwandelt  wird.  Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der 

Satz.  Wird  durch  eine  Bewegung  eine  Gerade  mit  sich  selbst 
in  umgekehrtem  Sinne  zur  Deckung  gebracht,  so  lüsst  sich  die  Be- 
wegung durch  eine  Umwendung  ersetzen,  deren  Axe  die  Gerade 
senkrecht  trifft. 


I]  Durch  die  Bestimmung,  dass  At  und  Az  ihre  Lage  vertauschen 
sollen,  ist  die  Endlage  noch  nicht  bestimmt,  da  das  starre  System,  der  Be- 
dingung folgend,  sich  immer  noch  um  die  Gerade  At  A2  drehen  kann.  Aber 
in  jede  dieser  möglichen  Endlagen  kann  es  durch  ejne  Umwendung  ge- 
bracht werden;  als  Umwendaxe  kann  jede  auf  AyA2  mittelsenkrechte 


Gerade  dienen ;  bestimmt  ist  dieselbe  erst, 
w  enn  von  einem  ausserhalb  dieser  Geraden 
gelegenen  Punkte  Anfangs-  und  Endlage 
ß, ,  ß2  gegeben  sind. 

Um  diese  wichtigen  Verhaltnisse  in 
die  Anschauung  aufzunehmen,  verfertige 
man  sich  ein  Modell,  bestehend  aus  einem 
Parallelogramm  Ax  Bx  AtBt,  das  man  aus 


■°*  starkem  Papier  ausschneidet  und  längs  der 

Diagonale  AXA2  umbiegt.  Zu  jeder  Lage,  die  man  den  beiden  Dreiecken 
ertheilen  kann,  sucht  man  sich  in  Gedanken  leicht  die  zugehörige  Umwend- 
axe, welche  AiA2Bt  in  AtAx  #a  überführt. 

2  Die  identische  Bewegung  wird  nicht  als  involutorisch  angesehen, 
da  sie  schon  selbst,  nicht  aber  erst  ihre  Wiederholung  das  System  in  die 
Ausgangslage  zurückbringt. 


Digitized  by  Google 


Zur  Theorie  der  Umwbndingen. 


75 


Denn  sind  AK,  Bt  die  Anfangslagen  zweier  Punkte  jener 
Geraden,  /14,  Bt  ihre  Endlagen,  so  bewirkt  die  Bedingung  der 
Starre,  verbunden  mit  der  Voraussetzung  über  die  Umkehrung 
des  Sinnes  die  Streckengleichung:   A  s 


A{BX  =  BtA%  . 
Fällt  dabei  der  Punkt  B. 


— H 
A, 


mit  .1,  zusammen,  so  folgt  aus 


dieser  Gleichung,  dass  Bt  nach  Ai  fallt;  es  vertauschen  also  bei 
der  Bewegung  die  Punkte  At  und  A%  ihre  Lage,  woraus  (nach  1 4.) 
der  Satz  folgt. 

16.  Satz.  Eine  Gerade  kann  durch  eine  Umwendung  mit 
jeder  anderen  Geraden  des  Baumes  so  zur  Deckung  gebracht  iver- 
den,  dass  ein  bestimmter  Sinn  der  ersten  in  einen  bestimmten  Sinn 
der  zweiten  übergeht.  " 

Es  seien  zwei  beliebige  Geraden  a,  und  at  gegeben,  und  es 
sei  festgesetzt,  in  welchen  Sinn  von  ai  ein  bestimmter  Sinn  von 
a{  übergehen  soll.  Sind  dann  MK ,  Mt  die  Fusspunkte  derjenigen 
Geraden,  welche  a{  und  at  senkrecht  trifft  (oder  wenn  es  un- 
endlich viele  solcher  Geraden  giebt,  die  Fusspunkte  irgend  einer 
von  ihnen1,  und  ist  ferner  I,  irgend  ein  Punkt  von  o, ,  so  be- 
stimme man  den  Punkt  A§  so,  dass  dem  Sinne  AtMt  auf  a,  nach 
unserer  Festsetzung  der  Sinn  AiMi  auf  r/s  entspricht,  und  dass: 

AiMl  =  AiMi  , 

so  ist  auch 

&AtMtM%££AtMtMt 

(als  rechtwinklige  Dreiecke  mit  entsprechend 
gleichen  Katheten),  woraus  folgt 

AlMi  =  Ai}fi  . 

Daher  giebt  es  (13.)  eine  Gerade  s,  so  dass: 

A,Mt  {s}A,  MtJ 

w.  z.  b.  w.  — 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Stückes  i/, .)/,  die 
beiden  Geraden  «,',  a\  parallel  zu  av  bezw.  ai:  so  wird 

da  durch  die  Umwendung  M  in  sich  selbst,  und  parallele  Gera- 
den wieder  in  parallele  übergehen.  Daher  ist  s  eine  Halbirungs- 
gerade  des  Winkels  «a,').   Kehrt  man  den  Sinn  auf  «,  um,  so 
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erhalt  man  als  Lösung  die  andere  halbirende  Gerade  s'  dieses 
Winkels. 

Zusatz.  Es  ist  auf  zwei  Arten  möglich,  eine  Gerade  durch 
Umwendung  in  eine  andere  überzuführen :  die  beiden  Umwend- 
axen  schneiden  sich  senkrecht  im  Mittelpunkte  des  kürzesten  Ab- 
Statutes  der  beiden  Geraden,    ivelehen  sie  ebenfalls  senkrecht  * 
treffen,  und  bilden  mit  jenen  dieselben  Winkel1}. 

17.  Hauptsatz.  Ein  starres  System  lüsst  sich  aus  einer  Lage 
stets  durch  zwei  Umwendungen  in  jede  andere  Lage  bringen. 

Ist  a{  die  Anfangslage,  at  die  Endlage  irgend  einer  Geraden 
des  starren  Systems,  so  suche  man  (nach  16.)  die  (bezw.  eine 
Gerade,  um  welche  jene  Gerade  in  umgekehrtem  Sinne  nach  n? 
umgewandt  wird.  Dadurch  gelangt  das  System  in  eine  Zwischen- 
lage, in  der  es  mit  der  Endlage  eine  Gerade,  in  umgekehrtem 
Sinne,  gemein  hat,  es  lüsst  sich  also  (15.)  durch  eine  weitere  Um- 
wendung aus  jener  in  diese  bringen.  W.  z.  b.  w. 

Dies  ist  die  allgemein  giltige  Form  des  Satzes.  Wir  haben 
zu  seiner  Ableitung  weder  den  Inhalt  des  II.  noch  den  des 
III.  Abschnittes  benutzt.  Unter  Berücksichtigung  der  Ergebnisse 
des  II.  Abschnittes  erhält  der  Satz  folgende  Form: 

Zusatz.  Em  stan-es  System  lüsst  sich  aus  einer  Lage  in  eine  * 
andere  entweder  durch  eine  Schiebung  oder  durch  eine  Drehung 
oder  durch  eine  Schraubung  bringen. 


18.  Der  Gang  des  vorigen  Beweises  führt  zugleich  auf  die 
Lösung  der  Aufgabe,  die  Axen  der  beiden  Umwendungen  zu 
linden,  welche  ein  Dreieck  aus  der  gegebenen  Anfangslage  AlBi  Ct 
in  die  gegebene  Endlage  AtB%C%  bringen.  Man  suche  erst  die 
Gerade  s,  um  welche  die  Gerade  liKC\  so  umgewandt  wird,  dass 
sie  in  umgekehrtem  Sinne  mit  der  Geraden  Bi  Ct  zur  Deckung 
kommt:  gelangen  dabei  die  Punkte  Br  Ct  nach  Blt,  Ctt  auf  der 
Geraden  BtCt,  so  wird 

i)  Hierzu  stellt  man  sich  ein  ebenso  einfaches  wie  lehrreiches  Modell 
her,  indem  man  ein  auf  beiden  Seiten  zugespitztes  Streichholz  m  in  die 
Mitte  zweier  anderen  Streichhölzer  fo,,  a„)  senkrecht  einsteckt.  Die  Ge- 
raden s  und  s'  werden  durch  zwei  Stecknadeln  dargestellt,  welche  man  in 
«i  einsteckt.  Durch  Umwendung  um  sie  w  ird  man  die  Lagen  der  Streich- 
hölzer o,  und  a2  vertauschen  können,  und.zwarso,  dass  die  Köpfchen  ihre 
Lage  entweder  gegenseitig,  oder  mit  den  Fussenden  vertauschen. 
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Gelangt  dabei  ferner  der  Punkt  Ax  in  die  Lage  ,-1l2,  so  ist 
die  Axe  der  zweiten  Umwendung  dadurch  bestimmt,  dass  durch 
sie  die  Punkte  Aiti  Bit,  (Ctf)  nach  A%1  Bt,  (Ct)  gelangen  sollen. 

Um  die  Schraubemixe  zu  finden  lüsst  sich  dieses  Verfahren 
durch  ein  anderes  ersetzen,  welches  die  drei  Punkte  des  Drei- 
ecks gleichartig  benutzt.  Denn  man  weiss  (10.),  dass  die  Ge- 
rade s  —  und  auch  jede  andere  ebenso  gefundene  Gerade  — 
die  Schraubenaxe  senkrecht  trifft.  Daraus  folgt  der 

Satz.  Wird  durch  eine  Bewegung  das  Dreieck  AK  BK  CK  in  das 
Dreieck  AtB%Ct  übergeführt,  so  werden  diejenigen  drei  Geraden, 
um  welche  die  drei  Seiten  des  ersten  Dreiecks  umgewandt  werden 
müssen,  um  mit  den  entsprechenden  Seiten  des  zweiten  in  umge- 
kehrtem Sinne  zur  Deckung  zu  gelangen ,  von  ein  und  derselben 
weiteren  Geraden  senkrecht  getroffen,  Jiümlich  von  der  Axe  der 
Schraubung.  welche  das  erste  Dreieck  in  das  zweite  überführt. 

Bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Construction  sind  natür- 
lieh  nur  zwei  der  Umdrehaxen  nothwendig. 

Die  Hohe  und  der  Winkel  der  Schraubung  werden  dann  in 
der  bekannten  Weise  gefunden.  Sind  nitmlich  /,  und  /a  die 
beiden  Geraden,  welche  die  Punkte  .-1,  und  At 
senkrecht  auf  die  Schraubenaxe  projiciren,  so 
kann  man  (10.,  Umkehrung)  die  Schraubung 
durch  {tx,  u)  ersetzen,  wo  u,  die  Schrauben- 
axe senkrecht  schneidend,  so  bestimmt  ist,  dass 
der  Punkt  At ,  welcher  bei  { /,  }  seine  Lage  bei- 
behalt, bei  {u}  nach  Aa  gelangt;  und  ebenso 
durch  {  u,  /ä } .  wo  u  genau  denselben  Bedingungen  unterliegt, 
also  mit  u  zusammenfällt.  Die  Schraubung  ist  also  durch 

ersetzbar,  die  Höhe  der  Schraubung  ist  also  (10.,  Satz;  gleich 
dem  doppelten  Abstand  von  t{ ,  u  oder  von  u  ,  d.  h.  gleich 
dem  Abstand  von  /, ,  fa  d.  i.  gleich  der  senkrechten  Projection  von 
AiAi  auf  die  Schraubenaxe;  ebenso  der  Winkel  der  Schraubung 
gleich 

d.  h.  gleich  dem  Winkel  der  beiden  Geraden ,  welche  die  Strecke 
.1,  At  senkrecht  auf  die  Schraubenaxe  projiciren. 

19.  Noch  in  einer  anderen  einfachen  Weise  ergeben  sich 
für  eine  nicht   specielle  Bewegung  {33}  die  Elemente  der 
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Schraubung,  welche  sie  ersetzt,  indem  wir  nur  die  in  13.  auf- 
gestellte Bedingung  benützen. 

Gelangt  durch  eine  gegebene  Bewegung  ein  Punkt  aus  der 
Lage  AK  nach  A% ,  ein  zweiter  Punkt  aus  A%  nach  A, ,  ein  dritter 
aus  A3  nach  Av  so  ist 

AtAtAt{%}A9AtAt1 

d.  h.  es  geht  —  wenn  nicht  Av  At,  A3  in  einer  Geraden  liegen 
—  das  Dreieck  AiAiAi  in  das  Dreieck  AtA3At  über;  es  ist 
dann  in  Folge  der  Starre  des  Systems : 

AK  At  =  A^A3  =  A9  AA  , 
A  |  A  3  —  A  ^  A  A  . 

Wir  bestimmen  nun  die  drei  Geraden 
s.  /,  u  so,  dass 

I:  AtAt  {s}  A3A,  , 

II:  AiAi{l)AAAz, 
III:  A%A9{u)  A4A9, 

was  immer  möglich  ist,  da  die  Geraden 
s  und  u  für  (I  und  III;  Symmetrielinien 
gleichschenkliger  Dreiecke  sind,  und 
(für  II)  die  (nach  1 3.)  notwendigen  Be- 
dingungen gelten: 

AiAi  —  AiA3.     A{  A3  =  AA A t ; 

dann  wird: 

AKAtA3{s)  A3A^AX  {/}  AtA9A4  {u}  A%A9At  , 

also  AAA9At  {s,  t }  AtA9A4 , 

und  i1,i4ti43  { /,  w  }  yltii,/14  , 

daher  (7.)  (  s,  f  }  =  {/,«}  =  {©}  . 

Dadurch  ist  ein  neuer  Beweis  des  Satzes  gegeben,  dass  jede 
solche  Bewegung  durch  zwei  Umwendungen  zu  ersetzen  ist 
Die  Schraubenaxe  ist  die  Gerade,  welche  s  und  u  senkrecht  trifft 


4)  Da  dieser  Beweis  nocli  eine  besondere  Betrachtung  des  Falles  for- 
dert, dass  die  Punkte  Ax,  A2,  A3  in  einer  Geraden  liegen  (in  der  Schrauben- 
axe, oder  wenn  die  Bewegung  durch  eine  Schiebung  zu  ersetzen  ist,  in  einer 
in  der  Schiebungsrichtung  verlaufenden  Geraden),  so  ist  der  in  4  7.  ge- 
sehene diesem  i.  a.  vorzuziehen. 
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(und  zugleich  auch  /);  die  Höhe  der  Schraubung  ist  der  doppelte 
kürzeste  Abstand  von  s.  t.  und  auch  von  t,  u,  d.  h.  der  kürzeste 
Abstand  von  s,  u. 

Der  Winkel  der  Schraubung  ist 

=       u)  =  (sw). 

Dies  liefert  den 

Satz.  c/i/rcfi  eine  Bewegung,  die  keine  Schiebung  ist,  ein 
starres  System  aus  einer  Lage  in  eine  neue  über,  und  man  be- 
stimmt im  Räume  eine  solche  Kette  von  Punkten  AK,  At,  As,  Ax, 
dass  durch  die  Bewegung  das  Dreieck  AK  AtA3  in  die  neue  Lage 
AtA9A4  übergeht,  so  lässt  sich  die  Bewegung  durch  eine  Schrau- 
bung ersetzen,  deren  Axe  in  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  der 
Symmetrielinien  jener  beiden  (gleichschenkligen)  Dreiecke  füllt, 
wtihrend  Höhe  und  Winkel  der  Schraubung  dem  kürzesten  Ab- 
stand und  dem  Winkel  dieser  Symmetrielinien  gleich  ist. 

Zusatz.  Fallen  die  vier  Punkte  A{,  At,  As,  AA  in  eine  Ebene, 
so  ist  die  Bewegung  durch  eine  Drehung  zu  ersetzen. 

20.  Als  Anhang  zu  diesem  Abschnitt  sei  noch  Einiges  über 
die  Sonderstellung  gesagt,  welche  die  Schiebungen  den  übrigen 
Bewegungen  gegenüber  einnehmen.  Wir  sahen,  dass  jede  Be- 
wegung durch  zwei  Uniwendungen  ersetzt  werden  kann,  von 
denen  die  eine  nach  gewissen  Willkürlichkeiten  angenommen 
werden  darf,  wahrend  die  andere  dadurch  eindeutig  bestimmt  ist. 

Ist  die  Bewegung  eine  Schraubung  oder  eine  Drehung,  so 
muss  die  wahlbare  Gerade  die  Schrauben-  bezw.  Drehaxe  senk- 
recht treffen  (nach  der  Umkehrung  von  9.  und  1 0.).  Es  giebt  also 
eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Geraden,  die  zur  Darstellung 
dienen  können,  und  zwar  durch  jeden  Punkt  und  ebenso  in  jeder 
Ebene  im  Allgemeinen  eine  einzige  solche  Gerade,  d.  h,  sie  kann 
eine  beliebige  Gerade  eines  Strahlsystems  ersten  Grades  sein. 

Bei  der  Schiebung  dagegen  ist  (nach  8.,  Umkehrung)  die  Be- 
dingung die,  dass  die  Gerade  senkrecht  zur  Schiebungsrichtung 
ist;  es  giebt  also  durch  jeden  Punkt  einen  Strahlenbüschel  und 
in  jeder  Ebene  einen  Parallelstrahlenbüschel  solcher  Geraden, 
d.  h.  sie  erfüllen  einen  Complex  ersten  Grades. 

Da  wir  nun  jede  Bewegung  durch  Geradenpnare  ausdrück- 
ten, so  kommen  wir  zum  Schluss: 

Unter  allen  Geradenpaaren  des  Raumes  nehmen  in  unserer 
Theorie  die  Paare  paralleler  Geraden  eine  bevorzugte  Stellung  ein. 
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Dies  macht  sich  auch  weiterhin  geltend.  In  den  vorigen 
Entwicklungen  kommt  fortwährend  die  Aufgabe  vor,  diejenige 
Gerade  zu  suchen,  welche  zwei  gegebene  Geraden  senkrecht 
trifft1). 

Eine  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  stets  vorhanden  ;  sind  aber 
die  beiden  Geraden  parallel,  so  giebt  es  sogar  einfach  unend- 
lich viele  solche  Geraden,  die  einem  Parallelstrahlenbtischel  an- 
gehören. 

Dies  wiederum  macht  sich  vor  Allem  bemerkbar  bei  der  Auf- 
gabe, eine  Gerade  «,  durch  Umwendung  in  eine  andere  über- 
zuführen. Sind  die  Geraden  parallel,  so  kann  man  den  Sinn  der 
einen  Geraden  auf  die  andere  übertragen,  und  es  giebt  eine  ein- 
zige Gerade,  um  welche  a{  in  demselben  Sinne  nach  a,  um- 
gewandt wird,  dagegen  einfach  unendlich  viele  bei  Umkehrung 
des  Sinnes. 

21.  Noch  eine  weitere  Ausartung  dieser  Verhaltnisse  er- 
giebt  sich,  wenn  das  System  mit  sich  selbst  wieder  z.ur  Deckung 
gelangt.  Die  beiden  Geraden  fallen  dann  in  eine  einzige  zusam- 
men, und  jede  Gerade  s  des  Raumes  kann  als  solche  gewählt 
werden,  da  durch  {s,  s]  stets  die  Deckung  von  Anfangs-  und 
Endlage  ausgedrücktwird  (4.).  Daraus  folgt: 

Eine  noch  mehr  bevorzugte  Stellung  unter  den  Geradenpaaren 
nehmen  diejenigen  ein,  deren  Geraden  zusammenfallen. 

Die  Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  zwei  zusammen- 
fallende senkrecht  treffen,  ist  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  (ein 
lineares  Strahlsystera). 

Die  Aufgabe,  die  eine  von  zwei  zusammenfallenden  Geraden 
durch  eine  Umwendung  in  die  andere  überzuführen,  liefert  unter 
Beibehaltung  des  Sinnes  eine  einzige  Gerade  —  sie  selbst  —  und 
bei  Umkehrung  des  Sinnes  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit,  näm- 
lich alle,  von  denen  diese  senkrecht  getroffen  wird. 

Diese  Ausartungen  der  Gebilde,  wenn  die  Geraden  eines 
Paares  parallel  werden  oder  zusammenfallen,  sind  im  vorigen 
nicht  jedes  Mal  genau  aufgeführt,  und  w  ir  wollen  es  zur  Ver- 
meidung von  Weitläufigkeiten  auch  im  folgenden  i.  a.  unter- 
lassen. 


1j  Der  sonst  dafür  gebräuchliche  Ausdruck  »Die  Linie  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  Geraden«  ist  nicht  verwendbar,  wenn  die  beiden  Geraden 
sich  schneiden. 
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V.  Die  Ueberftthrnng  einer  Geraden  in  eine  andere. 

22.  Wir  gehen  in  diesem  Abschnitt  zu  einer  Aufgabe  Uber, 
die  uns  willkommene  Beispiele  für  die  allgemeineren  Betrach- 
tungen liefern  soll,  welche  in  den  folgenden  Abschnitten  ange- 
stellt werden.  Wir  wollen  die  Gesammtheit  aller  der  Schrau- 
bungen aufsuchen,  die  eine  gegebene  Gerade  in  eine  zweite 
gegebene  Uberfuhren «). 

Einleitend  dazu  betrachten  wir  die  Möglichkeit,  class  durch 
eine  Beilegung  eine  Gerade  in  sich  selbst  übergeführt  werde, 
u.  zw.  zuerst  durch  eine  Umivendung.  Wird  dabei  der  Sinn  der 
Geraden  in  seinen  entgegengesetzten  verwandelt,  so  schneidet 
die  Gerade  die  Umwendaxe  senkrecht  15.).  Soll  dagegen  der 
Sinn  erhalten  bleiben,  so  muss  jeder  Punkt  der  Geraden  in  sich 
Ubergehen,  dieselbe  also  die  Umwendaxe  sein;  denn  ginge  ein 
Punkt  .1,  der  Geraden  in  einen  anderen  At  Uber,  welcher  nach 
der  Voraussetzung  ebenfalls  auf  der  Geraden  liegt,  so  ver- 
tauschten die  beiden  Punkte  ihre  Lage,  die  Gerade  also  ihren 
Sinn. 

Satz.  Bei  einer  Umivendung  geht  die  Umwendaxe  in  glei- 
chem Sinn,  jede  sie  senkrecht  treffende  Gerade  in  entgegengesetztem 
Sinn  in  sich  über. 

Umgekehrt  ist  eine  Gerade,  welche  bei  einer  Umwendung  in 
gleichem  bezw.  entgegengesetztem  Sinn  in  sich  übergeht,  die  Um- 
wendaxe, bezw.  eine  diese  senkrecht  schneidende  Gerade. 

23.  Betrachten  wir  eine  beliebige  Bewegung,  so  ist  die- 
selbe, wenn  sie  eine  Gerade  in  entgegengesetztem  Sinn  in  sich 
Überfuhrt  nach  13.  ,  durch  eine  Umwendung  ersetzbar,  wir 
haben  also  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  dass  eine  Gerade 
—  sie  heisse  /)  —  unter  Beibehaltung  ihres  Sinnes  in  sich  Über- 
geht. Dann  stelle  man,  was  immer  möglich  ist,  die  Bewegung 
als  Folge  zweier  Umwendungen  {  s,  t }  dar,  so  dass  die  erste 
Umwendaxe  s  die  Gerade  p  senkrecht  trifft.  (Es  giebt  ja  für  jede 
ganz  beliebige  Gerade  eine  solche  Gerade,  nämlich  diejenige, 


1)  Der  Zusammenhang  der  hier  abgeleiteten  Satze  mit  der  Theorie 
der  Projectivitaten  soll  im  letzten  Abschnitt  erörtert  werden. 

Math.-phya.  Classe  WM).  fi 
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welche  sie  und  die  Schraubenaxe  senkrecht  trifft,  im  beson- 
deren Falle  sogar  unendlich  viele. 

Dann  geht  durch  { s }  die  Gerade  p  mit  l'mkehrung  ihres 
Sinnes  in  sich  über:  durch  {  s,  /}.  d.  h.  indem  man  jetzt  noch 
die  Umwendung  um  /  hinzufügt,  soll  aber  die  Gerade  in  gleichem 
Sinne  in  sich  tibergehen,  d.  h.  auch  /  fuhrt  p  in  entgegenge- 
setztem Sinn  in  sich  über.  Es  ist  daher  (22.]  p  eine  Gerade, 
welche  sowohl  von  s,  als  von  /  senkrecht  geschnitten  wird,  d.  h. 
wenn  s  nicht  parallel  zu  /  ist  ,  die  Schraubenaxe  (40.),  im  an- 
deren Falle  8.)  eine  Gerade,  welche  in  der  Richtung  der  Schie- 
bung verlauft. 

In  jedem  Falle  ist  der  Abstand  der  beiden  Geradeu  die 
halbe  Strecke,  um  welche  p  in  sich  verschoben  wird;  ist  der- 
selbe Null.  d.  h.  die  Bewegung  eine  Drehung  bezw.  Umwendung 
(9.).  so  bleibt  jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  Dreh-  bezw.  Um- 
wendaxe  ist,  an  seiner  Stelle. 

Satz.  Jede  Schiebung  führt  alle  diejenigen  Geraden,  welche 
die  Schiebungsrichtung  haben,  jede  andere  Bewegung  die  Schratt- 
ben-  Dreh-,  Umwend-)  Axe  in  gleichem  Sinn  in  sich  Uber. 

Umgehehrt :  Geht  durch  eine  Bewegung  eine  Gerade  in  glei- 
chem Sinn  in  sich  über,  so  füllt  sie  bei  der  Schiebung  in  die  Schie- 
bungsrichtung, bei  jeder  andern  Bewegung  in  die  Schrauben- 
(Dreh-,  Umwend-}  Axe. 


24.  Wir  stellen  die  Bedingung  dafür  auf.  dass  durch  eine 
Bewegung  {  33  }  eine  Gerade  a  in  einem  vorgeschriebenen  Sinn 
in  eine  Gerade  a'  übergeführt  werde. 

Ist  dies  der  Fall,  und  ist  s  die  Gerade,  welche  a  und  die 
Schraubenaxe  von  {  3) }  senkrecht  trifft,  so  setze  man: 

wo  nun  /,  und  dann  auch  s'  (10.  Umkehrung)  eindeutig  be- 
stimmte Geraden  sind. 

Hierbei  bringt  {5}  nach  der  Voraussetzung  (22.  Satz)  die 
Gerade  0  mit  sich  selbst  in  umgekehrtem  Sinn  zur  Deckung, 
daher  muss  {  t }  (wegen  {  }  =  {  s,  / }  die  Gerade  a  so  nach 
n  bringen,  dass  der  Sinn  wieder  der  vorgeschriebene  wird. 

Demnach  bringt  { / }  die  Gerade  a  in  dem  Sinne,  der  dem 
vorgeschriebenen  entgegengesetzt  ist,  nach  a.  daher  muss  { s' } 


Digitized  by  Google 


Zi  h  Theorie  der  Umwenim  ngex. 


83 


(wegen  {©}  =  {*,*'})  die  Gerade  a'  mit  sich  seihst  in  um- 
gekehrtem Sinn  zur  Deckung  bringen,  d.  h.  es  schneiden  sich  a' 
und  s'  senkrecht  (22.  Umkehrung). 

Hütte  man  s'  zuerst  als  diejenige  Gerade  angenommen, 
welche  a'  und  die  Schraubenaxe  von  { 23  }  senkrecht  trifft,  so 
wäre  man  vermöge  derselben  Schlüsse  auf  /  und  s  gekommen. 

Satz.  Jede  Bewegung  {  23  }  ,  welche  eine  Gerade  a  in  einem 
vorgeschriebenen  Sinne  in  eine  Gerade  a'  überführt,  während  dies 
von  der  Umwendung  um  eine  Gerade  t  im  umgekehrten  Sinn  ge- 
leistet wird,  ist  darstellbar  durch 

{»}=.{«,<}-{«,«•}, 

wo  die  Gerade  s,  bezw.  s',  die  Gerade  a,  bezw.  a.  senkrecht  trifft. 

Umkehrung.  Nimmt  man  eine  der  Geraden  s,  s'  so  an,  dass 
sie  a.  bezw.  a' ,  senkrecht  trifft,  so  führt  die  wie  vorhin  zusammen- 
gesetzte Bewegung  {  23 }  a  im  vorgeschriebenen  Sinne  in  a'  Uber. 

Denn  treffen  sich  s  und  a  senkrecht,  so  wird  a  durch  [s) 
im  umgekehrten  Sinne  in  sich  Ubergeführt,  also  durch  { / }  im 
vorgeschriebenen  Sinne  nach  a  gebracht ;  und  entsprechendes 
gilt  für  s. 

25.  Es  seien  nun  zwei  beliebige  Bewegungen,  die  wir  mit 
{  53,  }  und  {  234 }  bezeichnen  wollen ,  gegeben.  Die  Zusammen- 
setzung derselben  geschieht  (nach  H.) '),  indem  man  jede  so  in 
zwei  Umwendungen  zerlegt,  dass  die  zweite  Umwendung  von 
{ 93,  }  mit  der  ersten  von  {  23, }  übereinstimmt. 

Eine  weitere  uns  hier  angehende  Beziehung  zwischen  den 
beiden  Bewegungen  erhalten  wir,  indem  wir  die  den  Bewegungen 
gemeinschaftliche  Umwendung  in  beiden  als  erste  oder  als  zweite 


1)  Erst  nachträglich  erhalte  ich  durch  die  Güte  des  Herrn  Schell 
Kenntniss  von  einem  Aufsatz  von  Bcrnside  [»On  the  resultant  of  two  finite 
displacements  of  a  rigid  body«.  Messenger  of  Math.  XIX.  S.  ^  04 — 1 08 
(1889)].  in  welchem  die  in  Art.  1 1  angegebene  Lösung  schon  enthalten  ist.  Doch 
glaube  ich,  dass  meine  Darstellung  der  Construction  dadurch  an  Interesse 
nicht  verliert,  da  sie  sich  aus  einem  neuen,  allgemeinen  Princip  fder  Zer- 
legung jeder  Bewegung  in  zwei  Umwendungen)  als  unmittelbare  Folge  er- 
giebt.  Die  beiden  Auffassungen  der  Cunstruction  sind  wesentlich  ver- 
schieden, da  die  Geraden  des  Raumes  dort  als  Objecle  der  Bewegung,  hier 
als  Trager  derselben  ^der  Umwendungen)  erscheinen.  Dieser  Unterschied 
tritt  am  schärfsten  im  Beweise  hervor,  der  in  Art.  11  in  einer  einzigen 
Gleichung  enthalten  ist. 

6» 


Digitized  by  Google 


84 


H.  Wiener, 


benutzen.  D.  h.  wir  setzen,  wenn  /  die  Gerade  ist,  welehe  die 
Schraubenaxe  von  ( SB,  }  und  von  { SB, }  senkrecht  trifft, 

(»,}  =  {*4,0  =  {',**'} 
{»*}  =  U, '}  =  {',**'}> 

wo  nun  s{,  s{,  st,  sf'  eindeutig  bestimmte  Geraden  sind  (10.). 

Soll  jetzt  eine  Gerade  a  durch  beide 
Bewegungen  in  dem  gleichen  vorgeschriebe- 
nen Sinn  nach  a  gelangen,  so  muss  die  Ge- 
rade, welche  o  im  anderen  Sinn  nach  a' 
bringt,  die  Schraubenaxen  beider  Beweg- 
ungen senkrecht  treffen  (nach  2i.  und  10.), 
diese  Gerade  ist  also  t. 

Daher  muss  a  (24.)  sowohl  .<?, ,  wie  st 
senkrecht  treffen,  und  ebenso  a  sowohl  s\ , 
wie  Sj . 

Satz.  Sind  zwei  beliebige  Bewegungen  gegeben,  so  giebt  es 
stets  eine  Gerade  a,  welche  durch  die  beiden  Bewegungen  mit  ein 
und  derselben  Geraden  a  in  gleichem  Sinn  zur  Deckung  gelangt. 

Zusatz  I.  Zerlegt  man  zwei  beliebig  gegebene  Bewegungen 
{  8,  }  um/  { 93, }  in  der  Weise,  dass 

=      <}  =  {'.*,'} 

wird,  was  immer  möglich  ist,  so  wird  durch  beide  Bewegungen 
diejenige  Gerade  a,  welche  st  und  st  senkrecht  trifft,  in  demselben 
Sinn  in  diejenige  a'  übergeführt,  welche  s,'  und  s,'  senkrecht  trifft. 

Dagegen  gelangt  durch  Umwendung  um  t  die  Gerade  a  in  dem 
Sinne  mit  a'  zur  Deckung,  der  dem  vorigen  entgegengesetzt  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Umkehrung  einer  Bewegung  {  SB  }  durch 
{  ©~  1 } ,  also 

so  wird: 

{»i.VI-l'i.Mt^J-U.^J 

(arse.}-«,*»*!  = 

Die  Schraubenaxen  dieser  beiden  Bewegungen  sind  dem- 
nach  (10.)  die  beiden  Geraden,  welche  5,  und  s,  bezw.  s'{  und  8^ 
senkrecht  treffen,  d.  h.  die  Geraden  a  und  a  . 


Digitized  by  Google 


Zi  r  Theorie  der  Umwendi  ngen 


85 


Zusatz  II.  Sind  zwei  beliebige  Bewegungen  {  93,  }  und  {  $8^ } 
gegeben,  so  icird  durch  beide  die  Schraubenaxe  der  Bewegung 
{ $8, ,  93 ^~ 1 }  in  die  Schraubenaxe  von  {  93,-1,  S4 }  übergeführt 

56.  Sind  zwei  Geraden  a  und  </'  beliebig  gegeben,  so  ist 
es  jetzt  leicht,  alle  diejenigen  Schraubungen  zu  finden,  welche 
die  Gerade  a  in  einem  vorgeschriebenen  Sinne  nach  a!  bringen. 

Vor  Allem  siebt  es  16.  eine  Hinwendung,  welche  dieses 
leistet,  sowie  eine  andere  Umwendung,  welche  es  im  umge- 
kehrten Sinn  leistet:  die  beiden  Umwendaxen  seien  /'  und  /. 

Ist  dann  s  irgend  eine  Gerade,  welche  a  senkrecht  trifft, 
so  stellt 

{»}*={*,  '}  =  {'- o 

eine  Bewegung  der  verlangten  Art  dar  24.  Umkehrung  .  und 
umgekehrt  lüsst  sich  jede  solche  Bewegung  so  darstellen  (24.). 
Dabei  treffen  sich  auch  die  Geraden  a'  und  s  senkrecht. 

Satz.  Man  erhüll  alle  Schraubungen,  welche  eine  gegebene 
Gerade  a  in  eine  andere  a'  in  vorgeschriebenem  Sinn  überführen, 
aus  derjenigen  Geraden  t.  welche  dies  im  umgekehrten  Sinn  leistet, 
indem  man  die  Umwendung  um  jede  Gerade,  welche  a  senkrecht 


I)  In  dieser  Fassung  lasst  sich  der  Satz  leicht  auf  den  zurückführen, 
dass  jede  Bewegung  eine  Gerade  In  sich  verschiebt  i3  .  Wird  nämlich 
ein  starres  System  aus  der  Anfangslage  -  durch  jene  Bewegungen  in  die 
Endlage  bezw.  St  gebracht,  so  ist  es  möglich,  dasselbe  durch  eine  neue 
Bewegung  { <5  }  aus  der  Lage  1\  in  die  Lage  -T«  zu  bringen.  Bei  dieser  Be- 
wegung w  ird  eine  Gerade  (die  Schraubenaxel  —  sie  heisse  a'  —  nur  in  sich 
verschoben,  d.  h.  eine  Gerade  der  Lage  2",  deckt  sich  mit  der  entsprechen- 
den Geraden  in  oder  es  gelangt  eine  Gerade  —  sie  heisse  a  —  sowohl 
durch  die  erste,  wie  durch  die  zweite  Bewegung  aus  mit  derselben  Ge- 
raden a'  im  gleichen  Sinn  zur  Deckung. 

Die  Bewegung  { (S  } ,  welche  St  in  St  überführt  und  deren  Schrauben- 
axe die  gesuchte  Gerade  a'  ist,  ergiebt  sich  so : 

also  {93,-'}  27  {O,}!?,  , 

d.h.  {©,-'-        =  {G}  .     w.  z.  b.  w. 

Durch  Umkehrung  der  Betrachtungen  findet  man  in  gleicher  Weise 
die  Gerade  a  als  Schraubenaxe  einer  Bew egung  { (5' },  welche  ein  System  1\ 
in  die  Lage  -2  überführt,  wobei  und  l't  so  gewählt  werden,  dass  sie 
durch  die  beiden  Bewegungen  { 5J, }  und  { $32 }  in  dieselbe  Endlage  I' 
kommen,  woraus  wieder  folgt 

{33,,  SB2-'}  =  {e'}  • 
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trifft,  mit  der  Umwendung  um  t  zusammensetzt,  oder  auch,  indem 
man  die  Umwendung  um  t  mit  der  Umwendung  um  eine  jede  Ge- 
rade, welche  a'  senkrecht  trifft,  zusammensetzt. 

Unter  diesen  Schraubungen  ist  auch  eine  Umwendung  ent- 
halten, nämlich  die  um  t',  als  Folge  der  Umwendungen  um  t 
und  der  um  die  Gerade  in ,  welche  die  zu  einander  senkrechten 
Geraden  t  und  t'  in  demselben  Punkte,  und  ausserdem  a  und  a' 
senkrecht  trifft  (nach  16.). 

i'.  Die  Schraubemxen  aller  dieser  Bewegungen  müssen 
die  Gerade  /  senkrecht  treffen,  da  die  Umwendung  um  t  bei 
ihnen  allen  als  erzeugende  auftritt. 

Ist  umgekehrt  eine  Gerade,  welche  t  senkrecht  trifft,  ge- 
geben, so  kann  sie  die  Schraubenaxe  einer  einzigen  unter  jenen 
Schraubungen  sein.  Denn  jede  Schraubung,  welche  diese  Ge- 
rade zur  Axe  hat,  ist  durch  { s,  t }  darstellbar,  wo  s  eine  be- 
liebige Gerade  sein  kann,  welche  die  Axe  senkrecht  trifft.  Soll 
sie  ausserdem  zu  den  oben  genanten  Schraubungen  gehören,  so 
muss  s  auch  a  senkrecht  treffen,  und  es  giebt  stets  eine  (und  i.  a. 
nur  eine)  solche  Gerade. 

Satz.  Die  Schraubemxen  der  erwähnten  Bewegungen  treffen 
alle  die  Gerade  t  senkrecht,  und  umgekehrt  ist  jede  Gerade,  welche 
t  senkreght  trifft,  Axe  einer  einzigen  Schraubung  der  erwähnten  Art. 

28.  Nach  dem  Satze  in  26.  lassen  sich  alle  jene  Beweg- 
ungen darstellen  durch 

{».}  =  {*(,  <}  =  {*.*/). 

wo  Sj  (bezw.  s-'  jede  Gerade  sein  kann,  welche  a  (bezw.  a') 
senkrecht  trifft.  Eine  der  beiden  Geraden  s{,  s/  kann  dieser  Be- 
gingung genügend  angenommen  werden.  Es  giebt  daher  eine 
zweifach  unendliche  Schaar  von  Schraubungen  der  bezeichne- 
ten Art. 

Ebenso  giebt  es  eine  zweifach  unendliche  Schaar  von 
Schraubungen ,  welche  a  im  andern  Sinn  nach  a'  bringen.  Sie 
lassen  sich  darstellen  durch 

{»»'}  =  {«*.*'}  =  {<>*'}. 

wo  sk  bezw.  sk')  derselben  Bedingung  wie  sf  bezw.  t{)  unter- 
worfen ist. 

Greifen  wir  aus  jeder  dieser  beiden  Sehaaren  eine  Be- 
wegung heraus  —  sie  mögen  33  und  33'  heissen  —  so  werde  ein 
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starres  System  aus  der  Lage  J  durch  !ö  in  eine  neue  Lage  34J 
durch  33'  nach  <2"4  gebracht.  Dabei  geht  die  mit  dem  System  J 
verbundene  Gerade  a  durch  93  in  a  der  Lage  St  über,  und 
durch  93'  in  a  der  Lage  ~4 ,  aber  in  umgekehrtem  Sinne  wie  vor- 
hin. Daraus  folgt  1 15.),  dass  das  System  aus  der  Lage  2",  durch 
eine  Umvvendung  nach  ~,  gebracht  werden  kann. 

Satz.  Wendet  ?nan  auf  ein  starres  System  einmal  eine  Be- 
wegung  der  Schaar  33t- ,  das  andre  Mal  eine  solche  der  Schaar  93fc' 
Oft,  so  wird  es  in  zwei  solche  Lagen  gebracht,  dass  es  durch  eine 
Um wendung  aus  der  einen  in  die  andere  übergeführt  werden  kann. 


Die  Methode,  die  wir  im  bisher  Gesagten  befolgt  haben,  war 
eine  wesentlich  anschauliche.  Von  dem  sich  selbst  aufdrängen- 
den Formalismus  haben  wir  insofern  Gebrauch  gemacht,  als 
es  zur  Abkürzung  des  Ausdrucks  unumgänglich  nöthig  war, 
doch  nur  so,  dass  wir  bei  jedem  Zeichen  eine  anschauliche  Ope- 
ration im  Sinne  hatten. 

Und  doch  liegt,  wie  ich  glaube,  der  Hauptvorzug  der 
Methode  darin ,  dass  sie  zu  einer  neuen  Analysis  der  geometri- 
schen Gebilde  Anlass  giebt.  Es  wird  sich  daher  in  einem  noch 
folgenden  Abschnitt  darum  handeln,  das  Wesen  dieser  Analysis 
an  einigen  Beispielen  vorzuführen,  wodurch  wir  dann  in  den 
Stand  gesetzt  werden  (im  letzten  Abschnitt)  ein  gemeinsames 
Band  zu  finden,  welches  die  Geometrie  der  Bewegungen  mit 
den  anderen  Teilen  nicht  nur  der  metrischen,  sondern  auch 
der  projectiven  Geometrie  verknüpft,  und  so  scheinbar  Aus- 
einanderliegendes vereinigt. 
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C.  Neumann,  Neue  Satze  über  das  elektrostatische  und  über 
das  magnetische  Potential. 

Ist  m  irgend  ein  Element  eines  pönderablen  Körpers,  und  e 
die  augenblicklich  in  m  enthaltene  ElektricitUt,  so  wird  sich  jede 
auf  e  einwirkende  elektrische  Kraft  unmittelbar  auf//*  Obertragen, 
in  genau  derselben  Weise ,  als  waren  ///  und  e  in  dem  betrach- 
teten Augenblick  starr  mit  einander  verbunden.  Sind  also  irgend 
zwei  elektrisch  geladene  Körper  a  und  h  gegeben,  und  be- 
zeichnet P  das  elektrostatische  Potential  der  beiden  Körper  auf- 
einander1), so  sind  die  ponderomotorischen  Wirkungen  des 
einen  Körpers  auf  den  andern  in  einfacher  Weise  durch  die  Diffe- 
rentialquotienten des  Potentials  P  ausdrückbar:  dabei  werden 
diese  Differentialquotienten  so  zu  bilden  sein,  als  waren  die  in  a 
und  b  vorhandenen  Elektrizitäten  augenblicklich  mit  den  pön- 
derablen Massen  dieser  Körper  fest  verbunden.  Mit  andern  Worten : 
Jene  Differentialquotienten  werden  so  zu  bilden  sein,  als  wären 
die  elektrischen  Vertheilungen  im  Innern  der  Körper  0  und  fo 
völlig  unveränderlich.  Derartige  Differentialquotienten  mögen 
angedeutet  werden  durch  die  Charakteristik  d. 

Um  mich  bequemer  ausdrücken  zu  können,  will  ich  die  in 
a  und  b  augenblicklich  vorhandenen  elektrischen  Vertheilungen 
mit  Ja  und  J%  bezeichnen.  Denkt  man  sich  nun  den  Körper  6  fest 
aufgestellt,  und  fragt  man  z.  B.  nach  der  translatorischen  Kraft, 
welche  Ii  auf  a  in  einer  gegebenen  Hichtung  l  ausübt,  so  wird 
man  den  Körper  a  sich  selber  parallel  in  der  Richtung  X  um  eine 


\)  Weiterhin  werde  ich  übrigens  dieses  Potential  nicht  schlechtweg 
mit  P,  sondern  ^onauer  mit  P<»b  bezeichnen. 
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unendlich  kleine  Strecke  dX  zu  verschieben  haben.  Bezeichnet 
alsdann  dP  denjenigen  virtuellen  Zuwachs,  den  P  bei  dieser 
Verschiebung  annehmen  würde,  falls  Ja  und  J\,  wahrend  dieser 
Verschiebung  völlig  ungeündert  blieben,  so  wird  die  in  Rede 
stehende  translatorische  Kraft 

-  -  £ 

sein.  — In  Wirklichkeit  ändern  sich  Ja  und  Jt  wahrend  der  Ver- 
schiebung. Und  der  in  Wirklichkeit  wahrend  der  Verschiebung 
eintretende  Potentialzuwachs  dP  wird  also  von  jenem  virtuellen 
Zuwachs  ÖP  wesentlich  verschieden  sein. 

Unter  gewissen  Voraussetzungen  ist  diese  Verschiedenheit 
besonders  auffallend  und  leicht  angebbar.  Ist  z.  B.  der  fest  auf- 
gestellte Körper  b  ein  absoluter  Isolator,  mithin  J%  absolut  unver- 
änderlich, und  a  ein  zur  Erde  abgeleiteter  Conductor,  so  wird  ÖP 
merkwürdiger  Weise  genau  halb  so  gross  sein  als  dP.  Und  genau 
dasselbe  wird  auch  dann  stattfinden,  wenn  b  ein  absoluter  Iso- 
lator, hingegen  a  ein  isolirter  und  mit  der  Elektricitatsmenge  Xull 
geladener  Conductor  ist. 

Wir  kehren  zurück  zur  allgemeinen  Betrachtung,  das  ist  zu 
zwei  beliebig  gegebenen  elektrisch  geladenen  Körpern  a  und  b. 
von  denen  b  fest  aufgestellt  sein  soll.  Denkt  man  sich  nun  den 
Körper  a  drehbar  um  irgend  eine  feste  Axe,  und  fragt  man  nach 
dem  von  b  auf  a  ausgeübten  Drehungsmoment ,  so  wird  man  a 
um  jene  Axe  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  d  (p  zu  drehen 
haben.  Bezeichnet  alsdann  dP  denjenigen  virtuellen  Zuwachs, 
welchen  P  bei  dieser  Drehung  annehmen  würde,  falls  Ja  und  Jb 
während  der  Drehung  ungeündert  blieben ,  so  wird  jenes  Dreh- 
ungsmoment 

— ? 

sein.  —  In  Wirlichkeit  (indem  sich  aber  Ja  und  Jb  wahrend  der 
Drehung.  Und  es  wird  daher  der  in  Wirklichkeit  wahrend  der 
Drehung  eintretende  Potentialzuwachs  dP  von  ÖP  wesentlich 
verschieden  sein. 

Auch  wird  dieses  obgleich  der  Hälfte  von  dPsoln,  sobald  man 
wiederum  die  vorhin  genannten  Voraussetzungen  eintreten  lasst. 

Wir  kehren  nochmals  zurück  zur  allgemeinen  Betrachtung, 
d.  i.  zu  zwei  beliebig  gegebenen  elektrisch  geladenen  Körpern  a 
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und  6 ,  von  denen  der  letztere  fest  aufgestellt  ist.  Denkt  man 
sich  nun  die  Position  des  Körpers  et  in  beliebiger  Weise  aber  unend- 
lich wenig  abgeändert,  so  wird  die  von  b  auf  a  während  dieser  Po- 
sitionsünderung  ausgeübte  ponderoraotorische  Arbeit 


sein,  wo  ÖP  denjenigen  virtuellen  Zuwachs  vorstellt,  welchen 
das  Potential  P  bei  jener  Positionsänderung  anuehmen  würde,  falls 
Ja  und  Jb  wahrend  derselben  ungeündert  blieben. 

Auch  hier  wird  ÖP  gleich  der  Hälfte  des  wirklichen  Zu- 
wachses dP  sein,  sobald  man  voraussetzt,  dass  6  ein  absoluter 
Isolator  ist  ,  und  dass  andererseits  a  einen  Conductor  vorstellt, 
der  entweder  zur  Erde  abgeleitet,  oder  aber  isolirt  und  mit  der 
Elektricitätsmenge  Null  geladen  ist. 

Uebrigens  ist  es  leicht,  diese  beschränkenden  Voraussetz- 
ungen abzustreifen.  Ist  nämlich  b  ein  Isolator,  und  et  ein  Con- 
ductor, so  wird  stets,  ohne  dass  es  dabei  irgend  welcher  Voraus- 
setzung bedürfte,  die  Formel  gelten: 


wo  Ma  die  augenblicklich  im  Conductor  et  enthaltene  Elektricitäts- 
menge, und  ^a  seinen  augenblicklichen  Potentialwerth  vor- 
stellen. Diese  Ausdrucksweise  bedarf  einer  kurzen  Erläuterung. 
Bezeichnet  man  mit  (D  das  elektrostatische  Potential  der  beiden 
Körper  et  und  b  auf  einen  einzelnen  Punkt,  so  besitzt  bekanntlich 
(D  in  einem  gegebenen  Augenblick  für  alle  innerhalb  et  liegenden 
Punkte  ein  und  denselben  Werth.  Und  dieser  Werth  ist  unter 
(ia  zu  verstehen. 

Analoge  Sätze  gelten  für  eiu  System  von  beliebig  vielen 
elektrisch  geladenen  Körpern  et,  b,  C,  . . .  J.  Diese  Sätze  bilden 
den  Inhalt  des  ersten  Theils  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

Sodann  werde  ich  im  zweiten  Theii  darthun ,  dass  einiger- 
massen  ähnliche  Sätze  auch  für  magnetische  Körper  gelten.  Dabei 
sind  statt  derConductoren  temporär-magnetische  Körper  (wie  z.  B. 
weiches  Eisen),  und  statt  der  Isolatoren  invariabel- magnetische 
Körper  (Stahlmagnete)  in  Betracht  zu  ziehen. 

Man  denke  sich  z.  B.  zwei  Körper  o  und  b,  von  denen  der 
erstere  aus  weichem  Eisen  besteht,  während  der  letztere  ein 
unv  eränderlicher  Stahlmagnet  sein  soll.  Das  magnetische  Potential 


(Hl.) 


=  -  ÖP 


(IV.) 


öp=  i(/(p+  <;a.vo), 
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der  beiden  Körper  aufeinander  sei  bezeichnet  mit  P.  Belinden 
sich  nun  diese  Körper  a  und  6  in  beliebiger  Bewegung,  so  sind 
für  irgend  ein  Zeitelement  dt  zweierlei  Zuwüchse  des  Poten- 
tiales  /'zu  unterscheiden,  nUmlich  erstens  derjenige  Zuwachs  dP} 
der  in  der  Zeit  dt  in  Wirklichkeit  entsteht,  und  andererseits  der- 
jenige virtuelle  Zuwachs  6P,  der  in  der  Zeit  dt  entstehen  würde, 
falls  wahrend  derselben  der  magnetische  Zustand  des  Eisens  a 
vüllig  ungeündert  bliebe.  Zwischen  diesen  beiden  Zuwüchsen 
findet  merkwürdiger  Weise,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  werde, 
die  einfache  Relation  statt  : 

(V.)  ÖP=$dP  , 

vorausgesetzt,  dass  man  (wie  es  üblich  ist)  den  Poisson' sehen  Magne- 
tisirungscoefficienten  k  als  eine  Constante  ansieht.  LHsst  man 
diese  der  Erfahrung  wenig  entsprechende  Voraussetzung  fallen, 
und  betrachtet  man,  nach  dem  Vorgange  von  Kirchhoff1),  den 
Coefficienten  k  an  jeder  Stelle  der  Eisenmasse  a  als  abhüngig 
von  der  Intensität  der  auf  diese  Stelle  einwirkenden  magne- 
tischen Kraft,  so  wird,  wie  aus  meiner  nachfolgenden  Unter- 
suchung hervorgeht,  in  der  Formel  (V.)  noch  ein  Glied  hinzu- 
treten, welches  von  der  Aenderung  abhängt,  die  der  magnetische 
Zustand  des  Eisens  a  während  der  Zeit  dt  erleidet. 

Man  bemerkt,  dass  die  Formel  (V.)  mit  der  elektrischen 
Formel  (IV.)  gleichlautend  wird,  sobald  man  in  jener  JVa  =  0 
setzt;  —  was  mit  Rücksicht  auf  die  Grundvorstellungen  der 
Theorie  des  Magnetismus  einigermassen  a  priori  zu  erwarten 
stand. 

Noch  sei  erwilhnt,  dass  der  Satz  (V.)  in  Beziehung  steht  zu 
der  KiRCHHOFF'schen  Abhandlung  über  magnetische  und  dielek- 
trische Polarisation4).  Von  fundamentaler  Bedeutung  für  jene 
Abhandlung  ist  nümlich  ein  gewisser  daselbst  aufgestellter  ana- 
lytischer Ausdruck  W  von  ziemlich  complicirter  Gestalt.  Im 


1)  Vergl.  Kirchhofes  Aufsatz  von  1853:  »über  den  inducirten  Mag- 
netismus eines  Cylinders«.  Crelle's  Journal,  Bd.  48.  Gesammelte  Abhand- 
lungen, S.  217— 223. 

2)  Der  Titel  dieser  von  Kirchhoff  im  Jahre  1884  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Berl.  Ak.  d.  Wiss.  publicirten  Abhandlung  lautet  .  »Leber  die 
Formänderung,  die  ein  fester  elastischer  Korper  erführt,  wenn  er  magnetisch 
oder  dielektrisch  polarisirt  wird«. 
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Anschluss  an  den  Salz  (V.).  werde  ich  nun  zeigen,  dass  dieser 


wo  wiederum  P  das  magnetische  Potential  der  betrachteten 
beiden  Körper  a  und  b  auf  einander  vorstellt. 


Es  seien  beliebig  viele  elektrisch  geladene  starre  Körper 
gegeben:  0,  b,  C,  ...  ft,  theils  Conductoren,  theils  Isolatoren. 
Letztere  mögen  als  absolute  Isolatoren  angesehen  werden ;  so 
dass  also  die  in  ihnen  enthaltenen  elektrischen  Vertheilungen 
(die  theils  superficiell,  theils  intern  sein  können)  absolut  unver- 
änderlich sind.  Andererseils  mögen  die  Conductoren  theils 
zur  Erde  abgeleitet,  theils  isolirt  sein ;  und  jeder  isolirte  Conductor 
mag  eine  gegebene  Electriciliitsmenge  (die  z.  B.  auch  =  0  sein 
kann)  in  sich  enthalten. 

An  jedem  der  Körper  ct.  b,  C,  •  •  •  $  mögen  seidene  Fäden 
befestigt  sein,  so  dass  man,  durch  Ziehen  an  diesen  Fäden,  die 
räumliche  Lage  jedes  Körpers  beliebig  zu  verändern,  und  in 
solcher  Art  das  ganze  System  beliebig  zu  bewegen  im  Stande  ist. 

Wir  bezeichnen  das  elektrostatische  Potential  des  ganzen 
S\  stemes  n,  b,  C,  ...  $  auf  sich  selber  mit  77.  Und  wir  wollen 
nun  untersuchen,  in  welcher  Weise  dieses  Potential  1J  von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert,  falls  man  die  Körper 
a,  b,  C,  ...  mittelst  jener  Fäden  in  Bewegung  setzt,  und  in 
solcher  Art  ihre  relative  Lage  zu  einander  sich  ändern  lässt.  Dabei 
mögen  diese  Bewegungen  so  langsam  gedacht  werden,  dass  der 
elektrische  Zustand  des  Systems  in  jedem  Augenblick  ein  Gleich- 
gewichtszustand ist. 

Sind  JZ  und  7T+  dJJ  die  Werthe  des  Potentials  in  irgend 
zwei  aufeinanderfolgenden  Zeitaugenblicken  /  und  /  -f-  dt,  so 
ist  dJI  zerlegbar  in  eine  Anzahl  partieller  Zuwachse: 


Erster  Theil. 


Znr  Theorie  der  Elektrostatik. 


(I.) 


dn  =  dn  +  j«ii-\-jin 
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Bezeichnet  man  nUinlieh  im  Augenblicke  t  die  raumliche  Lage 
der  Körper  a,  b,  c,  •  •  •  J  mit  S,  und  die  in  den  einzelnen 
Körpern  vorhandenen  elektrischen  Vertheilungen  mit  Ja,Jt,Jt1 ...  J„ 
und  bezeichnet  man  ferner  ebendieselben  Dinge  im  Augenblicke 
t  +  dt  mit  S'  und  J4',  J{>,  Jc',  •  ■  •  J{t  so  soll  J/I  derjenige  virtuelle 
Zuwachs  sein,  den  II  wahrend  des  Zeitelementes  dt  annehmen 
würde,  falls  während  desselben  S  in  S'  überginge,  hingegen 
Ja,Jb,Jc<  •  •  •  J\  völlig  ungeandert  blieben.  Ferner  soll  Jaü 
denjenigen  virtuellen  Zuwachs  vorstellen,  den  II  im  Zeitelement 
dt  annehmen  würde,  falls  wahrend  desselben  Ja  in  J'a  überginge, 

hingegen  S  und  Jf,,Je,  «/j  ungeandert  blieben.  U.  s.  f. 

Mit  andern  Worten :  das  Potential  II  soll  aufgefasst  werden 
als  eine  Function  der  Argumente1): 

S,  Zu,  Jft,  i/Jc,  •  •  •  /s  . 

Und  dieser  Auffassungsweise  entspricht  die  Formel  (1.),  in 
welcher  öll,  4*11,  JbII,  J*n, ...  J*II  zu  bezeichnen  sind  als 
die  partiellen  Differentiale  von  TT  nach  jenen  Argumenten.  — 
Zur  Abkürzung  kann  man  übrigens  die  Formel  (I.)  auch  so 
schreiben : 

f  dn  =  ön-\-Jii , 
(""}     Wo  jn=Jan  +  Jbn-\  yj^n  sefasoU. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  von  den  Zuwüchsen  JaFI, 
J*Tl,  J*JI  all'  diejenigen  =  0  sind,  welche  auf  die  Isola- 
toren Bezug  haben.  Denn  in  jedem  Isolator  soll  ja  die  elektrische 
Yertheilung  als  absolut  unveränderlich  angesehen  werden. 

Uebrigens  sind  die  Formeln  (I.),  (2.)  nicht  nur  auf  das 
Potential  JT,  sondern  ganz  allgemein  auf  jeden  beliebigen  Aus- 
druck F  anwendbar,  falls  nur  derselbe  gegeben  ist  als  eine 
bestimmte  Function  jener  vorhin   genannten  Argumente  S, 

Denkt  man  sich  die  Function 

F=F{S,JaiJb,  •••-/,) 
in  bestimmter  Weise  gegeben,  überdies  aber  zwischen  den 

1 ;  Gegen  diese  Ausdrucksweise  dürfte  nichts  einzuwenden  sein. 
Spricht  man  ja  doch  häufig  in  der  Mathematik  von  Functionen,  deren 
Argumente  wiederum  Functionen  sind! 
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Argumenten  8,  Ja.Jb.  . .  Jh  irgend  welche  Relation  festgesetzt, 
so  wird  man  den  analytischen  Ausdruck  der  Function  F  mittelst 
dieser  Relation  zu  tvansformiren  (z.  B.  eines  jener  Argumente 
zu  eliminiren)  im  Stande  sein.  In  solchem  Falle  aber  werden 
offenbar  die  partiellen  Zuwüchse  dF,  J*F.  JbF.  ...J*F  vor 
der  Transformation  andere  Werthe  haben  als  nach  derselben. 
Um  der  hieraus  entspringenden  Unsicherheit  vorzubeugen,  treffen 
wir  folgende 

Festsetzung.  —  Ist  eine  Grösse  F  durch  eine  bestimmte 
Formel  als  Function  der  Argumente  S,  Ja,  Jb.  ...  definirt ,  so 
sollen  unter 


(2a.) 


ÖF,  J*F.  J*F,  •   •  J\F 


diejenigen  partiellen  Zuwüchse  verstanden  werden,  welche  der 
Function  F  auf  Grund  jener  ursprünglichen  Definition  zu- 
kommen, so  lange  als  jene  Argumente  S.  Ja,  Jb.  ...  /,  von  ein- 
ander unabhängig  erhalten  werden. 

Das  elektrostatische  Potential  JZ  des  Systemes  a.  B,  C,  j 

auf  sich  selber  ist  offenbar  darstellbar  durch 


(3.)      f        0  +  PQl-+PflC  f-  Pa* 

+  pt«  +  0    +  P*<  h^J 

/I=  J-t-  pca+pct._|_  0   \-P*l 


+  (p«+pb  h  pJ)| 


4_  psa+pSb+/J*c  1_0 

oder,  einfacher  geschrieben,  durch  : 

(3a.)  JI  =  i^Pab  + . 

Hier  soll  Pai  =  PbQ  des  elektrostatische  Potential  der  beiden 
Körper  et  und  b  aufeinander,  und  Pfl  das  elektrostatische  Potential 
des  Körpers  a  auf  sich  selber  sein.  Setzt  man  zur  Abkörzug 


Ii.) 


P<1«  =  0  +  Pob  +  Poc  •  •  •  +  P°*  , 
pb»  _  pba  _|_    o    -f-  pbc  •  .  .  -f.  PM  . 

etc.    etc.  , 


indem  man  unter  21  den  Conplex  aller  Körper  mit  Ausnahme 
von  a,  ebenso  unter  93  den  Complex  aller  Körper  mit  Ausnahme 
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von  b  versteht,  u.  s.  w.;  so  ist  die  Formel  (3.)  auch  so  dar- 
stellbar: 

(5.)    71  =  4(P0?l  -f-  P6»  h  P**)  -f-  {Pa  +  Pb  •  -  •  +  Px)  • 

Ferner  folgt  aus  (3.): 

^Q JI  =  J*{P*b  +  Pac  •  •  •  4-  Pa*  +  Pa) , 
also  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(6.)  Jan  =  j*(Pa*-t-  va)  . 

Zur  besseren  Orientirung  über  die  Charakteristiken  d.  z/, 
z/a,  Jb,  etc.  sei  noch  Folgendes  bemerkt.  Lüsst  man  von  allen 
Argumenten  S,  Jfl,  Jb,  ...  ^  nur  allein  S  sich  ändern,  so  wird 
das  Potential  P°  offenbar  constant  bleiben.  Folglich  ist 

dPa  =  0  . 

Ebenso  übersieht  man  leicht,  dass  die  Zuwüchse 

japa^  Jbpa^  Je  pa    .  .  .  jx  pa 

sümmtlich  =  0  sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  ersten.  Und 
man  erhalt  also : 


v  "  l  wo  ÖP*  =  0  und  JP*  =  J*P«  . 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich  für  das  Potential  Pab  die  Formel: 
f(iP**  =  ÖP*b  +  JP*b  , 

8,)  \wo  ^/pa"  =  z/aPo6-f-z/tPab  . 

Sollte  der  Körper  a  ein  Isolator  sein,  so  würde  das  Argument  Ja 
absolut  unveränderlich  sein ;  und  es  würde  daher  in  diesem  Falle 
in  Betreff  der  Formeln  (7.),  (8.)  noch  hinzuzufügen  sein,  dass  in 
ihnen  JaPa  und  Jap«*  beide  =  0  sind. 


übertrugt  sich  unmittelbar  auf  die  ponderable  Masse  des  Körpers, 
in  genau  derselben  Art,  als  wären  Elektricitüt  und  ponderable 
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Masse  in  dem  betrachteten  Augenblicke  fest  mit  einander  ver- 
bunden. Dieser  Grundsatz  ist  seit  Coilomb  und  Poisson  in  der 
Theorie  der  ElektriciUit  allgemein  anerkannt,  und  soll  auch  hier 
festgehalten  werden  >)• 

Denkt  man  sich  also  das  betrachtete  System  ft,  b,  c,  ...  *  in 
beliebiger  Bewegung  begriffen ,  und  für  irgend  ein  Zeitelement 
dt  dieser  Bewegung  die  Formel  (8.)  gebildet: 

r/pat  --  ÖPab-\-  JPab  , 

so  wird  diejenige  ponderomotorische  Arbeit,  welche  während 
des  Zeitelementes  dt  von  den  zwischen  (t  und  b  vorhandenen 
elektrischen  Kräften  verrichtet  wird ,  nicht  durch  —  (//,ab,  sondern 
durch 

(9.)  -  ÖP*b 

dargestellt  sein.  Und  dementsprechend  ergiebt  sich  aus  (3.).  (3a.), 
dass  der  Ausdruck 

(10.)  -  (5/1=  -  ö{\IIPab) 

diejenige  ponderomotorische  Arbeit  reprüsentirt,  welche  wahrend 
der  Zeit  dt  verrichtet  wird  von  allen  im  ganzen  System  a,  b,  C, ...  j 
vorhandenen  elektrischen  Kräften. 

Leber  die  elektrostatischen  Potentiale. 

Es  sei  a  ein  Conductor.  Alsdann  wird  freie  ElektriciUit 
niemals  im  Innern ,  sondern  stets  nur  an  der  Oberfläche  von  a 
anzutreffen  sein;  so  dass  also  das  elektrostatische  Potential  Pa 
dieses  Körpers  auf  sich  selbst  den  Werth  hat2): 

,  rfrDo  r'Do' 


1)  Es  ist  mir  immer  auffallend  erschienen,  dass  man  es  lange  Zeit 
versäumt  hat,  diesen  fundamentalen  Grundsatz  in  bestimmter  Weise  aus- 
zusprechen. Die  hier  vorhandene  Lücke  habe  ich  auszufüllen  mich  bemüht 
in  meiner  Schrift  über  »die  elektrischen  Kräfte*  Leipzig,  1873),  daselbst 
Seite  25. 

2)  Ich  bezeichne  die  raumlichen  Elemente  Linien-,  Flächen-,  und 
Volumelemente;  mit  D,  und  reservire  in  solcher  Art  die  Charakteristiken 
d,     -/für  die  zeitlichen  Aenderungen. 
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die  eine  Integration  ausgedehnt  über  alle  Oberflächeneleniente 
Da  des  Körpers  et,  bei  festgehaltenem  Da',  und  sodann  die  andere 
Integration  ausgedehnt  Uber  alle  Oberflächenelemente  Da'  eben- 
desselben Körpers.  Hier  bezeichnet  r  den  Abstand  der  Elemente 
Da  und  Da'  von  einander,  während  rt  und  nf  die  in  denselben 
vorhandenen  elektrischen  Dichtigkeiten  repräsentiren.  Dabei 
wollen  wir  uns  die  einzelnen  Elemente  Da  und  Da'  in  die  Ober- 
fläche eingravirt  denken,  so  dass  also  (weil  der  Körper  starr  ist) 
die  Entfernungen  r  unveränderlich  sind. 

Ist  nun  et  ein  Körper  des  betrachteten  Systems  et,  b,  c,  ...  j, 
und  denkt  man  sich  dieses  System  in  beliebiger  Bewegung  be- 
griffen, so  ergiebt  sich  für  die  während  eines  Zeitelementes  dt 
erfolgenden  Veränderungen  dPa,  dt},  dif  sofort  die  Formel: 

oder,  was  dasselbe  ist : 

Die  Formeln  (er.),  (a'.)  sind  offenbar  auch  so  darstellbar : 

f(Da(dv)f^)  ■ 

oder  auch  so: 

0*'.)  dP*=  j Do(dij)0*  , 

wo  Oa  =  f1*0^  das  elektrostatische  Potential  des  Con- 
ducton et  auf  einen  einzelnen  Punkt  vorstellt,  dieser  Punkt  ge- 
legen gedacht  in  Da. 

Einigermassen  ähnliche  Formeln  wollen  wir  jetzt  ableiten 
für  das  Potential 

pa*  =  pab  +  pac  _|  1_  paj  .     (Vgl.  fry]  , 

Matta.-phy«.  Clam.  1800.  7 
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Dabei  nehmen  wir  wiederum  an,  der  Körper  a  sei  ein  Co/j- 
ductor,  ohne  aber  irgend  welche  Voraussetzung  zu  machen  über 
die  Natur  der  übrigen  Körper  b,  C, ...  §.  —  Zunächst  ergiebt  sich: 

die  Integration  ausgedehnt  Uber  alle  Oberflächenelemente  yDo 
des  Conductors  ct.   Dabei  soll  &%  das  elektrostatische  Potential 

des  Complexes  &  =  b  -j-  C  H  h  ä  »uf  einen  PimÄ7 

vorstellen,  dieser  Punkt  gelegen  gedacht  in  Da.  Was  die  während 
der  Zeit  dt  erfolgenden  Veränderungen  betrifft,  so  ergiebt  sich 
aus  (y.)  sofort : 

r/pa«  =J Do{dl})0*  +  fDc  •  >;{<I(D*)  , 
und  insbesondere : 

(y/)  J*P**=fr)o(dti)(l)*  . 

Denn  bei  der  Operation  z/a  hat  man  von  allen  Argumenten  S, 
Ja,  .  .  .  J}  nur  allein  Ja  sich  ändern  zu  lassen:  so  dass  also 
dabei  nur  /;  sich  ändert,  während  ®a  in  jedwedem  Oberflächen- 
punkte des  Conductors  a  constant  bleibt. 

Aus  [ß.)}  (ß.f)  und  (y.),  {y.')  folgt  nun  ohne  Weiteres : 


(lpa  4.  ^apa?l  _  ^ /><,(</ +  <Z>«)  , 
oder  einfacher  geschrieben: 

(ö\)  2Pfl-f        P**z=fl)(J>  IjO  , 

(d/)  dP«  -h  ^a/)fl?l  =füo.  {<h:)(l>  , 

wo  <Z>  =  Ö)a  4*  das  Punktpotential  des  ganzen  Systemes 
et,  b.  C  . . .  ^  vorstellt,  der  Punkt  gelegen  gedacht  in  Da. 

In  (o\),  (öY)  sind,  ebenso  wie  in  den  früheren  Formeln,  die 
Integrationen  ausgedehnt  über  die  Oberfläche  des  Conductors  a. 
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Auf  dieser  Oberfläche  aber  hat  <Z>,  nach  der  PoissoNSchen 
Theorie,  allenthalben  ein  und  denselben  Werth,  der  (la  heissen 
mag.  Somit  folgt: 


(£.')    dPa  +  4*Pa%  =  ßa  f  Do  •  (/*,  =  6»d      Da  •  ?,)  . 

Das  Integral  fooij  reprüsentirt  offenbar  die  augenblicklich  im 

Conductor  a  enthaltene  Electricitätsmenge,  welche  M a  heissen 
mag.  Somit  folgt : 

(£.)  2P°  +     Pa*  =  (;aJ7a  , 

(£.')  dP*  -f-  ^aPfl*  =  GfltfJ/°  =  0  . 

Hier,  nümlich  in  (£.'),  bedarf  die  rechts  stehende  0  noch  einer 
kurzen  Erläuterung.  Es  sind  zwei  Fülle  zu  unterscheiden:  Ent- 
weder ist  der  Conductor  a  zur  Erde  abgeleitet:  dann  ist  G*  =  0. 
Oder  aber  der  Conductor  a  ist  isolirt:  dann  ist  Ma  unveränder- 
lich, mithin  dMa  =  0.  In  beiden  Fällen  wird  also  das  Product 
<iadMa  =  0  sein.  —  Q.  e.  d. 

§  3. 

Resultate  der  Untersuchung. 

Will  man  das  in  den  Formeln  (£.),  (2.')  enthaltene  Resultat 
angeben,  so  wird  man  zu  sagen  haben: 

Erster  Satz.  —  Ist  der  Körper  Q  ein  Conductor,  ferner 
Pa  das  elektrostatische  Potential  von  a  auf  sich  selber,  und  Pa*  das 
Potential  des  Korpers  a  auf  alle  übrigen  Körper  des  Systemes,  so 
gilt  die  Formel: 

{\\.)  2P°-f-  Pa*  =  CaMa  ; 

dabei  bezeichnet  Ala  die  augenblicklich  in  a  enthaltene  Elektricitüts- 
menge,  und  Ga  denjenigen  Werth,  den  das  elektrostatische  Punkt- 
potential des  ganzen  Systemes  augenblicklich  innerhalb  o  besitzt. 

Zweiter  Satz.  —  Denkt  man  sich  das  betrachtete  System 
a,  b,  C,  . . .  $  in  beliebiger  Bewegung  begriffen,  und  ist  a  ein  Con- 
ductor, so  gilt  für  jedes  Zeitelement  die  Formel : 

(12.)  dP*  +  J*P**  =  0  . 


Digitized  by  Google 


■ 

100  C.  Neimann, 

Diese  Formel  ist  mit  Rücksicht  auf  (7.)  auch  so  darstellbar 
(12a.)  J'{P*  +  P'*)  =  0  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (6.)  auch  so : 

* 

.     (12b.)  JaIl  =  0  . 

Zusatz.  —  /1ms  (11.)  und  (12.)  folgt  durch  Elimination  von 
Pa  sofort : 

(13.)  dP**  -  2J*P**  =  d(C,*M*)  , 

immer  vorausgesetzt,  dass  a  ein  Co  n  du  clor  ist. 

Ist  a  ein  Isolator,  so  werden  diese  Satze,  ihrer  Ableitung 
zufolge,  nicht  mehr  anwendbar  sein.  Dennoch  wird  auch  in 
diesem  Falle 

J*I1  stets  =  0 

sein  [vgl.  etwa  die  auf  (2.)  folgenden  Zeilen].  —  Wir  sehen 
somit,  dass  die  in  (12b.)  angegebene  Formel  JaTl  =  0  ganz 
allgemein  gilt,  für  jedweden  Körper  des  betrachteten  Systems. 
Es  ist  also: 

j*n  =  o ,  Jbn  =  o ,  . . .  j\  n  =  o  . 

Und  hieraus  folgt  durch  Addition: 

jn  =  Q,  d.i.  dn  =  dn; 

so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen: 

Dritter  Satz.  —  Denkt  man  sich  das  System  in  beliebiger 
Bewegung  begriffen,  so  gelten  für  jedes  Zeitelement  die  Formeln: 

•  (u.)  dn  =  dn  und  jn  =  o  . 

Demgemüss  ist  die  früher  in  (10.)  besprochene  ponderomo- 
torische  Arbeit  —  8  IT  auch  ausdrtlckbar  durch  —  dll.  Man 
kann  daher  sagen : 

Vierter  Satz.  —  Befindet  sich  das  betrachtete  aus  Isolatoren 
und  Conductoren  bestehende  System  in  beliebiger  Bewegung ,  so 
wird  während  des  Zeitelementes  dt  von  allen  im  System  vorhan- 
denen elektrischen  Kräften  eine  gewisse  ponderomotorische  Arbeit 
verrichtet  werden.  Diese  Arbeit  ist  gleich 

(i5.)  -dn, 
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wo  dJI  den  vollständigen  Zuwachs  des  elektrostatischen  Po- 
tentials n  des  Systeme*  auf  sich  selber  wahrend  der  Zeit  dt 
vorstellt. 

Dabei  wird')  beständig  vorausgesetzt,  die  Bewegung  des 
S\ stemes  sei  so  langsam,  dass  der  elektrische  Zustand  des 
Systemes  in  jedem  Augenblicke  ein  Gleichgewichtszustand  ist. 
Macht  man  nun  die  (wohl  allgemein  übliche)  Annahme,  dass  bei 
einer  so  langsamen  Bewegung  im  Innern  der  einzelnen  Körper 
sich  keine  Wärme  entwickelt,  so  wird  das  Potential  JT,  zufolge 
des  Satzes  (15.).  zugleich  auch  als  die  Energie  des  Systemes  zu 
bezeichnen  sein. 

Besteht  das  System  a,  b,  C,  . . .  &  nur  aus  Conductoren ,  so 
gelten  nach  (1 I.)  die  Gleichungen: 

2  pa  _|_  po«  =  Ga JfA  t 

2pb+  pb*  —  Gb,Vb  f 

(16.) 

%pi  +  p\3  bb  G*M*  . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  durch  Addition  und  mit  Rücksicht  auf 
(5.)  die  bekannte  Thomson  sehe  Formel2): 

2  TL  =  G*  M*  +     3/b  •  •  •  +  Gl  31*  ; 

so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 

Fünfter  Satz.  —  Besteht  das  betrachtete  System  a,  b.  .  . .  j 
aus  lauter  Conductoren  ,  so  wird  das  elektrostatische  Potential 
II  des  Systems  auf  sich  selber  den  Werth  haben: 

(17.)         n  =  i (G*  31*  +     1/*  H  hGU/s)  . 

Besteht  hingegen  das  System  theils  aus  Conductoren , 
theils  aus  Isolatoren  ,  so  ergiebt  sich  für  II  folgender 
Werth*): 

(i  8.)  n  =  i  zg* 3i*  +  i  p<r»  +  nU) , 


4)  Wie  schon  früher  [in  den  Zeilen  vor  (i.)]  ein  für  alle  mal  festgesetzt 
wurde. 

2;  Tuomson  Papers,  London  1872,  pag.  92.  Man  vergl.  auch  diese 
Berichte  vom  Jahre  1880,  Seite  29. 

8)  Die  Ableitung  dieser  Formel  (18.)  ist  mittelst  der  Gleichungen  (16.) 
zu  bewerkstelligen,  wobei  aber  im  Auge  zu  behalten  ist.  dass  diese  Gleich- 
ungen im  gegenwärtigen  Falle-nicht  für  alle  Körper,  sondern  nur  für  die 
Conductoren  gelten.  lebrigens  wird  zur  Erläuterung  der  Formel  (18.)  das 
in  (19.)  folgende  Beispiel  einigermassen  beitragen. 
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wo  im  ersten  Gliede  die  Summation  nur  über  die  Conductoren 
auszudehnen  ist,  wo  ferner  l*cf)  das  elektrostatische  Potential  aller 
Conductoren  auf  alle  Isolatoren  vorstellt,  und  wo  endlich  JlO)  das 
Potential  der  Gesammtheit  der  Isolatoren  auf  sich  selber  bezeichnet. 

In  (17.)  wie  in  (18.)  bezeichnen  die  M  die  augenblicklich  in 
den  einzelnen  Conductoren  enthaltenen  Elektricitätsmengen ,  und 
die  G  diejenigen  Werthe,  welche  das  elektrostatische  Punktpotential 
des  ganzen  betrachteten  Systems  augenblicklich  in  den  einzelnen 
Conductoren  besitzt. 

Besteht  z.  B.  das  betrachtete  System  nur  aus  zwei  Körpern, 
einem  Conductor  a  und  einem  Isolator  b,  so  ist  nach  (3) : 

n  =  Pab  +  p°  +  /*  . 

Zugleich  ergiebt  sich  alsdann  aus  (H.): 

2P»  +  /»*  =  GaM*  . 

DemgemHss  folgt  durch  Elimination  von  P°  sofort: 

(19.)  77  =  -|GMf«  +  11**+  I»  , 

eine  Formel,  die  der  allgemeinen  Formel  (18.)  als  specieller  Fall 
sich  subsumirt. 

Alle  Sätze  dieses  Paragraphs  sind,  wie  noch  besonders  be- 
tont sein  mag,  gültig,  einerlei  ob  die  in  dem  System  enthaltenen 
Conductoren  isolirt  oder  zur  Erde  abgeleitet,  oder  ob  sie  theils  iso- 
lirt,  theils  abgeleitet  sind. 

Bemerkung.  —  Ist  der  Conductor  et  zur  Erde  abgeleitet,  mithin 
G<»  =  0,  so  nehmen  die  drei  letzten  Formeln  die  Gestalt  an  . 

(T.)  77  =    pab  +  pa  -|_  pb  % 

(F.)  1  P<»  4- pat>  =  o  , 

i  W.)  77  =  Jpab  +  pb  . 

Die  Formel  (('.)  reprüsentirt  die  ursprüngliche  Definition  des  Potentials 
77;  und  ihr  zufolge  ist:  (f/7  =  cT/**. 

Hingegen  würde  es  durchaus  falsch  sein ,  aus  der  Formel  ( IV.) 
folgern  zu  wollen,  dass  cf77=  £efP<»&  sei.  Denn  (W.)  ist  aus  f.*.) 
durch  eine  gewisse  auf  die  Relation  (F.)  sich  stützende  Transfor- 
mation entstanden.  Mit  anderen  Worten:  { W.\  ist  aus  (t'.j  ent- 
standen mit  Rücksicht  auf  eine  gewisse  zwischen  den  Argumenten 
S,  Ja,  Jb  stattfindende  Relation.  Nach  der  von  uns  getroffenen  Fest- 
setzung 2a.)  sind  aber  unter  den  Charakteristiken  «f,  Jb 
diejenigen  partiellen  Zuwüchse  zu  verstehen ,  welche  der  betrachteten 
Function  auf  Grund  ihrer  ursprünglichen  Definition  so  lange  zukom- 
men, als  die  Argumente  5,  Ja,  Jb  von  einander  unabhängig  erhalten 
werden. 
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§4. 

Betrachtung  eines  speciellen  Falles. 

Das  gegebene  System  bestehe  nur  aus  zwei  Körpern ,  aus 
einem  Conductor  a  und  einem  Isolator  b.  Alsdann  folgt  aus  (13.). 

Uederdies  wird,  weil  b  ein  Isolator,  mitbin  Jf,  absolut  unver- 
änderlich sein  soll,  die  Formel  stattfinden : 

—  Ub  /»*  =  0  . 

Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  durch  Addition : 

up*b  —  2z/p°b  =  (/(f;°j/a) , 

also,  weil  J  =  d  —  d  ist: 

—  dP'b  +  2<5Pab  =  <f(6«JP)  , 

oder  ein  wenig  anders  geschrieben : 

(20.)  öPab  =  id(Pab-{-  r;°J/a)  ; 

so  dass  man  also  mit  Rücksicht  auf  (9.)  zu  folgendem  Resultate 
gelangt: 

Satz.  —  Befinden  sich  zwei  elektrisch  geladene  Körper  a  und 
b,  von  denen  der  erstere  ein  isolirter  oder  auch  zur  Erde  abgelei- 
teter Conductor ,  und  der  zweite  ein  Isolator  sein  soll,  in  be- 
liebigen Bewegungen,  so  wird  während  eines  Zeitelementes  dt  von 
den  zwischen  a  und  b  vorhandenen  elektrischen  Kräften  eine  ge- 
wisse ponderomotorische  Arbeit  verrichtet  werden.  Diese  Arbeit 
ist  gleich  . 

(21.)  '     -  ^/(P°b+  WW)  , 

wo  d  den  vollständigen  Zuwachs  des  in  der  Klammer  ent- 
haltenen Ausdrucks  während  der  Zeit  dt  vorstellt.  Dabei  haben  Ga 
und  Ma  die  im  Satze  {\  7.),  (1 8.)  angegebenen  Bedetitungen. 
Demgemüss  wird  diese  ponderomotorische  Arbeit  gleich 

(22.)  -\dP*b 

sein,  sobald  der  Conductor  a  entweder  zur  Erde  abgeleitet,  oder 
aber  isolirt  und  mit  der  Eleklricitlltsmenge  Null  geladen  ist.  Denn 
im  ersteren  Fall  ist  Ga,  im  letzteren  Ma  gleich  Null. 
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Durch  die  Ergehnisse  (20.),  (2!.),  (22.)  ist  der  Beweis  er- 
bracht für  die  in  der  Einleitung,  in  (III.)  und  (IV.)  ausgesproche- 
nen Behauptungen.  Diesen  aber  subsumiren  sich  die  dortigen 
Behauptungen  (I.)  und  (II.)  als  specielle  Fülle. 

Uebrigens  kann  man  den  Satz  (24.)  auch  in  folgender  Art 
beweisen.  Das  Potential  II  des  hier  betrachteten  Systems  a.  b 
auf  sich  selber  hat  nach  (1 9.)  den  Werth : 

n  =  |  GaMa  -f  £  /*b  -f  Const.  , 

folglich  ist: 

dn  =  £(/(G°J/fl-f-/Ä6). 

Und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (15.)  sofort  der  zu 
beweisende  Satz  (21.). 


Zweiter  Theil. 
Zar  Theorie  des  Magnetismus. 

Es  seien  beliebig  viele  magnetische  Körper  gegeben:  a,  b, 
C,  . . .  J,  theils  invariable  Magnete,  theils  /em/;ortfr-magnetische 
Körper  (wie  z.  B.  weiches  Eisen).  Der  magnetische  Zustand  dieser 
letzteren  Körper  ist  alsdann  bedingt  durch  die  augenblickliche 
relative  Lage  aller  Körper  des  ganzen  Systems. 

Aehnlich  wie  im  vorhergehenden  Abschnitt,  mag  jede  von 
dem  System  a,b,C,...J  abhängende  Function  angesehen  werden 
als  eine  Function  der  Argumente 

wo  S  die  augenblickliche  relative  Lage  der  Körper  zu  einander 
vorstellt,  wahrend  Ja,  Jt ,  .  . .  J%  die  augenblicklichen  magne- 
tischen Zustünde  der  einzelnen  Körper  bezeichnen  sollen.  Be- 
findet sich  also  das  System  in  Bewegung,  so  wird  der  Zuwachs 
einer  solchen  Function  wührend  der  Zeit  dt  darstellbar  sein  durch 

(1.)  d  =  <$  +  Ja  +J*  H  , 

wo  o\  da,  db,  .  .  .  d*  die  partiellen  Zuwüchse  nach  den  Argu- 
menten S,  /a,  Jj  reprüsentiren.  Auch  mag  zur  Abkürzung 
gesetzt  werden : 

{d  =  ö  +  d  , 
wo  d  =  da  +  d*  -f-  •  •  •  +      sein  soll. 
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Ferner  mag  in  Betreff  dieser  Charakteristiken  vom  Neuen  adop- 
tirt  werden  die  auf  Seite  94  getroffene  Festsetzung. 

Durchweg  mögen  überdies  die  Bewegungen  des  Systems 
als  so  langsam  vorausgesetzt  werden,  dass  in  jedem  Augenblick 
der  magnetische  Zustand  des  Systems  ein  Gleichgewichtszustand  ist. 

§<• 

Die  ponderomotorische  Arbeit. 

Jede  auf  das  magnetische  Fluidum  eines  Körpers  ausgeübte 
Kraft  übertrügt  sich  unmittelbar  auf  die  ponderable  Masse  des 
Körpers,  in  genau  derselben  Art ,  als  waren  magnetisches  Flui- 
dum und  ponderable  Masse  in  dem  betrachteten  Augenblick  starr 
mit  einander  verbunden.  Aus  diesem  von  allen  Autoren  fest- 
gehaltenen Grundsatz  ergiebt  sich  sofort,  dass 

(3.)  -  d/»* 

diejenige  ponderomotorische  Arbeit  vorstellt,  welche  während 
der  Zeit  dt  verrichtet  wird  von  allen  zwischen  a  und  b  vorhan- 
denen magnetischen  Kriiften,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  Z*»6 
das  magnetische  Potential  der  beiden  Körper  a  und  b  aufein- 
ander versteht,  und  die  Charakteristik  ö  in  dem  durch  (I .)  fest- 
gesetzten Sinne  verwendet. 

Von  den  im  ganzen  System  a,  b,  c, . . .  $  vorhandenen  mag- 
netischen Kräften  wird  daher  während  der  Zeit  dt  eine  pondero- 
motorische Arbeit  verrichtet  werden,  welche  gleich 

ist,  die  Summationszeichen  in  demselben  Sinne  genommen .  wie 
z."  B.  auf  Seite  94  in  der  Formel  (3  a.);  man  vergl.  dabei  die 
dortige  Formel  (3.). 

§*•  ' 

Das  magnetische  Punktpotential  und  das  Inductionsgesetz. 

Bezeichnet  <Z>a  das  magnetische  Potential  des  Körpers  a  auf 
einen  einzelnen  Punkt  (d.  i.  auf  einen  Magnetpol  von  der  Masse 
Eins),  so  ist  bekanntlich 
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die  Integration  ausgedehnt  über  alle  Volumelemente  Dr(j\y,z) 
des  Körpers  a.  Dabei  bezeichnet  r  die  Entfernung  eines  solchen 
Elementes  Dt  (x,  y,  z)  vom  betrachteten  Punkt  oder  Pol,  wahrend 
or,  ß,  y  die  (auf  die  Volumeinheit  bezogenen)  magnetischen  Mo- 
mente des  Körpers  an  der  Stelle  (j*,  y}  z)  repräsentiren  '). 
Offenbar  ist  die  Formel  (5.)  auch  so  darstellbar : 

— y^ä+ •■■)-/*££+ ■■•)• 

oder  auch  so: 

(5a.)  ^=_^[acos(v,.z)4-.  .  ]-/^(^  +  .    .)  , 

wo  das  erste  Integral  Uber  alle  OberÜächeneleinente  Da  des 
Körpers  a  sich  ausdehnt,  und  v  die  auf  Da  errichtete  innere  Nor- 
male bezeichnet.  Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Formel  die 
Gestalt: 

(e.}  o>a  =y  a_  +y  _  t 

wo  alsdann  ij  und  c  die  Bedeutungen  haben : 

(6a.)    t}  =  —  [«C0S(v,x)H  ]  ,  und  e  =  —   )  . 

Nach  (6.)  ist  0a  auffassbar  als  ein  gewöhnliches  N'EWTON  sches 
Potential,  welches  herrührt  von  zwei  fingirten  Massenverthei- 
lungen ,  nämlich  von  einer  superficiellen  Vertheilung  von  der 
Flachendichtigkeit  /; ,  und  von  einer  internen  Vertheilung  von 
der  räumlichen  Dichtigkeit  f.  Dieser  Auffassungsweise  ent- 
sprechend entspringen  aus  (6.)  die  Formeln : 

(10*  d(D*' 

(6  b.)  —  —  =  —  4  :i  /,    und    A  0>a  =  —  -i/rt  , 

wo  in  der  Formel  links  unter  0a  und  (Da'  die  Werthe  innerhalb 
und  ausserhalb  a  zu  verstehen  sind,  und  wo  A  den  LxPLACE'schen 
Differentialausdruck  andeutet. 


I)  Der  Bequemlichkeit  willen  denken  wir  uns  die  Axen  des  Coordi- 
natensystems  mil  der  ponderablen  Masse  des  Korpers  a  in  fesler  Verbin- 
dung. Sind  also  .r.  y,  z  die  Coordinalen  für  ein  bestimmtes  Volumelement 
Dt  des  Korpers  a  «»der  für  ein  bestimmtes  Oberflachcnclement  Da  desselben, 
so  werden  x,  y,  z  Cnnstanten  sein,  d.  h.  unabhängig  von  der  Zeit  sein. 
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Die  letzte  dieser  beiden  Formeln  (6  b.)  gilt  allgemein  für 
jedweden  Raumpunkt.  Denn  man  hat  zu  beachten,  dass  a,  ß,  y 
die  magnetischen  Momente  speciell  des  Körpers  a  vorstellen 
sollen,  und  dass  daher  a,  ß,  y  und  also  nach  (6  a.)  auch  e  ausser- 
halb dieses  Körpers  Uberall  =  0  sind. 

Analoge  Formeln  gelten  für  die  magnetischen  Potentiale 
<Z>b,  0C,  .  .  .  W  der  Körper  b,  C,  .  .  .  j.  Die  Summe  all'  dieser 
Potentiale  mag  0  heissen : 

(7.)  O  =  <Da  +  <Db  -f  Wc  •  •  •  +  Qfi  . 

Es  mag  nun  angenommen  werden,  der  Körper  a  sei  ein 
tewi/wrtr-magnetischer  Körper  (weiches  Eisen).  Alsdann  gelten 
nach  der  PoissoVschen  Theorie  für  die  magnetischen  Momente 
«,  ß,  y  dieses  Körpers  an  der  Stelle  (.r,  y}  z)  die  Formeln : 

«=—/,-—  , 
,8.)  = 

Formeln,  die  man  füglich  bezeichnen  kann  als  das  magnetische 
Inductionsgesetz.  Dabei  pflegt  man  den  Coefficienten  k  als  eine 
der  Substanz  des  Körpers  a  eigenthümliche  Constante  anzusehen. 
Da  indessen  diese  Vorstellung  der  Erfahrung  sehr  wenig  ent- 
spricht, so  wollen  wir  der  allgemeinern  KiRCHHOFF'schen  Vor- 
stellung 1  beipflichten,  nach  welcher  k  eine  Function  von 

/d<Z>\*     /Ö0>\*  /dtfH1 

oder  [was  in  Anbetracht  der  Gleichungen  (8.)  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt] eine  Function  von 

(9.)  a*  +  p  +  f  =  r 

ist.  Demgemass  setzen  wir: 

(10.)  k  =  k(Q)  , 


1)  Kirchhofes  Ges.  Abhandlungen,  Seite  220. 
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q  definirt  gedacht  durch  die  Formel  (9.).  Selbstverständlich  ist 
diese  Function  k{(>)  verschieden  je  nach  der  Substanz  des 
Körpers,  z.  B.  verschieden  für  verschiedene  Eisensorlen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Körper  a,  b,  ...  5  unendlich  wenig 
gegen  einander  verschieben.  Alsdann  werden  in  den  temporär- 
magnetischen  Körpern,  wie  z.  B.  in  a,  die  magnetischen  Momente 
sich  ändern.  Ebenso  werden  auch  0  und  0a,  Oh,  ...  <Z>*  sich 
ändern.  Und  zwar  wird  die  Aenderung  der  Function  ®a  in  irgend 
einem  bestimmten  Punkte,  dessen  relative  Lage  zum  Körper  a 
CWUtant  bleiben  soll,  den  Werth  haben : 

4  J  \ 

<"•>      "*a=//)r(s7rfa+4:"i'  +  ^"J')' 

wo  da,  dßy  dy  die  Aenderungen  der  in  Dt  vorhandenen  mag- 
netischen Momente  er,  ß,  y  vorstellen1).  Diese  Formel  (II.)  ist 
[vgl.  (6.)]  auch  so  darstellbar: 

wo  drj  und  de  die  Bedeutungen  haben: 

(12a.)  dt}  =  —  [(da)co8(v,x)H  ],  und</6  =  —  |^y~H  )• 

Auch  ergeben  sich  parallel  mit  (6b.)  die  Formeln: 

((2b)  w_w„_4^ umlA((/<ß.)=_t?r(/{. 

Endlich  ergeben  sich  parallel  mit  (8.)  für  einen  innerhalb  a 
markirten  Punkt  (x,  y,  z)  die  Formeln: 


da  = 

f  b(dO) 

bx 

(13.) 

dß  = 

b(dO>) 

b<D 

—  dk  , 

dy  = 

k  b(dO) 
b  Z 

bO  n 

—  dk  . 

<j  Man  beachte  bei  all'  diesen  Formeln  die  in  der  vorgehenden  Note 
über  das  Coordinatensystem  getrotTene  Festsetzung. 
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Schliesslich  folgt  aus  (8.)  und  (13.): 

bx  by       9    bz        bx  by   r      bz    '        A*  ; 

De..e.h,nWh(80a.d(9.,:(g)VpV(g)=g- 

Bemerkung.  —  Es  sind  «,  ß,  y  die  magnetischen  Momente  des 
Kurpers  et  im  Punkte  x,  y,  z  zur  Zeit  f  (wobei  das  Coordinaten- 
system  mit  der  ponderablen  Masse  dieses  Korpers  fest  verbunden 
gedacht  wird).  Ebenso  sind  u  -f-  da,  ß  +  dß,  y  dy  die  Werthe 
dieser  Momente  in  ebendemselben  Punkte  zur  Zeit  l-\-dt.  Man 
pflegt  gewöhnlich  anzunehmen,  dass  «,  ß,  y ,  sowie  auch  alle  Ab- 
leitungen von  «,  ß,  y  nach  x,  y,  z,  innerhalb  des  Körpers  a  stetig 
sind,  —  eine  Annahme,  die  sich  dann  von  selber  auch  auf  da,dß,dy 
überträgt. 

Dieser  Annahme  werde  ich  im  Folgenden  mich  anschliessen. 
Doch  sei  hemerkt,  dass  es  sich  hier  eigentlich  nicht  um  eine  An- 
nahme, sondern  um  einen  noch  zu  beweisenden  Satz  handelt.  Auf 
diesen  Beweis  aber  werde  ich  einstweilen  nicht  eingehen  ;  so  dass 
also  in  dieser  Beziehung  im  vorliegenden  Aufsatze  eine  Lücke  vor- 
handen ist,  die  noch  der  Ausfüllung  bedarf. 


§3. 

Das  magnetische  Potential  eines  Körpers  auf  einen  andern. 

Wir  bezeichnen  die  Körper  b,  c,  . . .  $  zusammen  mit  $1, 
und  das  magnetische  Potential  von  a  auf  %  mit 

(15.)  P°*  =  Pab  +  PflC  H  h  ■ 

Alsdann  ist  nach  der  Poisso.Vschen  Theorie: 

(16J  /Ma=^r0T-(aa._i_+„/?.__i_r+...) , 

wo  die  Klammer  im  Ganzen  neun  Glieder  enthält,  entsprechend 
den  neun  Combinationen  a  o',  aß' ,ay  ,  ß a ', ß ß' ',  ßy \y  a  yy ß' \yy '. 
Dabei  sind  die  Integrationen  ausgedehnt  zu  denken  einerseits 
Über  alle  Elemente  D  x  (x,  y,  z)  des  Körpers  a  und  andererseits 
Uber  alle  Elemente  Dt'  (x',  y'}z')  des  Complexes  $1.  Unter  r  ist 
der  gegenseitige  Abstand  zweier  solcher  Elemente  von  einander 
zu  verstehen,  wahrend  «,  ßy  y  und      ß\  y  die  in  (er,  y,  3)  und 
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(x',  y\  z')  vorhandenen  magnetischen  Momente  bezeichnen  (be- 
zogen auf  die  Volumeinheit).  W  ir  können  die  Formel  (16.)  auch 
so  schreiben  : 


also  nach  (5.)  auch  so: 

C     /   dO*        ö<Z>*  d<Z>*\ 

wo  0*  das  magnetische  Potential  des  Complexes  $(  auf  einen 
einzelnen  Punkt  {x,  y,  z)  bezeichnet ,  dieser  Punkt  gelegen  ge- 
dacht in  Dt.  Aus  (17.)  folgt  weiter: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(18.)  l**  =  -fDo<D*[acos(v,T)+...]-f  D*0*^  +  ..\ 

wo  das  erste  Integral  sich  ausdehnt  über  alleOberflüchenelemente 
Da  des  Körpers  a,  und  v  die  auf  Do  errichtete  innere  Normale 
bezeichnet,  während  das  zweite  Uber  alle  Volumelemente  Dt 
dieses  Körpers  a  hinerstreckt  zu  denken  ist.  Aus  (18.)  folgt  unter 
Anwendung  der  Bezeichnungen  (6a.): 

(19.)  I**  =j 1  0*1] Do  +  J  ®*eDT. 

Denken  wir  uns1)  die  Körper  a,  b,  c,  . .  .  3  unendlich  wenig 
gegen  einander  verschoben,  so  wird  hierbei  das  Potential  P0* 
einen  Zuwachs  erhalten,  der  nach  (17.)  den  Werth  hat: 

Von  den  beiden  Ausdrucken  rechts  reprüsentirt  offenbar  der 
erste  denjenigen  virtuellen  Zuwachs,  der  entstehen  würde,  falls 
man  von  den  Argumenten  S,  Ja,  Jb.  ...  Jh  nur  allein  Ja  sich 


4    Es  ist  hier  von  Neuem  auf  die  Note  pag.  106  hinzuweisen. 
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andern  Hesse.  Demgemüss  ist  derselbe  zu  bezeichnen  mit  Ja 
Also : 

(21.)  J*  F*  =  f  DT^-^da  +  ...). 

Aus  (20.),  (21.)  folgt  nun  sofort: 

^_2^^[(„^)+...)  _  (£*+...)} 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdruck  ist.  falls  man 
0a  _|_  0%  —  0  sezt,  auch  so  darstellbar: 

["  55  +  --')-(— öF— (/ö  +  -")' 

also  nach  (14.)  auch  so : 
Somit  folgt  aus  (22): 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  einer  sehr  bedeutenden 
Reduction  fähig.  Zu  diesem  Zwecke  seien  zuvörderst  die  beiden 
Transformationen  notirt : 

(a.)  Jflr(^(loH  j   =  foa  {dtfDo+fwUd^DT  , 

iß.)  f  Dz  (er  +.}=f(dO*)i]na+f{da>*)eDT, 

von  denen  jede  auf  demselben  Wege  entsteht,  auf  welchem  z.  B. 
der  Uebergang  von  (1 7.)  zu  (1 9.)  erfolgte.  —  Die  beiden  Aus- 
drücke (a.)  und  (/?.)  sind  aber  unter  einander  identisch;  wie  man 
solches  sofort  erkennt,  wenn  man  daselbst  rechter  Hand  für  Oa 
und  d<Da  die  Werthe  (6.)  und  (12.) 
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substituirt.  In  Anbetracht  dieser  Identität  der  Ausdrücke  (a.) 
und  (p.)  reducirt  sich  die  Formel  (23.)  auf: 

(24.)  dP'*  -  *J*l»*  =Jdt  . 

Anwendung  auf  einen  speciellen  Fall.  —  Das  betrachtete  System 
bestehe  aus  nur  zwei  Körpern  et  und  b.  Und  zwar  sei  a  ein  Stück 
weiches  Eisen,  und  für  dieses  Eisen  sei  k  eine  Constante;  anderer- 
seits sei  b  ein  unveränderlicher  Stahlmagnet.  Alsdann  nimmt  die 
Formel  (24.)  die  Gestalt  an: 

rfpob  —  iJa  />ab  =  o  ; 

denn  die  rechte  Seite  wird  Null,  weil  k  constant,  mithin  dk  =  0 
sein  soll.  Zugleich  ergiebt  sich,  in  Anbetracht  der  Unveränderlich- 
keil  des  Stahlmagneten,  auch  folgende  Formel: 

Durch  Addition  beider  Formeln  folgt: 

dpab  —  2  jpab  =  o  , 

oder,  weil  J  =  d—  <f  ist: 

-  dPab-h  icTPob  =  0  , 
oder,  was  dasselbe  ist: 

jpab  =  -|-  |d/>ab  ; 

so  dass  man  also  mit  Rücksicht  auf  (3.)  zu  folgendem  Resultate 
gelangt : 

Sat«.  —  Befinden  sich  ein  Stück  weiches  Eisen  a  und  ein  unver- 
änderlicher Stahlmagnet  b  in  beliebigen  Bewegungen,  so  wird  wahrend 
eines  Zeitelementes  dt  von  den  zwischen  et  und  b  vorhandenen  mag- 
netischen Kräften  eine  gewisse  ponderomotorische  Arbeit  verrichtet 
werden.  Diese  Arbeit  ist  gleich 

(24a.)  -IrfPob, 

wo  dP**>  den  vollständigen  Zuwachs  vorstellt,  den  das  magnetische 
Potential  P«*»  der  beiden  Körper  aufeinander  n  ährend  des  Zeitelementes 
dt  erhält. 

Dieser  höchst  merkwürdige  und  einfache  Satz,  der  schon  in  der 
Einleitung  in  (V.)  angegeben  wurde,  beruht  wesentlich  auf  der 
Voraussetzung,  dass  der  Magnetisirungscoefficient  k  für  das  be- 
trachtete Eisen  eine  Constante  ist.  Wir  werden  weiterhin  den  Satz 
von  dieser  beschrankenden  Voraussetzung  befreien,  und  auch  nach 
anderer  Richtung  hin  verallgemeinern. 

Einstweilen  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  dieser  Satz  (24a.)  in 
vollkommener  Analogie  steht  mit  dem  elektrischen  Satze  (22.) 
Seite  103,  und  dass  beide  Sätze  mittelst  der  Theorie  der  Kugel- 
funetionen  sehr  leicht  für  den  Fall  zu  verificiren  sind,  dass  das 
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weiche  Eisen  (resp.  der  Conductor)  eine  Kugel  ist,  und  dass  anderer- 
seits der  invariable  Magnet  (resp.  der  elektrisch  geladene  Isolator) 
durch  einen  einzelnen  Magnetpol  (resp.  durch  einen  einzigen  elek- 
trischen Massenpunkt)  vertreten  ist. 


§4. 

Verfolgung  eines  Weges,  der  dem  früher  in  der  Elektrostatik 
eingeschlagenem  analog  ist. 

Das  Potential  Pab  zweier  magnetischer  Körper  a  und  b  auf- 
einander ist,  auf  Grund  der  PoissoN'schen  Theorie ,  leicht  und 
mit  voller  Sicherheit  definirbar,  und  liefert  für  die  Unter- 
suchungen des  vorhergehenden  Paragraphen  eine  Grundlage  von 
befriedigender  Festigkeit. 

Anders  verhalt  es  sich  mit  dem  Potential  eines  magnetischen 
Körpers  auf  sich  selber.  Und  die  hier  vorhandene  Unsicherheit 
hat  mich  bewogen ,  im  vorigen  Paragraphen  einen  Weg  einzu- 
schlagen, der  von  diesem  Begriff  völlig  frei  ist,  und  der  daher 
auch  wesentlich  verschieden  ist  von  dem  vorhin  in  der  Elektro- 
statik verfolgten. 

Nachtraglich  wollen  wir  jetzt  einen  mit  jenen  elektro- 
statischen Untersuchungen  parallel  laufenden  Weg  uns  zu  er- 
öffnen suchen.  Aber  auch  hierbei  w  ollen  w  ir  —  zur  Vermeidung 
jener  Unsicherheitsklippe  —  den  Begriff  des  magnetischen 
Potentials  eines  Körpers  auf  sich  selbst  ganz  in  suspenso  lassen, 
und  uns  darauf  beschränken,  für  einen  einzelnen  Körper  o  einen 
analytischen  Ausdruck  P°  einzuführen,  der  seiner  äusseren  Form 
nach  analog  ist  mit  dem  für  zwei  Körper  a  und  b  geltenden 
magnetischen  Potential  PQb. 

Zuvörderst  fuhren  wir,  ausgehend  von  der  Function  (10.): 
k  =  k(Q%  eine  neue  Function  (\q)  ein  mittelst  der  Formeln: 


f 

(25.) 


fc  =  Const. 

io 


™  =  t 

dabei  sind  rechts  die  Werthe  beigefügt,  welche  f(g)  und  f'(g) 
annehmen  würden  für  k  =  Const.  —  Beziehen  sich  die  Func- 
tionen k  =  k{Q)  und  f  =  f{q)  auf  die  Substanz  des  Körpers  a, 

Matb.-phys.  Classe.  1690.  8 
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so  deliniren  wir  überdies  zwei  neue  Grössen  Qa  und  Ra  durch 
folgende  Uber  alle  Volumelemente  Dt  des  Körpers  Q  ausge- 
dehnte Integrale: 

A  =  Const. 


(26.) 

wo  wiederum  rechts  die  Werthe  für  /.  =  Const.  beigefügt  sind. 
Aus  (26.)  ergeben  sieh,  mit  Rücksicht  adf  (25.).  die  Formeln: 

(26a.)       dQ*  =ff\Q)dQ.bt  =jeJjli)z, 

d  »  =J\r  (?)  -  (>/'»]  de  ■  Dr  =/        ü  r , 

wo  d  die  Aenderungen  wahrend  eines  Zeitelementes  andeuten 
soll. 

Dies  vorangeschickt,  bilden  wir  jetzt,  nach  Analogie  des 
Potentiales1) 


den  Ausdruck 


iA.)  P>  =  iXT^/^-  •  •  )- 

beide  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  denselben  Köq>er  a. 
Es  soll  niimlich  in  (.4.)  die  eine  Integration  (bei  festgehaltenem 
Dt')  sich  erstrecken  über  alle  Elemente  Dt  des  Körpers  a;  und 
sodann  seil  die  zweite  sich  erstrecken  über  alle  Elemente  Dt' 
eben  desselben  Körpers.  Dabeisind  in  {A.)  innerhalb  der  Klammer 


«,  Dieses  Potential  ist  das  im  vorigen  §  behandelte.  In  der  Tbat  ist 
die  hier  für  pab  hingestellte  Formel  identisch  mit  der  dortigen  Formel  (16.), 
falls  man  nur  das  dortige  %  durch  b  ersetzt. 
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im  Ganzen  neun  Glieder  zu  denken,  entsprechend  den  neun 
Combinationen  aa\  aß',  ay  ,  ßa,  ßß',  ßy't  ya,  y  ß' ,  yy  . 

Es  sei  nun  o  irgend  ein  Körper  des  gegebenen  Systems  Q, 
b,  C,  . .  .  J.  Denken  wir  uns  die  Configuration  dieses  Systems 
unendlich  wenig  geändert,  so  werden  die  magnetischen  Zustände 
der  einzelnen  Körper  sich  ebenfalls  ändern.  Demgeuiäss  wird 
P°  den  Zuwachs  erhalten'): 

{f.)  d  /»  =iffDTOT'((ada+a'd«)^+(aW+lrdtt)^.  +...), 
ein  Zuwachs,  der  offenbar  auch  so  darstellbar  ist*): 

U'.)  dl»  =fj  DrOr  (a(da)  ^  +  ^(da)  ^  +  . . .). 

Selbstverständlich  sindt/a,  dß,  dy  und  da',  dp",  dy  sämnillich 
=  0  für  den  speciellen  Fall,  dass  0  ein  invariabler Stahlmagnel  ist. 
Die  Formeln  (/l.)  und  [A'.)  sind  auch  so  darstellbar: 

p,^ift>t['Af^(a  ^  +  -  )  +  -  •  ]• 

„i 

=  >*[(rfÄ)  ^f°V'         +  •••)+•••]  ; 

hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (5.) 

wo  (#ö  das  magnetische  Potential  des  Körpers  a  auf  einen  ein- 
zelnen Punkt  {x,  y,  z)  bezeichnet,  dieser  Punkt  gelegen  gedacht 
in  Dt. 


I)  Bei  diesen  Untersuchungen  und  Formeln  ist  wiederum  die  Note 
auf  Seite  106  im  Auge  zu  behalten. 

8)  Dieser  l' ebergang  von  {f.}  zu  {Ä.)  ist  genau  derselbe,  wie  z.  B. 
früher  auf  Seite  97  von  [(f.)  zu  («'.). 

8* 
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Betnerkung.  —  Ich  habe  hier  die  Formeln  auf  einander  folgen 
lassen  in  paralleler  Richtung  mit  dem  früheren  elektrostatischen 
Wege  (Seite  96,  97) ,  ohne  mich  dabei  einer  besonderen  Strenge  zu 
befleissigen.  Leider  gewährt  nämlich  die  zur  Definition  von 
verwendete  Formel  [A.)  kein  Fundament  für  eine  wirklich  strenge 
Betrachtung,  —  schon  deswegen,  weil  in  jener  Formel  die  Grössen 

 r  r 

oToV   '        HcTy1  ' 

für  solche  Elemente  Dt,  die  dem  festgehaltenen  Dt'  unendlich 

nahe  liegen,  unendlich  klein  werden  von  der  Ordnung  |ij  ,  und  in 

Folge  dessen  jenes  Integral  keinen  bestimmten  Sinn  hat ,  so  lange 
nicht  besondere  Determinationen  hinzutreten. 

Man  kann  nun  aber,  ohne  hieraufweitereinzugehen,  vollkommene 
Strenge  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Formel  [A.)  ganz  fallen 
liisst,  und,  statt  dieser,  die  Formel  B.)  als  die  eigentliche  Defi- 
nition des  Ausdruckes  P&  ansieht.  Alsdann  wird  nur  noch  nach- 
zuweisen sein,  dass  die  Formel  IB.)  mit  wirklicher  Strenge  zur  For- 
mel (ß'.j  führt  Dieser  Beweis  lässt  sich  folgendermsssen  bewerk- 
stelligen. 

Zuvorderst  folgt  aus  der  Formel  (B.j  : 

Was  die  hier  auf  der  rechten  Seite  stehenden  beiden  Integrale  be- 
trifft, so  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  und  mit  Rücksicht  auf 
(6  a.  und  (t2a.  : 

J* 0x  (~o~T  d"  "*  )  =,/,(/>Q  d'"  Da~*~ f1^  d^Dx  • 

J Dt  I«  H  J  =  J[d<I>*)  1D0  + J  d<r*)tDx  . 

Diese  beiden  Integrale  sind  aber  unter  einander  identisch,  wie  man 
sofort  erkennt,  falls  man  in  ihnen  für  <t*  und  d</»a  die  Werthe  6.} 
und  (12.;  substituirt.  Da  nun  also  im  Ausdrucke  für  dP<>  die  beiden 
Glieder  rechts  unter  einander  identisch  sind,  so  ist  dP°  gleich  dem 
Doppelten  des  einzelnen  Gliedes.  Also: 


-M 


dies  aber  ist  die  Formel  B'.)  —  Q.  e.  d. 

Wir  wollen  nun  neben  Pa  zugleich  das  Potential  P°*  in 
Betracht  ziehen,  wo  21  den  Complex  b,  c,  •  •  •  j  vorstellen  soll. 
Dieses  Potential  hat  nach  (17.)  den  Werth: 
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■ 

die  Integration  ausgedehnt  ober  alle  Elemente  Dt  des  Körpers  a. 
Hieraus  folgt  durch  Ausführung  der  Operation  Ja  sofort : 

PI       bd)*  d  <Z>*  b(D*\ 

(C)  *  p"  =Ji>*  (c«)^ + (<w^+ «>■/) -jr)  ■ 

Und  nunmehr  ergeben  sich  durch  Addition  aus  (B.),  {B'.)  und 
(C),  (C.)  die  Formeln: 

,».,  !,+..=>,(„>j?+,-+!.'ä?), 

wo  </>  =  <Z)fl  -f-  das  magnetische  Potential  des  ganzen  Svstems 
0,  b,  C,  •  •  auf  einen  einzelnen  Punkt  (a?,  i/,  z)  vorstellt,  dieser 
Punkt  gelegen  gedacht  in  Dt. 

Wir  lassen  jetzt  die  Voraussetzung  eintreten,  der  Körper  a 
sei  ein  tem/?orrtr-mugnetischer  (z.  B.  weiches  Eisen).  Alsdann 
gelten  die  Relationen  (8.): 

ÖO  a       bO  ß      b<D  y 

I-  '    Vy  "~     I  '    bl~  ~~  k  ' 

Substituiren  wir  aber  diese  Werthe  in  (/>.),  (#',)  so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (9.): 

iE.)  2/»  +  P^wm-fJ^Dt  , 

(£' .)  dP*  +  J*P**=  -J^y-  l>*  ■ 

Unterwerfen  wir  jetzt  die  Formel  (E.)  der  vollständigen  Differen- 
tiation d  (indem  wir  uns  die  Körper  in  Bewegung  denken),  und 
subtrahiren  sodann  das  Doppelte  der  Formel  (£'.),  so  erhalten  wir : 

(IT.)  d  9«  -  W  /»*  =  -ßffi  -  ^)  »r  +  l/f£  Dt, 
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was  in  vollem  Einklänge  ist  mit  dem  im  vorigen  Paragraph  erhal- 
tenen Ergebniss  (24.). 

Schliesslich  können  wir  den  Formeln  (F.),  (£'•),  (£"•),  unter 
Anwendung  der  Relationen  (26  a.)  die  einfachere  Gestalt  ver- 
leihen : 

(F.)  2/>a  4-  /**  ==  —  (2  Qa  —  R*) , 

(F'.)  rfP«  +  ^a       =  —  ef<?*  , 

(F\)  dP°«  —  2z/a  P°«  =  +  dB"  . 

§5. 

Resultate  der  Untersuchung. 

Setzt  man  [in  Analogie  zu  den  elektrostatischen  Bezeich- 
nungen, vgl.  (3a.)  Seite  94]: 

(27.)  77=  ^2/*^  + - /'a, 

überdies  aber: 

(28.)  n  =  ±Z2I»b-)-  ^(P°4-  Qa), 

so  entspringen  aus  den  Formeln  (F.),  (/*".),  {F".)  folgende  Satze. 

Erster  Satz .  —  Ist  der  Körper  a  eint  empor  ä  r -magnetischer, 
{wie  z.  B.  weiches  Eisen),  so  stehen  die  Grösse  P"  und  das  Potential 
/**  in  folgender  Beziehung  zu  einander: 

(29.)  2(P°  4-  Q*)  4-  Pa*  =  fla  • 

Hier  sind  Qa  undRa  die  in  (26.)  definirten  Ausdrücke.  Und  es  sind 
also  Qa  und  Ra,  ebenso  wie  Pa,  nur  abhängig  vom  augenblicklichen 
Zustande  des  Körpers  a.  Genauer  ausgedrückt:  Die  Werthe  von 
Qa  und  Ra  werden,  ebenso  wieder  von  Pa,  in  irgend  einem  Augen- 
blicke völlig  bestimmt  sein ,  wenn  für  diesen  Augenblick  von  den 
Argumenten  S,  Ja,  Jb,  >  -  •  nur  allein  das  Argument  Ja  be- 
kannt ist. 

Zweiter  8atz.  —  Denkt  man  sich  das  betrachtete  System 
a.  b,  C,  .  .  ■  3  in  beliebiger  Bewegung,  und  ist  a  ein  temporär-' 
magnetischer  Körper,  so  gilt  für  jedes  Zeitelement  die  Formel: 

(30.)  d(P*  +  Q*)  +  J*P**  =  0  . 

Diese  Formel  ist  offenbar  auch  so  darstellbar: 

(30 a.)  J*{Pa  +  (?•  +  Pa*)  =  0  , 
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also  mit  Rücksicht  auf  (28.)  auch  so : 
(30b.)  Jan  =  0  . 

Zusatz.  —  Aus  (29.)  und  (30.)  folgt  durch  Elimination  von 
(P°  +  (>a)  sofort :  \ 

(31.)  dPa*  —  2J*P**  =  dB*  ,  ' 

immer  vorausgesetzt,  dass  a  ein  temporär- magnetischer  kor- 
per  ist. 

Diese  Sätze  sind  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  a  ein  in- 
variabler Stahlmagnet  ist.  Dennoch  wird  auch  in  diesem  Falle 
die  Gleichung  (30  b.)  gültig  sein,  wie  aus  der  Definition  von  Ja 
sofort  sich  ergiebt.  Die  Gleichung  (30  b.)  gilt  daher  ganz  allge- 
mein für  jedweden  Körper  des  betrachteten  Systemes.  Hieraus 
folgt: 

JQ  =  0,    d.  i.    d n  =  ö tt  . 

Somit  ergiebt  sich  folgender 

Dritter  Satz.  —  Ist  das  betrachtete  System  in  beliebiger  Be- 
wegung begriffen,  so  gelten  für  jedes  Zeitelement  die  Formeln  : 

(32.)  ö&  =  dn  und  JQ  =  0  . 

Der  Ausdruck  dH  =  dQ  ist  aber,  wie  sich  aus  (28.)  ergiebt, 
auch  so  darstellbar: 

und  besitzt  daher  nach  (4.)  eine  sehr  einfache  mechanische  Be- 
deutung. Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  folgender 

Vierter  Satz.  —  Befindet  sich  das  betrachtete,  theils  aus  in- 
variablen Magneten,  theils  aus  temporär  -  magnetischen  Körpern 
bestehende  System  in  beliebiger  Bewegung,  so  wird  während  des 
Zeitelementes  dt  von  allen  im  System  vorhandenen  magnetischen 
Kräften  eine  gewisse  ponderomotorische  Arbeit  verrichtet  werden. 
Diese  Arbeit  ist  gleich 

(33.)  —  dQ  , 

wo  dQ,  den  vollständigen  Zuwachs  des  Ausdruckes  ß  (28.) 
während  der  Zeit  dt  vorstellt. 

Dabei  wird  stets  vorausgesetzt,  die  Bewegung  des  Systemes 
sei  so  langsam,  dass  sein  magnetischer  Zustand  in  jedem  Augen- 
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blicke  ein  Gleichgewichtszustand  ist.  Macht  man  nun  mit 
Kirchhoff  1  >  die  Annahme,  dass  hei  einer  so  langsamen  Bewegung 
im  Innern  der  einzelnen  Körper  sich  keine  Wärme  entwickelt, 
so  wird,  zufolge  des  Satzes  (33.),  der  Ausdruck  Q  [nicht  aber  77 
(27.)]  als  die  Energie  des  Sy Siemes  zu  bezeichnen  sein. 

Der  ftlr  il .  gegebene  Ausdruck  (28.)  ist  transformirbar 
mittelst  des  Satzes  (29.).  Und  zwar  gelangt  man  in  solcher  Art 
zu  folgendem  Resultate: 

Fünfter  8atz.  —  Besieht  das  betrachtete  System  theils  aus 
invariablen  Magneten,  theils  aus  temporär-magnetischen  Körpern, 
so  hat  Q  den  Werth: 

(34.)  Q  mm  f  2  /{«  +  1 PW)  +  ßCfl  , 

wo  die  Summation  im  ersten  Gliede  sich  nur  auf  die  temporär- 
magnetischen  Körper  bezieht.  Dabei  bezeichnet  das  Potential 
der  temporär-magnetischen  Körper   auf  die  invariablen 

Magnete,  und  denjenigen  Werth,  den  der  Ausdruck  ß  an- 
nimmt, falls  man  denselben  speciell  für  das  System  der  inva- 
riablen Magnete  bildet. 

Besteht  z.  B.  das  System  nur  aus  zwei  Kürpern,  nämlich 
aus  einem  Stücke  weichen  Eisens  a  und  einem  invariablen  Stahl- 
magnet b,  so  ist  nach  (28.): 

(CT.)  n  mm  Pab  +  (P°  +  Qa)  +  (Pb  +  Q*)  • 

Zugleich  ist  alsdann  nach  (29.): 

2(Pa-f  <?°)+  Pab  =  Ra  . 

Aus  diesen  beiden  Formeln  aber  folgt  durch  Elimination  von 
(Pß  +  Qa)  sofort: 


1j  In  der  schon  in  der  Einleitung  citirten  Abhandlung  von  1884  lasst 
Kirchhofe  ein  System  magnetischer  Korper  auf  zwei  verschiedenen  Wegen 
aus  einer  gegebenen  Anfangsposition  in  eine  gegebene  Endposition  über- 
gehen (vgl.  Seite  4  45  jener  Abhandlung},  und  behauptet,  dass  die  zu  dieser 
l'eherführung  erforderliche  ponderomotorische  Arbeit  S  bei  beiden  Wegen 
dieselbe  sein  müsse.  Diese  Behauptung  aber  involvirt  ohne  Zweifel  die 
Annahme,  dass  in  jenem  System  beim  Lebergange  aus  der  einen  in  die 
andere  Position  sich  keine  Wärme  entwickelt.  Denn  andernfalls  würde 
nach  dem  allgemeinen  Princip  der  Energie  nicht  S,  sondern  5 —  Q  für 
beide  Wege  denselben  Werth  haben  müssen  ,  wo  S  die  consumirte  pon- 
deromotorische Arbeit,  und  Q  die  entwickelte  Wörme  vorstellt. 
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(35.) 


was  in  Einklang  ist  mit  der  allgemeinen  Formel  (34.). 

Bemerkung.  —  Aus  ((>.)  folgt  sofort  cfi?  mt  dpab.  Hingegen 
würde  es  durchaus  falsch  sein,  aus  (35.)  folgern  zu  wollen,  dass 
<fß  b=  ^(fpob  sei.   Man  vgl.  die  analoge  Bemerkung  auf  Seite  102. 

Die  Resultate  dieses  Paragraphs  sind  im  Ganzen  analog  mit 
den  in  der  Elektrostatik  erhaltenen  (Seite  99 — 1 02).  Die  Haupt- 
unterschiede sind  folgende : 

I.  Die  Energie  des  elektrischen  Systemes  ist  durch  das 
Potential  II,  hingegen  die  Energie  des  magnetischen  Systems 
durch  einen  Ausdruck  ß  dargestellt,  der  von  TT  sich  wesentlich 
unterscheidet  [vgl.  die  Formeln  (27.),  (28.)]. 

II.  Die  in  den  elektrischen  Sätzen  vorkommende  Grösse 
(iaMa  ist  in  den  magnetischen  Sätzen  vertreten  durch  Ra.  Und 
diese  Grössen  sind  namentlich  insofern  differenter  Natur,  als 
sie  zu  den  Argumenten  S,  Ja,  Jb,  ...  Jh  in  verschiedener  Be- 
ziehung stehen.  'Wahrend  niimlich  Ra  lediglich  von  dem  e  i  n  e  n 
Argumente  Ja  abhangt,  kann  solches  von  Ga,  mithin  auch  vom 
Producte  (7°  J/a  nicht  behauptet  werden. 


Das  gegebene  System  bestehe  aus  nur  zwei  Körpern,  aus 
einem  Stücke  weichen  Eisens  a,  und  aus  einem  invariablen 
Stahlmagnet  b.  Alsdann  ist  nach  (31.): 


Ueberdies  aber  wird,  weil  b  invariabel,  mithin  Jt  constant  sein 
soll,  die  Formel  stattfinden : 

Hieraus  folgt  durch  Addition : 


§  6. 

Betrachtung  eines  speciellen  Falles. 


4P*  _  %jpa\>  =  du*  . 


also,  weil  J  =  d  —  ö  ist : 


d.  i. 


(36.) 


dJ»a*=:$rf(P«*  +  Ä«)  ; 
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so  dass  man  also  mit  Rücksicht  auf  (3.)  zu  folgendem  Resultate 
gelangt : 

Satz.  —  Befinden  sich  ein  Stück  weichen  Eisens  a  und  ein 
invariabler  Stahlmagnet  b  in  beliebigen  Bewegungen,  so  wird 
während  eines  Zeitelementes  dt  von  den  zwischen  a  und  b  vor- 
handenen  magnetischen  Kräften  eine  gewisse  ponderomotorische 
Arbeit  verrichtet  iverden.  Diese  Arbeit  ist  gleich 

(37.)  _.|</(pob_j_fla)  9 

wo  d  den  vollständigen  Zuwachs  des  in  der  Klammer  befind- 
lichen Ausdruckes  während  der  Zeit  dt  vorstellt. 

Die  hier  auftretende  Grösse  Ha  ist  definirt  durch  die  Formel 
(26.),  mithin,  wie  dort  notirt,  =  0,  sobald  man  den  Magneti- 
sirungscoefficienten  k  des  Eisens  als  eine  Constante  betrachtet. 
Somit  sieht  man,  dass  der  Satz  (37.)  für  diesen  speciellen  Fall 
k  =  Const.  übergeht  in  den  schon  früher  gefundenen  Satz  (24  a.) 
Seitem. 

Uebrigens  kann  man  zum  Satze  (37.)  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  Nach  (35.)  ist  im  hier  betrachteten  Falle: 

(38.)  ü  =  \R*  +  i  l*b  +  Const.  , 

mithin: 

(39.)  (/#  =  £d(fla-l-Pab)  . 

Nach  (33.)  reprüsentirt  aber  —  dQ  die  zu  berechnende  pondero- 
motorische Arbeit.  Q.  e.  d. 

§7- 

Beiliintige  Formeln. 
Nach  (B.)  Seite  1  \  5  ist : 

ferner  ergiebt  sich  aus  (  1 7.)  Seite  1  \  0,  indem  man  daselbst  b  statt 
$1  setzt: 

Dabei  sind  den  Integralen  die  Indices  a  beigefügt,  um  anzu- 
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deuten ,  dass  die  Integrationen  sich  ausdehnen  über  die  Ele- 
mente Dt  des  Körpers  a. 

Aus  (1.)  und  (2.)  erhält  man  in  bekannter  Weise : 

(3.)  2/»  =  —£Do0a  [et  cosCr,  x)-\  ]  — Jj>%   J  , 

(4.)  /»*  =  -J  ö  o  ©6  [o  cos(y,  a?)+  •  •  ■]  -^fl  x  &b  ^~  +  •  •  •  J  , 

wo  Da  ein  Oberflächenelement  des  Körpers  a,  und  j/  die  auf  Da 
errichtete  innere  Normale  vorstellt.  Nun  ist  aber  nach  (6  a,  b.) 
Seite  1 06 : 

,     ,       ,      I  {d<I>*     d(Da'\        .  Iba         \  A(Pfl 
[ac^^^j^-- j^)  ,  und  (- +. .  .)  =  —  . 

Somit  folgt: 

(5.)    8/r/»  =  -jDoWy—--^}  -JT  DtO*&0*  , 

(6.)  87f^  =  -2^Z)aO>6(^--^^)~2^/)ra»«'Aa)«  . 

Um  diese  Formeln  zu  vereinfachen,  ziehen  wir  den  totalen 
Raum  %  zu  Hülfe ,  d.  i.  den  nach  allen  Seiten  sich  ins  Unend- 
liche erstreckenden  Raum.  Durch  Integration  über  diesen  Raum 
X  ergiebt  sich  sofort: 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  A0>a  ausserhalb  a  überall  =  0  ist, 
und  dass  die  Ableitungen  ,  ,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme der  Oberfläche  des  Körpers  a  überall  stetig  sind.  Das 
Eine  wie  das  Andere  ist  z.  B.  sofort  zu  ersehen  aus  der  Formel 
(6.)  Seite  106.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

d.  i.  =-/Z)(7(ß6         "  ~^^^®a  • 
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Somit  gewinnen  die  Formeln  (5.),  (6.)  die  einfachere  Gestalt: 

»     — -■JC-RST+- ••]■ 
^_,.jCfcps»5+...]. 

fliese  Formeln  (1.),  f2.),  ■  •  -  (8.)  </e/tew  olfenbar  für  alle 
Körper  des  betrachteten  Systems ,  für  die  temporär-magnetischen 
sowohl  wie  für  die  invariabel-magnetischen.  Auch  sind  dieselben 
völlig  unabhängig*  von  der  Beschaffenheit  des  magnetischen  Jn- 
duetionsgesetzes. 

Durch  Einsetzung  der  Werthe  (7.),  (8.)  in  die  Formel  (27.) 
Seite  WS: 

(9.)  n  =  ±22l»1>  +  21» 

ergiebt  sich  sofort : 

(10,  8,/I=/i,^[pi+  -)) 

wo  0  =s  (Da  -f-  (Dh  •  •  -f-  tf>*  das  magnetische  Potential  des  ganzen 
Systems  o,  b,  . .  .  j  auf  einen  einzelnen  Punkt  {x,  y,  z)  vorstellt, 
dieser  Punkt  gelegen  gedacht  in  Dt. 

§  8. 

Ausdehnung  der  Untersuchung  auf  comprimirte  resp.  dilatirte  Körper. 

Der  Körper  a  bestehe  aus  weichem  Eisen  und  sei  durch 
irgend  welche  auf  seine  Oberfläche  einwirkenden  Druckkräfte 
in  ganz  unregelmässiger  Weise  comprimirt,  resp.  dilalirt.  so  dass 
seine  Dichtigkeit  an  verschiedenen  Stellen  eine  verschiedene  ist, 
und  zugleich  an  jeder  Stelle  drei  auf  einander  senkrechte  Haupl- 
dilationen  vorhanden  sind,  deren  Richtungen  von  Stelle  zu  Stelle 
variiren.  Dieser  Zustand  der  ponderablen  Masse  des  Körpers  o 
mag  nun  aber  im  Folgenden  als  absolut  unveränderlich  voraus- 
gesetzt werden. 

Alsdann  wird  an  Stelle  des  Poissox'schen  Inductions- 
gesetzes : 
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folgendes  complicirtere  Inductionsgesetz  zu  suhstituiren  sein : 

1     b®  ,       b®  ,  b®\ 

/     b®  b®  b®\ 

'^-[''"bx  +  ^by  +  ^Yz)  ' 

Ebenso  wie  nun  Poisson  im  Fülle  der  homogenen  und  iso- 
tropen Beschaffenheit  der  ponderablen  Masse  den  Coefficienten  k 
als  eine  unveränderliche  Constante  ansieht,  —  ebenso  werden 
wir  im  gegenwartigen  Falle,  wo  die  ponderable  Masse  in  einem 
anhomogenen  und  anisotropen,  aber  unveränderlichen  Zustande  sich 
befindet,  die  Coefficienten  <t|t,  a(t, . . .  ansehen  können  als  un- 
veränderliche Functionen  von  x,  y,  z.  ') 

Der  Körper  a  gehöre  zu  dem  von  uns  betrachteten  System 
a,  b,  c, . ..  J.  Auch  mögen  in  diesem  System  noch  andere  Körper 
enthalten  sein ,  die  (ebenso  wie  a)  in  einem  gegebenen  und  un- 
veränderlichen Dilatationszustande  sich  belinden.  Die  Function 
®  in  (A.)  repräsentirt  alsdann  also  das  magnetische  Potential  des 
Systemes  a,  b,  C,  . . .  $  auf  einen  einzelnen  Punkt. 

Denkt  man  sich  nun  die  Configuration  des  Systemes  a,  b,  c, . . . j 
unendlich  wenig  geändert,  so  werden  die  magnetischen  Momente 
er,  ß,  y  der  einzelnen  Körper  und  das  Potential  ®  ebenfalls  sich 
ändern.  Bezeichnet  man  die  während  der  Zeit  dt  erfolgenden  Aen- 
derungen  der  Functionen  a,ß,  y,®  für  irgendeinen  Punkt(cc,»/,  z) 
des  Körpers  o  mit  da,  dß,  dy,  d®,  so  ergiebt  sich  aus  (/!.): 


t )  Dabei  mag  das  Axensystem  mit  der  ponderablen  Masse  des  Körpers 
a  fest  verbunden  gedacht  werden,  und  in  Betreff  der  soeben  ausge- 
sprochenen Behauptungen  noch  folgendes  bemerkt  sein : 

Die  Formeln  [A.)  sind  von  Kirchhoff  gegeben  auf  Seite  139  seiner 
schon  in  der  Einleitung  citirten  Abhandlung  vom  Jahre  4884.  Und  aus  den 
dort,  auf  Seite  140,  angegebenen  Werthcn  der  Coefficienten  olt,  a„,  ... 
erkennt  man  sofort,  dass  diese  Coefficienten  unveränderliche  Functionen 
von  x,  y,  z  sind,  sobald  man  den  Zustand  der  ponderablen  Masse  des 
Körpers  als  unverändeiiich  voraussetzt. 


126  C.  Neimaxn, 

/     6(dO>)         b(d0)  b(d0)\ 

[A'.)     dß  =  -  («M        +  ai4  -L-J  +  au  , 

Aus  (.4.)  und  (i4/)  folgt  sofort: 

Diese  Formeln  {A.),  {A.')t  (/?.)  treten  im  gegenwartigen 
Falle  an  Stelle  der  Formeln  (8.),  (13.),  (14.)  unserer  früheren 
Untersuchung,  Seite  \  07 —  1 09.  Sonst  aber  bleiben  die  dortigen 
Formeln  (15.)  bis  (22.)  ungeändert;  und  es  wird  also  z.  B.,  genau 
ebenso  wie  in  (22.),  zu  schreiben  sein : 

(C0^.-2^i>..=>,[(.^+...)-(^a+...)]. 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  ist,  in  An- 
betracht der  Relation  <Z>*  =  W  —  <Z>°,  auch  so  darstellbar: 

also  nach  {B.)  auch  so: 

so  dass  also  die  Formel  (C.)  die  Gestalt  erhält : 

w*i--^f.-^[fS-H-..)-(.5g3+..)]. 

Hieraus  ergiebt  sich  [in  derselben  Art,  in  welcher  auf  Seite  1  1  i 
der  Uebcrgang  von  (23.)  zu  (24.)  erfolgte] : 

(E.)  dP**  —  2^aP<»*  =  0  . 

Auf  Grund  dieser  Formel  (E.)  aber  ergiebt  sich  nun  schliesslich 
ein  gewisser  Satz,  der  dem  dortigen  Satze  (24  a.)  Seite  112  ana- 
log folgendermassen  auszusprechen  ist: 
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Satz.  —  Die  ponderable  Masse  des  weichen  Eisens  a  befinde 
sich  in  einem  beliebig  gegebenen  aber  absolut  unveränderlichen 
Zustande  der  Compression  respective  Dilatation.  Ferner  bezeichne 
b  einen  invariablen  Stahlmagneten.  Beide  Körper  a  wul  b  seien 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen ;  so  dass  also  der  magnetische 
Zustand  des  Eisens  a  von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert, 
in  Folge  der  von  b  ausgeübten  Einwirkung. 

Alsdann  wird  von  den  zwischen  a  und  b  vorhandenen  mag- 
netischen Kräften  während  eines  Zeitelementes  dt  eine  gewisse 
ponderomotorische  Arbeit  verrichtet \  werden.  Diese  Arbeit  ist 
gleich 

(F.)       '  -  4  dP* , 

tvo  dPai  den  vollständigen  Zuwachs  bezeichnet,  den  das  mag- 
netische Potential  Pab  der  beiden  Körper  a  und  b  aufeinander 
während  der  Zeit  dt  erhält. 

§9. 

Beziehung  des  znletzt  angegebenen  Satzes  zu  den  KirchhofTschen 

Untersuchungen. 

Für  die  soeben  im  Satze  (F.)  besprochene  ponderomotorische 
Arbeit  hat  Kirchhoff  in  seiner  schon  genannten  Abhandlung1) 
einen  viel  complicirteren  Ausdruck  gegeben.  Kirchhofe  findet 
nämlich  daselbst  (Seite  142 — 144),  dass  diese  Arbeit  gleich 

(A.)  —  dW 

sei,  wo  W  den  Ausdruck  vorstellt: 

/•      f<l>&V      1  \lb(D\*     lo®\*     ßO\*l  \ 

die  Integration  ausgedehnt  über  alle  Elemente  Dt  des  totalen 
Raumes  X. 

Ich  werde  nun  zeigen  ,  dass  dieses  sehr  complicirte  Kirch- 
hoff1  sehe  Resultat  (Ä'.)  mit  dem  von  mir  erhaltenen  Resultate  (F.) 
identisch  ist,  nämlich  darthun,  dass  der  Ausdruck  W  von  -£/*b 
nur  durch  eine  additive  Constanle  sich  unterscheidet. 


•J  Dieselbe  ist  von  mir  bereits  in  der  Einleitung  citirt  worden. 
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In  der  Formel  (L.)  hat  G  die  Bedeutung: 

vergl.  die  Note  auf  Seite  1 42  der  KiRCHHOFF'schen  Abhandlung. 
Und  zwar  sind  hier  unter  a,  y  die  magnetischen  Momente 
speeiell  des  Eisens  a  zu  verstehen;  so  dass  also  y  ausserhalb 
a  überall  =  0  sind.  Ferner  ist  das  KiRCHHOFF'sche  V  identisch 
mit  unserm  <Z>b: 

V  =  Ob  . 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  G  und  r  in  (Z,.),  so  folgt : 

wo  das  letzte  Integral  [weil  «,  y  ausserhalb  a  verschwinden] 
nur  allein  Uber  et  ausgedehnt  ist. 

Von  KiRciuioFF  wird  in  seiner  Abhandlung  (Seite  14t,  142) 
vorausgesetzt,  dass  derStablmngnet  ballmählich  in  die  Luft  über- 
geht. Hieraus  folgt,  dass  nicht  allein  &  und  <I>6,  sondern  auch 
ö<J>b  b0b  b<Db 

- — ,  — — ,  - —  im  totalen  Räume  X  allenthalben  stetig  sind.  In 
ox    oy  oj 

der  bekannten  selbstverständlichen  Formel 

ist  daher  das  erste  Integral  rechter  Hand  =  0.  Dies  beach- 
tend, substituiren  wir  den  aus  dieser  Formel  für  das  zweite  In- 
tegral rechts  entspringenden  Werth  in  (J/.),  und  erhalten  hier- 
durch : 


+ 


»/»■(•£+•■■) 


Nun  ist  aber  <P  =  Cf>a  +  <Pb.  Substituirt  man  diesen  Werth  von 
Q)  in  (A\),  so  folgt  nach  einfachen  Reductionen : 
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o»  *-Ejc-[cr+-]-BjHfisr+- ••] 


4- 


.{jC..(.»»+...)+Jr».(.»+...)| 


1 


Die  beiden  Integrale  erster  Zeile  sind  nach  (7.)  Seite  1 2  i,  und 
die  beiden  Integrale  zweiter  Zeile  nach  (!.),  (2.),  Seite  122  sofort 
angebbar.  In  solcher  Weise  erhält  man : 

(P.)  W  =  (/*  —  /*)-}-  i  (Pab  +  2  J*)  , 

oder,  was  dasselbe  ist : 

(Q.)  H '  =  i  /*b  -f  /*  • 

Nun  ist  aber  b  ein  invariabler  Stahlmagnet,  mithin  Pb  eine  Coh- 
stawfe.  Somit  folgt: 

(ff.)  dW=i<lP*<>.  Q.e.d. 

Durch  (?.)  ist  zugleich  auch  die  in  der  Einleitung  in  (VI.) 
gemachte  Behauptung  bewiesen. 
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L 

In  Art.  5  seiner  inhaltsreichen  Abhandlung  über  unendliche 
Doppelproducte  und  Doppelreihen l)  beweist  Eisenstein,  dass  für 

wo  m  und  n  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durch- 

* 

laufen,  wahrend  bei  x)  =  £  die  Combination  m  =  n  =  0 
wegfallen  soll: 

(W  = 

{(2,.x_(2*,  0}3-lö(4»0i{(8,jr)-(8«0)}+40{c-(2»0)(4*0)} 

4)}{(2..r)-  (2.  «  + 

Auf  die  Function 

fe)  loB^.(M^)  =  ,/.(t/) 
übertragen  ergibt  sich  sogleich  2 

wo  die  vier  coordinirten  Functionen  den  Werthen 
oi  =  /> iT  -f-  (//  +  \jhi  ,  w,  =  /; «  -f-  p'A j  , 

=  (p  + 1  *  +    »  »         «>3  =  (/>-+-  i) *  H-  (p'  + 1)  * ' 

1   Crelle's  Journal  Bd.  35,  S.  22!  ff.  (*63  ff.)  1847. 
I]  Berichte  der  K.  Sächs.  Gesellschaft  d.  Wiss.,    Jahrgang  im, 
S.  95—100. 
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entsprechen.  Hier  ist  q  =  e~h  gesetzt  und  die  imaginäre  Einheit 
nicht  mit  dem  Index  j  zu  verwechseln.  Mithin  wird  auch 

2. 

Durch  Integration  erhalt  man 

Die  hier  eingeführte  Integrationsconstante  c  kann  ganz  beliebige 

Werthe  annehmen  1  .  weil  die  Doppelsumme  >7  - — ^ — r4  nur 

bedingt  convergirt,  ihr  Werth  also  von  der  Anordnung  der  Glieder, 
bez.  von  der  Reihenfolge  der  beiden  Summationen  abhangt. 

Für  u  =  0  wird 
mithin 

7.(u)  =  r/i(0)  -  JV7  {      4     ,  -  -Ü 

w,-  w<  wi 

Für  i  =  1  erhalt  diese  Reihenentwickelung  unendliche  Coeffi- 
cienten ,  man  hat  desshalb  das  für  p  =  //  =  0  entspringende 
Mittelglied  abzusondern,  wodurch 

i         *  i 

r   M  =  C  5  —    V  7  ;  -i 

Hier  ist 

<)  Riemann,  Habilitationsschrift,  <854. 

9' 
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wahrend  identisch 

wj        Vor  wj' 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  mit  den  bekannten 
Potenzreihen  für  die  Etafunctionen  f)  ergeben  sich  die  Werthe 
der  unbedingt  convergirendcn  Summen 

Atö  -  i^=Tb:^4-^)(«^+^^ 


Um  die  bedingt  convergirenden  Summen  zu  finden, 

muss  eine  bestimmte  Reihenfolge  der  Glieder  festgesetzt  werden. 
Wir  gehen  hierzu  von  der  bekannten  Formel  aus: 

2J  Z  .'„.^zr-.    oder  £ 


±t  [X  -f-  pitf  '  '  sin1  (x  -}-  (p  -f-  "  "  cos'.r 

Für  .r  =  //At  resp.  x  =  (//  +  J)Ä  i  erhalt  man 

Z?     ~ sin*(//+  \}h* '      w  (r^i     ^  cos*///n  ' 


1 


-~  cos1  Ä?  ' 

oder  für  7  =  e~h: 


l)  Berichte  a.  a.  0.  S.  100. 
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folglich  auch1, 


Hieraus  geht  hervor,  dass  für  die  getroffene  Anordnung 
der  Summation  die  Constante  c  =  0  zu  setzen  ist.  Es  gilt 
mithin  die  Gleichung 

unter  der  Voraussetzung,  dass  zuerst  in  Bezug  auf  p  und  dann 
in  Bezug  auf  p'  summirt  werde.  Eine  Vertausohung  der 
Summationsordnung  liefert  einen  abweichenden  Werth. 

In  der  That  hat  man  identisch  für  n  =  — —  ,  h*  =  -r-  : 
i  7i  i  \ 

T:  » 


/<  -f-  p  it  -f-  //A  i'    h   u'  —  p7i-lr  ph'  i 
folglich  für  tu  =  p';t  -f  (p  -f-  |)/<' i  ,  <n[  =  //;r  -f-  ph'i  ,  u.  s.  w. 

y        h         _  yf         h'  yy         k  vt  Ii' 

Kehrt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Summationsordnung  um, 
so  erhalt  man 


IJ  S.  -1 54  meiner  Abhandlung  über  die  Heduclion  elliptischer  Integrale, 

1879. 
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Ä  ("+<*,)■      n     '    fi  (»  +  «,)       m  *  ' 

und  daraus  nach  einem  bekannten  Satze1) 

£  7 — r — =  — 7  K ,(«)  oder  /;  (m)  =  —    —  J£  - — ~ — n  • 

Folglich  erhült  die  Constante  c  den  Werth  c  =  —  -  ,  sobald  in 

der  Doppelsumme  die  Summation  zuerst  in  Bezug  auf  //  und 
dann  in  Bezug  auf  p  ausgeführt  wird2}. 

Durch  Ausführung  einer  Summation  ergibt  sich 

y  1   J_i;l    V  4 

—    y       1       -    _L   ffl  y   < 

Vi"—         sinfiM-f-/i'Äi) ~~     h     h*  ^  sin  V  +  P A'O 

'<*'<  —    ~cos>+/)7rf)~~     TT^Ä*  ^sin>'-H/;4-J  /»'/)  ' 

er  1  2  .7t  1 

',V<  —  ■    , /  ,  i  /, ,\       TT  '  P-*— 


cas>+(p'+i)Ai)      ä  1  /i4^cosV+(/>+iJÄ'0 

und  diese  Ausdrücke  sind  nur  formell  von  den  a.  a.  0.  S.  154 
enthaltenen  verschieden. 


Ii  Berichte  1889,  S.  104. 

2)  Allgemeiner  beweist  Eisenstein  (a.  a.  0.  S.  183),  dass  der  Werth 
c  =  —  'kn      yhi  sich  ergibt,  wenn  />  =  Am  -f  ^ro',   p'  =  »»ra  -f  ^ ro' , 

Xq  —  fxv  «=  ±  1  gesetzt  und  die  Summation  zuerst  in  Bezug  auf  m  und 
dann  in  Bezug  auf  m'  bewirkt  wird.  Uebrigcns  scheint  Cavlky  der  Erste 
gewesen  zu  sein,  der  in  seiner  Abhandlung  » Sur  les  fotictions  doublement 
ptriodiques«,  LtOumLl'l  Journal  X,  S.385  (1845)  verschiedene  Summations- 
gesetze  bei  den  elliptischen  Doppclsummen  näher  untersucht  hat. 
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4. 

Für  die  Integrale  der  zweiten  Gattung  erhalt  man  durch 
Integration 


Jq  "  ttK  '  tu  -f-  w{Tw.) 


wahrend  für  i  =  \ 


ti    u  T 1  \u  +  w,    w,  ^  i^l 

=  -  +  i  ^r"-"3 ^A-  •■• 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Werthe  der  bedingt  conver- 
girenden  Summen  J£ — - —  resp.  —  zu  untersuchen.  Die 
Gleichung 

lim  F — ~ —  =  7—    0(ler    lim  — r~T  =tgx 


liefert  für  ±  05  =  u  +  phi  resp.  =  /<  -f-  (//  -f-  \)hi  bei  der  vor- 
geschriebenen Summation  nach  p 


=  lim^f- 


2*  —7 —  = ,in1^;  !  n  \ » 

2-j—  =  -  Hm  J^g  (<<+(*>'+  i)Ä  0  • 


r 
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Auch  diese  Ausdrucke  sind  nur  formell  verschieden  von 
den  in  meiner  Abhandlung  S.  147  angeführten  Entwicklungen 

für  ~— ,  so  dass  allgemein 
u 

wenn  zuerst  in  Bezug  auf  /),  dann  in  Bezug  auf  p'  summirt 
wird.  Bei  Tmkehr  der  Summationsordnung  ergibt  sich  durch 
Buchstabenvertauschung 

y     4      _  *i         9')  _-.8f<  ■  &ju 

Man  sieht  zugleich,  dass         resP-  J£  ^  —  um  (^"^  ~~  ~) 

verschwinden,  einerlei  ob  man  zuerst  in  Bezug  auf  p  oder  auf  ;/ 
summirt.  Dagegen  würden  abweichende  Resultate  hervorgehen, 
wenn  man  für  die  Reihenfolge  der  Glieder  bei  der  doppelten 
Summation  andere  Gesetze  zu  Grunde  legen  wollte. 

Ueber  die  Periodicitiit  der  Summen  Y1  — ?        ist  zu  be- 

merken,  dass  X  — ? —  bei  der  ersten  Summation  in  Bezua  auf 

p  die  Periode  /r,  dagegen  2*  — ; —   nei  der  ersten  Summation 

in  Bezug  auf  p  die  Periode  h  i  besitzt.  Es  würde  aber  unrichtig 
sein,  wenn  man  daraus  auf  die  Coexistenz  beider  Perioden,  also 

auf  die  doppelte  Periodicitiit  wie  bei  5J  - — - — r*  =  c  —  nsu 

schliessen  wollte.  Vielmehr  ist 

&L«  +  I»')  _  */«  _  o 
*j(tf  +  '")  z'  ' 

wo  die  doppelte  Bedeutung  von  i  keinen  Anstoss  erregen  wird. 
Dieses  Beispiel  mag  zeigen,  wie  vorsichtig  man  bei  der  Be- 
nutzung bedingt  convergirender  Ausdrücke  verfahren  muss. 
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Wir  wollen  jetzt  die  leicht  beweisliche  Fot  RiEiTsche  Ent- 
wickelung1) 

für  einen  complexen  Werth  des  Arguments  ?/  =  r  -f-  v'i  be- 
trachten. Dann  wird 

* 

wo  V  die  Summation  Uber  alle  positiven  und  negativen  Zahlen 
mit  Ausschluss  der  Null  bezeichnet.  Die  erste  Summe  convergirl 

für  —  -  <  r'  <  -  ,  die  zweite  für  —  ~  <  V  <  ~  • 

Da        die  Periode  >t,  dagegen  ^— -  -f-  ~  die  Periode  hi 

besitzt,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  nach  den  gewöhn- 
lichen Kegeln  der  trigonometrischen  Reihen,  innerhalb  der  be- 
zeichneten Intervalle  den  Ausdruck 


—  2 


für  —  —  <  v  <  nach  den  Potenzen  von  e  ,  dagegen  den 
Ausdruck 

h  h  2  f 

für  —  y  <  r'  <  —  nach  den  Potenzen  von  e    '     zu  entwickeln. 


1)  Abh.  S.  4  47. 
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Nun  erhalt  man  wegen 


1  2 


2/r     7'P   <f*  px+p'hi 


und  ebenso 


innerhalb  des  Intervalles   <  v  < 

•i»  ■       .    f  (-  <)'*''  I 

dagegen  innerhalb  des  Intervalles  —  *  -  <  u'  <  : 

£ü  +  üf  _  1  „  +  f  (-<>"+'"  « <V*-p-h "')  •• 

Man  schliesst  daraus,  dass  die  Doppelsummc 
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eine  doppeltperiodische  Function  darstellt,  welche  ihren  Werth 
nicht  ändert,  mag  man  zuerst  in  Bezug  auf  /)  oder  auf  //  sum- 
miren.  Dabei  können  die  Variabein  v  und  v  alle  reellen,  mit- 
hin u  beliebige  complexe  Werthe  durchlaufen,  nur  geht  für 

n  =  (m-\-\)rt  H-(m'-f-i)  hi  der  Quotient  ~-  durch  Unendlich 

cr3  u 

hindurch,  wahrend  nach  dem  Früheren  die  Doppelsumme 
1*1 

V  ; — nr-  =     —  verschwindet.  Man  hat  diesen  Werth  als 

— '  p  ;c  -f-  p  n  i  U)i 

das  arithmetische  Mittel  aus  dz  oo  anzusehen. 
Aendert  man  v  um  — ,  so  ergibt  sich 

v  -  \y  *>'•- pj;«')'  =Vu  i 

Aendert  man  dagegen  i?'  um        so  folgt 


nebst 


6. 

Die  auf  S.  1 48  19  der  Abhandlung  enthaltenen  Formeln 
würde  man  in  ähnlicher  Weise  behandeln  und  die  entsprechen- 
den Doppelreihen  für  die  zwölf  Quotienten  der  Thetafunctionen 
ableiten  können.  Indessen  sind  alle  diese  Formeln  nur  specielle 
Fälle  allgemeinerer  Entwickelungen,  welche  aus  den  in  der  Ab- 
handlung S.  158  ff.  gegebenen  Ausdrücken  hervorgehen. 

Dort  findet  sich  die  Gleichung  bewiesen 
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welche  zu  ihrer  Gültigkeit  erfordert,  dass  der  Coefficient  des 
imaginären  Theils  von  w,  zwischen  0  und  h  enthalten  sei. 
Da  nun 

so  folgt  auch 

2  mm. 

ggj"±g«)  =^(>  TT  WW+ul,*!') 

wenn  der  imaginäre  Tbeil  von  ?/.'  =  -\—  zwischen  0  und  h\ 

Ii 

also  der  reelle  Theil  von  u{  zwischen  0  und  :r  liegt. 

Schreibt  man  wf  =  v  +  i/t,  so  wird  hiernach  für  0<t''<  A 
resp.  0  <  v  <  rr : 

«UV         —  2ppt— 2p^t', 

=  2'Tc_T"  Ve  . 

Die  Entwickelung  nach  dem  FoiiRiER  schen  Satze  liefert  innerhalb 
der  betreffenden  Intervalle 


nebst 


—  IfV  -2p-i', 

£  e  h  y    e  h 


2  m  r  _  tt 
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folglich 

In  dieser  Gleichung  darf  nicht  allein  die  Summationsordnung 
umgekehrt  werden,  sondern  es  dürfen  auch  die  Variabein  //  und 
i/,  beliebige  complexe  Werthe  annehmen.  Streng  genommen 
wäre  noch  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Ausdrücke 

\  j  und    ^  - 


eine  Umkehr  der  Summationsordnung  gestatten,  weil  die  Werthe 
v  =  0  und  resp.  v  =  0  an  der  Grenze  der  früheren  Gültigkeits- 
intervalle gelegen  sind.  In  der  That  wird  für  u{  =  mir  -f-  m'hi 
die  linke  Seite  unendlich,  während  nach  dem  Früheren  die  Doppel- 
summe den  zwiefältigen  Werth  annimmt 

v  _  >_  =       und    y        =      ,  a«  . 

Es  findet  dieser  Umstand  seine  Erklärung  darin,  dass  das  arith- 
metische Mittel 

,„=„  M  #, «    «,  ^  »,  u     -  »,  I  I 

zwei  verschiedene  Grenzwerthe  besitzt,  je  nachdem  man  zuerst 
v  und  dann  v,  oder  umgekehrt  zuerst  v  und  dann  v  verschwinden 
lässt.  Bei  der  eintretenden  Unterbrechung  der  Stetigkeit  wird 
die  Convergenz  der  Summen  in  unmittelbarer  Nähe  unendlich 
gering,  eine  Eigenschaft,  welche  man  bekanntlich  mit  dem 
Namen  der  ungleichmässigen  Convergenz  zu  bezeichnen  pllegt. 


I)  Die  obige  Gleichung  ist  von  Herrn  Kronecker  im  Sitzungsberichte 
der  Berliner  Akademie  vom  6.  Febr.  1890  abgeleitet  und  gezeigt  worden, 
dass  der  Werth  der  Doppelsumme  auch  durch  Einführung  von  tu  und  «' 
an  Stelle  von  p  und  p'  siehe  oben  die  Anmerkung  zu  Art.  3  ungeündert 
bleibt. 
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7. 

Aendert  man  v'  um  ^  h ,  so  wird 
ändert  man  dagegen  t«  um  Jrr,  so  folgt 

^fr  +  n,) =  y(~  <)p+p'  /  fr  -  p  k  *)  ' . 

Lüsst  man  in  den  gefundenen  vier  Gleichungen  u  zu  Null  ab- 
nehmen, so  erhalt  man  die  Art.  5  abgeleiteten  Werthe  für 

Weitere  Formeln  gehen  hervor,  wenn  u  um  ~  resp.  — 
wachst.  Damit  wird 

i u v'i  i   ri  v 

ferner 


* 
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+  »0 cnr  = r triff  / ö^-'jM 1 


endlich 


Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  u  resp.  u,  =  0,  so  ergeben 
sich  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  zwölf  Quotienten  der 
Thetafunctionen,  welche  hier  noch  Platz  finden  mögen: 
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v2  2>'+^— jv')'.    y(—  ,  p 

&&U    "        tu  ~     u  -f-  w  ' 

7 


^      Cd  ^  M-f-Cd,  ' 


=  y  - ^  f  Z+l'-i^f  ,'),'=  •  y  -  I .. 

_  •  v  -  1  p'  /        - p+i % «')  _  y ,  -  rw 

^3  ^        WS  ^     M  +  Wt  ' 

i'>;.v=i  v(- « :■  p-p>  f  *  t^+ä jf «*')  < _  i  v(- 1 

liier  ist  «  =  r  +  u'i  an  Stelle  von  */,  geschrieben;  die  Summen 
in  der  Mitte  verschwinden  für  diejenigen  Werthe  von  ?/,  für 
welche  die  Theüiquotienten  unendlich  werden. 

Herr  Kronecker  hat  in  seiner  wichtigen  Abhandlung  über 
elliptische  Functionen  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie 

vom  30.  Jan.  1890)  die  Entwicklung  für  -  in  der  Gestalt 
abgeleitet 

  |  u  (£KJ+inT)7ii 

/.  sin  am  (2  ah  -f  2  xK'i ,  x)  =  J£± 


vK'i  —  tnK  ' 
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wo  y  =  0,  ±  I,  ±  2  •••  ,  n  =  ±  lf  ±  3,  ±5  und  dabei 
hervorgehoben,  dass  man  sich  nicht,  wie  bisher,  auf  solche  Ent- 
w  ickelungen  von  Functionen  einer  complexen  Variablen  x  -\-  yi 
beschranken  dürfe,  welche  die  Variabein  .r  und  y  nur  in  ihrer 
formellen  Verbindung  zu  .r  -|-  yi  enthalten. 

Uebrigens  kann  man  zur  Ableitung  der  Formeln  ftlr  die 
Quotienten  der  Thetafunctionen  auch  die  bekannten  Gleichungen 
benutzen: 

&lu      &[[q*)  &[*U,q*)     9[u     &u  #l(v'q)&%(u,yq) 


9. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  durch  Differentiation  aus  —2- 
hervorgehenden  Formel  S.  löi  der  Abhandlung  zurück:  3" 

n  u  =  8  >*(—  l)n  a   y-w  cos  2fi m 
oder  für  u  =  i?  -f- 

p'  1  7 


Wenn  man  hier  die  erste  Summe  für  —      <  t>'<  -y-  nach  den 

—  ei  ^  ^ 

Potenzen  von  e  "     ,  die  zweite  für  —  —  <  v  <  -  nach  den 

Potenzen  von  e2"  entwickelt,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

Matb.-phy-.  Clas*e  WX>.  \Q 
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folglich 

pp'  <** 


',3" 


und  weiter 


"     TP  wi 


/f        /i  ^Jf  w, 

Die  Reihenfolge  der  Suumiationen  darf  hier  nicht  vertauscht 
werden,  denn  wollte  man  z.  B.  die  Summe 
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*v  2  t 

bilden,  so  würde  für  p  =  0        y  t'2^'"'  divergiren.  Allgemeiner 

p' 

folgt  aus   —  =   r  ~  : 

c  wt       /i      h  u>t 

t 

2  v  a(p'»— Pr^)< 


wiederum  ein  divergirender  Ausdruek. 

Man  kann  die  für  die  doppeltperiodischen  Etafunctionen 
abgeleiteten  Ausdrücke  auch  mittelst  der  allgemeinen  Gleichuug 


7t 

„  2  pr  —  p  r '  » 

erhalten,  worin 

'U''I'"'=I,;JJ  f{V'V')e  ,ll''IV' 

und  die  Integration  in  Bezug  auf  r  über  die  Periode  ;r,  in  Bezug 
auf  v  Uber  das  reelle  Periodenintervall  h  auszudehnen  ist.  Setzt 


man  nun 


fiVy  v)  =  y  ,  -        — TJ  =  c  —  nAu)  , 

so  wird 

wenn  die  Integration  über  alle  reellen  Werthe  v  und  r'  sich 
erstreckt.  Je  nach  der  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen, 
welche  der  Vertauschung  der  Summationsordnung  entspricht, 
ergeben  sich  die  beiden  für  i;(m  gefundenen  Doppelsummen. 
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10. 

Eine  ganz  andere  Art  elliptischer  Doppelsummen  erhält 
man,  wenn  man  die  bereits  oben  citirten  Gleichungen  S.  158 — 61 
meiner  Abhandlung  gleichzeitig  nach  den  Potenzen  der  Grössen 
(o  =  e*m  und  c  =  e*vi  entwickelt. 

Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung 


1     —  *  V     -  — :_  V  -  

•V«V         '  ^  I— 74Mw      i  —  \—qinC  ' 

wo  die  Coefficienten  der  imaginären  Theile  von  v  und  resp.  von 
u  zwischen  0  und  h  erhalten  sein  müssen.  Schreibt  man  dafür 
wie  in  der  Anmerkung  zu  S.  1 58 

81      1  _  w      |  _  £  "  *  Z/  ^  (t     \\  —  q*»u       |  _  q** l0- '/  ' 
so  folgt  bei  der  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  w: 

oder 

+  r)  =  cot  u  -h  cot  >;  +  i  J1V sin  2  (m  n  +  n  v) . 

Hier  dürfen  die  imaginären  Theile  ui  und  p'i  von  u  und  r 
zwischen  dz  h  i  liegen. 

Dieser  Formel  stehen  die  folgenden  zur  Seite: 

0  =  cot//  -  tgr  +  )"  '/*"m  s«*n  8  (m  ti  +  n  r)  , 

*±pj±±i '! = _  tg  „ + cot  u  -f  i  >  v '  r  <i*mn  sin  2  («  u + » i)  i 

^' f 1  ^+  tJ  =  l8 «  +  tg i>  —  i  —  1  y»+nqi'»»  sin  i [m u  +  « t>) , 
ferner  für  die  Intervalle  —  j  <  u  <  *  ,  —  y  <    <  y  ! 
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^Lil±i-)  =  4  KV— IFo^+W»**  cos{(2m-H)u+(2"  +  <M, 
+  r)  _  4  < \    1  im  i (m -H)(n +4)  Cos{(2  »-H  t )tt+(*n-h * ) *>)  , 

#3t/#3r  X 

Bei  den  übrigen  Formeln  liegen  u'  und  r'  in  verschiedenen 
Intervallen,  nämlich  für    —  %  <  u'  <  y  <    —  A  <  r'  <  /» : 

^"-H')_,J  h4  £\««(tt-i!S!n(2wi/-r-(2»-^)f)  , 

#ti#4r       sini"  , 

* 

g/j^g±!j  =  _J  4  V(_  4 )"  1>  cos  (2  m  u  +  (I »  - 1 ;  v) , 

#j/#4r       cosr  T 

£lgjjü±ij  =  _J  l.  4  Vi— \ )""  qim  "  ~ '  sin(2  m  u-\-{in  —  \ )  v) , 

sinr^ 

<  4  \,(_|)«'+«9i»''»-i!Cos(2/»ii+(t/i-l)r), 

£,t<£tv       cosr  T 

/»       ,  /» 

endlich  für    —  h<  u'  <  h  ,    —  -  <  r  <  -  : 

g^u-Hj^  f_       V9a:«-4)»8io((2in-4)w+a«r)  , 
#4M#r       sin«  i 

^i£>±£)—   1  l-4  V(_l;'»r/i>,,-i,Msin((«///-1  ■n  +  2wr), 

^,?^3r       sinu  T 

1  4  Vf  —  4) w cos ((2 wi  —  4 ) u + 2 « v), 

l>tu&v         COSI/  1 

j»^(tt4-t>)  __    4  |  V(__4)W»+n(?2:m-i)nC0S((2//i-1)?/+2/ii'). 

frtt/$at>       cos«  i 
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Die  Doppelreihe  für    I  ^u^c —  hat  Herr  Kro.xecker  im 

Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  22.  December  1881 
mitgetheilt.  Durch  Specialisirung  der  Werthe  der  beiden  Argu- 
mente u  und  v  lassen  sich  selbstverständlich  eine  grosse  Menge 
speciellerer  Resultate  ableiten ,  deren  Anführung  hier  nicht 
nöthig  sein  wird.  Es  mag  noch  auf  den  eigenthtimlichen  Paralle- 
lismus hingewiesen  werden,  in  welchem  die  obigen  sechszehn 
Doppelsummen  zu  den  bekannten  Doppelreihen  fttr  die  sechs- 
zehn hyperelliptischen  Thetafunctionen  zweier  Argumente  &[u,  r) 
stehen. 


11. 

Jacobi  hat  in  seinen  Künigsberger  Vorlesungen  auf  dem 
Wege  der  Partiaibruchzerlegung  eine  sehr  allgemeine  Formel 
abgeleitet,  welche  mit  leichter  Veränderung  geschrieben  werden 
kann: 

U  0[v-wn) 

wo 

bedeuten  und  im  Nenner  der  Factor  0{(irn  —  icn)  durch  0[  0)  zu 
ersetzen  ist.  Für  /;  =  1  wird 

-(!HI-t)(f,-«',) 


oder 


mithin 


Digitized  by  Google 


Uebek  elliptische  Doppelslmmem. 


151 


t(?  -  rn)  _ 


°ia n » ■ — 

•   ±±  ß(v-wn) 

wenn  der  Factor  0{(wn  —  trn)  einfach  weggelassen  wird. 

Schreibt  man  c  =  u i  -{-  $h  und  vni,  trni  statt  vn  und  trn, 
folglich  auch  a/  statt  a.  so  erhalt  man 

hS^iK— Wj^fio,—  Wn)-.&t(wp—  «>J  '      ^,(«  -  W«) 

Für  a  =  0  folgt 

-  tf  „j  &t(tct  -  wn)  •  •  •  Vt{icp  —  wn)  ' 

nebst 

wo  der  Index  m  beliebig  gewühlt  werden  darf. 

Mittelst  der  LAGBANGESchen  Interpolationsformel  verificirt 
man  sofort  die  Gleichungen 

II  u  _  Wn  '  &  Wn  _  M,  (  .  Wn  _      .  .  .  ,  ^  _  r      ||  _ 


0  =  a  -f  #      ~    '      ""  ~  ' ' '  —  -  <p 


wn  —wr  tvn  —  k\  •  •  •  irn  —  *rp  ' 


folglich  auch 

M  —  M'n      ^  <r,  —  /r„  •  tr4  —  i/'n  •  •  •  tr  —  wn      U  —  irn 


Diese  Gleichung  behält  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  statt  der 
siimmtlichen  eingehenden  Factoren  die  mit  denselben  als  Argu- 
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menten  gebildeten  Functionen  suhstituirt.  Bei  KinfUhrung 
der  Weierstr ass  sehen  Sigmafunctionen  gehen  die  Formeln  hervor, 
welche  S.  225  26  des  ersten  Bandes  von  Halme*  Tratte  des 
Fonctions  elliptiques  enthalten  sind. 

Auch  lassen  sich  nach  bekannten  Regeln  die  Modificationen 
angeben,  welche  die  gefundenen  Gleichungen  erleiden,  wenn 
die  Grössen  wn  nicht  sämmtlich  verschieden  sind.  Setzt  man 
z.  B.  tvn  =  ne  und  lilsst  t  unendlich  abnehmen,  so  wird 

wo  die  rechte  Seite  den  Coeffieienten  von  h^~x  in  der  Ent- 
wickelung  des  eingeklammerten  Ausdruckes  nach  den  Potenzen 
von  h  bezeichnet.  Für  a  =  Svn  =  0  erhalt  man  hieraus 

l       \"  n»  tu     r\-U  ^(''•+A>     *.'("+A'  I  n  »  fr  -t-All 
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E.  Study,  Ein  HeciprocitütSfjesetz  in  der  Theorie  <h>v  alge- 
braischen Functionen. 

Diese  Zeilen  bezwecken  die  Darstellung  eines  allgemeinen 
Theorems  aus  der  Lehre  von  den  algebraischen  Functionen  einer 
Veränderlichen,  das  u.  A.  den  Riem  ann-Roch  sehen  Satz  und  den 
sogenannten  CAYLEv'schen  Schnittpunktsatz  als  besondere  Fülle 
umfasst. 

Der  Formulirung  des  gemeinten  Satzes  schicken  wir  eine 
Reihe  von  Definitionen  voraus,  die  dazu  dienen  sollen,  einmal 
den  Satz  selbst  in  einer  zweckmassigen  Form  und  in  seiner 
wahren  Allgemeinheit  hinzustellen,  und  dann  ihn  für  Anwen- 
dungen in  der  Geometrie  geschickter  zu  machen. 

§  «• 

Begriff  der  Abhängigkeit  einer  Pnnktgrnppe. 

Es  möge  durch  eine  unzerlegbare  algebraische  Gleichung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  ein  algebraisches  Gebilde  eine 
Curve  oder  eine  Riem ann  sehe  Fläche)  des  Geschlechtes  p  definirt 
sein.  Auf  ihm  sei  vorgelegt  eine  Punktgruppe  (lr,  bestehend 
aus  r  Punkten  (Stelleu  des  Gebildes)  ,  unter  denen  auch 
einige  mehrfach  vorkommen  können.  Zu  der  Punktgruppe  Gr 
gehört  dann,  wie  bekannt,  eine  ganze  Schaar  yr  von  »corresi- 
dualen«  oder  »aequivalenten«  ')  Gruppen. 


\)  Ich  ziehe  in  dem  gegenwärtigen  Zusammenhange  die  von  den 
Herren  Dedekisd  und  Weber  eingeführte  Benennung  »aequivalent«  vor, 
weil  hier  an  eine  Resthildung  nicht  gedacht  wird.  Im  lebrigen  sind 
die  Bezeichnungen  so  gewählt,  dass  sich  der  Uebergang  zu  Anwendungen 
in  der  Geometrie  ohne  Imstande  vollziehen  lasst. 
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Sind  Gr' j  Gr" ,  ...  irgend  welche  aus  der  Sehaar  gr  heraus- 
gegriffene Punktgruppen ,  so  wird  man  als  den  allgemeinsten 
Fall  den  anzusehen  haben,  dass  sie  alle  die  Punkte  einer  Gruppe 
Gm  gemeinsam  enthalten,  dass  sie  also  zerfallen  in  Gm  und  ge- 
wisse Restgruppen  G,._rn',  Gr_m",  ...  •  Die  Punktgruppen 
(*r—m  >  ^r-m"?  •••  bilden  dann  die  Nullstellen  je  einer  zu  dem 
Gebilde  gehörigen  algebraischen  Function  /*(r""M*)'J  f(r—fn)"1  — 
deren  Unendlichkeitsstcllen  in  den  Punkten  einer  mitGr_m', 
Gr_m" ,  ...  aequivalenten  Gruppe  Gr_tn  liegen. 

Wenn  nun  zwischen  diesen  Functionen  /',  ft  ...  eine 
lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 

cy+cy"+...  —  o 

besteht,  so  wollen  wir  sagen ,  die  Punktgruppen  Gr' ,  Gr" .... 
seien  »linear-abhängig*;  im  entgegengesetzten  Falle  nennen  wir 
sie  linear-unahhimgig. 

Enthalt  die  Schaar  gr  im  Ganzen  q  linear-unabhängige 
Punktgruppen,  so  kann  man  von  einer  Gruppe  der  Schaar  noch 
q  —  1  Punkte  willkürlich  wühlen:  wir  werden  daher  sagen,  die 
einzelne  Punktgruppe  Gr  habe  die  »Beweglichkeit  o  —  1a 

Wir  defxn iren  nun  die  » .1  bhllngig k eil  ur  e i n er  Punkt- 
yruppe  Gm  in  Bezug  auf  die  Schaar  gr*  durch  die 
Gleichung 

1)  t*r  =  m  -  Q  +  Wr  i 

worin  mr  die  Zahl  der  linear-unabhängigen  Punktgruppen  der 
Schaar  bedeutet,  in  denen  die  Punktgruppe  Gm  enthalten  ist ;  und 
wir  bezeichnen  zweitens  den  Ueberschuss  der  Abhängigkeit  einer  aus 
zwei  Punktgruppen  Gm  und  Gn  zusammengesetzten  Punktgruppe 
Gm+n  über  die  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gn  allein  als  »Ab- 
hängigkeit der  Punktgruppe  Gm  von  der  Punktgruppe 
Gn    in  Bezug  auf  die  Schaar  gr)*. 

Wir  fügen  noch  einige  Worte  zur  Erläuterung  dieser  beiden 
nicht  allein  für  unseren  augenblicklichen  Zweck  nützlichen  Be- 
griffsbildungen hinzu. 

Zunächst  mögen  wir  bemerken ,  dass  die  soeben  defmirten 
Zahlen  niemals  negativ  sein  können:  es  ist  nämlich  offenbar 
mr  ^  Q  —  m. 

Ferner  ergibt  sich  für  die  Zahl  wenn  mr  >  0  ist,  eine 
einfache  geometrische  Bedeutung:  fir  ist  dann  die  Maximalzahl 
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von  solchen  Punkten  der  Gruppe  Gm ,  welche  durch  die  übrigen 
Punkte  von  Gm  als  Punkte  einer  Gruppe  Gf  der  Schaar  gr  mit- 
bestimmt sind  :  Man  wird  aus  den  Punkten  von  Gm  immer 
m  — /<,.  Punkte  so  herausheben  können,  dass  jede  Gruppe  der 
Schaar  gri  die  diese  m  —  itr  Punkte  enthält,  in  Folge  dessen 
auch  die  übrigen  /ir  Punkte  enthalten  muss. 

Da  die  Zahl  mr  bekanntlich  denselben  Werth  hat  für  alle 
mit  Gm  aequivalenten  Punktgruppen,  so  gilt  das  Nämliche  auch 
von  der  Zahl  /ir;  und  ebenso  ändert  sich  die  zweite  oben  de- 
linirte  Zahl  nicht,  wenn  man  von  den  Punktgruppen  Gm  und  Gn 
zu  irgend  welchen  mit  ihnen  aequivalenten  Punktgruppen 
Ubergeht. 

Es  kann  auch  ein  einzelner  Punkt  (eine  Punktgruppe  (#,) 
abhängig  sein  in  Bezug  auf  die  Schaar  gr  —  nämlich  dann, 
wenn  er  in  allen  Punktgruppen  von  gr  enthalten  ist.  Dieser 
Fall  kann,  wie  bekannt,  nur  eintreten,  wenn  r<[2/)  ist. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Punktgruppe  Gm  allen  Punktgruppen 
der  Schaar  gr  zugleich  angehört,  so  ist  /<r  =  m  —  und  umge- 
kehrt. Der  grösste  Werth,  den  die  Abhängigkeit  einer  Punkt- 
gruppe Gm  in  Bezug  auf  die  Schaar  gr  haben  kann,  ist  ur  =  m  ; 
es  wird  dieser  Werth  aber  nur  in  dem  eben  genannten  Falle 
wirklich  erreicht. 

Auch  die  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gm  von  einer 
auderen  Gn  liegt  zwischen  deu  Grenzen  0  und  ///.  Hat  sie  den 
Werth  //<,  so  muss  jede  Punktgruppe  der  Schaar  <yr,  die  die 
Punktgruppe  Gn  enthält,  in  Folge  dessen  auch  die  Punktgruppe 
Gm  enthalten.  Ein  einzelner  Punkt  GK  hat  mithin  von  einer 
Punktgruppe  Gn  entweder  die  Abhängigkeit  Null  oder  die  Ab- 
hängigkeit Eins.  Ist  der  Punkt  von  der  Gruppe  Gn  unabhängig, 
so  kann  man  Punktgruppen  der  Schaar  gr  angeben,  die  die 
Punklgruppe  Gn,  nicht  aber  den  Punkt  Gx  enthalten  —  und 
umgekehrt. 

Hat  die  Zahl  q  den  Werth  Eins,  d.  h.  enthält  die  Schaar  gr 
nur  eine  einzige  Punktgruppe  Gr  (was  nur  eintreten  kann,  wenn 
r  *5=  P  ist),  so  hat  die  Zahl  entweder  den  Werth  m  oder  den 
Werth  m  —  1,  je  nachdem  die  Punktgruppe  Gm  in  der  Punkt- 
gruppe GT  enthalten  ist,  oder  nicht. 

Die  obige  Definition  der  Zahl  //,.  und  die  bis  jetzt  daran 
geknüpften  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  ganz  beliebige 
Schaaren  aequivalenter  Gruppen.    Unter  diesen  sind  ober  die 
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von  besonderer  Bedeutung,  deren  Gruppen  keinen  ihnen  allen 
gemeinsamen  Punkt  enthalten.  Wir  wollen  sie,  im  Gegensatze 
zu  den  anderen,  den  »uneigentlichen  Schaaren«,  »eigentliche**) 
Schaaren  nennen. 

Eine  eigentliche  Schaar  gr  hat  die  charakteristische  Eigen- 
schaft ,  dass  man  ihr  ein  System  von  q  linear  unabhängigen  al- 
gebraischen Functionen  ^f(p)  . .  .  /*0(r)  zuordnen  kann,  die  in 
sämmtlichen  Punkten  einer  Gruppe  Gr  der  Schaar  unendlich  in 
der  ersten  Ordnung  werden ,  während  ihre  Nullstellen  irgend  (> 
linear-unabhängige  Gruppen  der  Schaar  sind:  es  wird  dann 
durch  die  Gleichung 

die  Gesammtheit  aller  Punktgruppen  der  Schaar  gr  dargestellt. 

Bei  diesen  Schaaren  nun  lässt  sich  dem  Begriffe  der  Ab- 
hängigkeit einer  Punktgruppe  Gm  noch  eine  zweite  selbständige 
Bedeutung  geben : 

Die  Abhängigkeit  einer  Punktgruppe  Gm  in  Bezug  auf  die 
eigentliche  Schaar  gr  ist  die  Zahl  der  linear-unabhängigen  Iden- 
titäten mit  constanten  Coefficienten 

(in;       wrH*,)  +  ---  +  K„r>{=m)  =  o, 

die  für  die  Punkte  z{  ...  zm  von  Gm  und  f  ür  alle  Werthe  der 
Verhältnissgrlissen  c,  :  ...  :  ca  bestehen. 

Eine  ähnliche  Bedeutung  hat  auch  die  Abhängigkeit  einer 
Punktgruppe  Gr,,,  von  einer  anderen  Gn  in  Bezug  auf  die  Sehaar 
7,..  Bezeichnet  man  die  Punkte  von  Gn  mit//,  ...  yn .  so  wird 
man  nach  dem  Muster  von  (III)  so  viele  Gleichungen  der  Form 

M  N 

l  I 

bilden  können,  als  die  Abhängigkeil  der  zusammengesetzten 
Gruppe  Gtn+n  angibt.  Dieses  Gleichungssystem  denke  man 
sich  nun  in  der  Weise  geschrieben,  dass  die  Punkte  [sA  in  einer 
möglichst  geringen  Zahl  von  Gleichungen  wirklich  auftreten; 


1  Ich  entnehme  auch  diese  Benennung  der  Abhandlung  von  Dede- 
kind  und  Weber:  »Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Veränder- 
lichen«, Crelle's  J.  Bd.  92. 
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diese  Zahl  ist  dann  die  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gm  von 
der  Punktgruppe  Gn. 

Wir  haben  hier  übrigens  nur  Rücksicht  auf  den  einfachen 
Fall  genommen ,  wo  die  Punkte  der  Gruppen  Gm  und  Gm+n  ge- 
trennt sind.  Setzt  man  voraus,  dass  einzelne  oder  auch  alle 
Punkte  dieser  Gruppen  zusammenrücken,  so  erleiden  die  zulelzt 
aufgestellten  Formeln  eine  leicht  anzugebende  Abänderung.  — 

Die  an  dem  Beispiel  der  Gruppe  Gm  und  der  Schaar  gr  ein- 
geführte Bezeichnungsweise  wollen  wir  auch  fernerhin  fest- 
halten, abgesehen  von  einer  später  anzuführenden  Ausnahme. 
Sei  also  Ga  irgend  eine  andere  Punktgruppe  und  gt  eine  ganz 
beliebige  Schaar  aequivalenter  Gruppen  von  je  /  Punkten ,  so 
sollen  die  Zeichen  dj  und  at  die  entsprechende  Bedeutung  haben, 
wie  die  Zeicheu  mr  und  ftr. 

Grenzfälle. 

Wollen  wir  die  weiterhin  zu  entwickelnden  Sätze  von  vorn 
herein  in  gehöriger  Allgemeinheit  aussprechen,  so  sehen  wir 
uns  genöthigt,  den  in  §  I  definirten  Zahlen  noch  in  gewissen 
Grenzfällen  eine  Bedeutung  beizulegen,  in  denen  ihre  bisherige 
Definition  gegenstandslos  wird. 

Veranlassung  dazu  gibt  die  häufig  wiederkehrende  Auf- 
gabe, eine  Schaar  gn  herzustellen,  deren  Punktgruppen  Gn  mit 
einer  gegebenen  Punktgruppe  Gm  zusammen  je  eine  Punkt- 
gruppe einer  vorgelegten  Schaar  gr  darstellen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  das  r>  »i  ist,  und  dass  es 
gewisse  Punktgruppen  Gr  der  Schaar  gr  gibt,  die  die  Punkt- 
gmppe  <?„,  enthalten.  Dann  ist  die  genannte  Aufgabe  lösbar : 
Die  Schaar  gn  besteht  aus  den  Restgruppen  Gr_m,  die  aus  den 
Punktgruppen  Gr  hervorgehen,  wenn  man  die  Punkte  von  Gm 
weglässt. 

Es  kann  nun  nur  naturgemäss  erscheinen,  von  dem  Vor- 
handensein einer  »Restgruppe  Ga*  auch  dann  noch  zu  reden, 
wenn  r  =  ro  ist,  und  wenn  die  Punktgruppe  Gm  zu  der  Schaar 
gr  gehört;  während  man  in  dem  anderen  Fall,  wo  Gm  nicht  zu 
gr  gehört,  sagen  wird,  es  sei  keine  solche  Restgruppe  Gti  vor- 
handen, oder  besser,  die  Gruppe  Gü  sei  nicht  Rest  der  Punkt- 
gruppe Gm. 
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Wir  hngiren  also  das  Vorhandensein  einer  Punktgruppe  f»0. 
und  damit  zugleich  natürlich  auch  das  Vorhandensein  einer 
Schaar  </0 ,  die  als  einzige  Gruppe  die  Punktgruppe  G0  enthüll 

Im  Anschluss  hieran  haben  wir  nun  festzusetzen,  was  unter 
der  Abhängigkeit  einer  Punktgruppe  Gm  in  Bezug  auf  die  Schaar 
g91  und  unter  der  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gb  in  Bezug 
auf  eine  Schaar  gr  verstanden  werden  soll. 

Welche  Bedeutung  man  der  Zald  m,.  in  den  Fallen  im  >  0. 
r  =  0 ;  m  =  0 .  r  >  0 ;  im  =  0 ,  r  =  0  beizulegen  hat.  darüber 
kann  kein  Zweifel  sein.  Die  Bedeutung  der  Zahl  ur  können  wir 
aber  dann  der  Definitionsgleichung  (I)  entnehmen,  die  wir  auch 
in  diesen  Fallen  noch  aufrecht  erhalten. 

So  ergeben  sich  die  Bestimmungen : 


Die  Abhängigkeit  irgend  einer  Punktgruppe  Gm  von  der 
Punktgruppe  (?0  in  Bezug  auf  eine  Schaar  gr  ist  hiernach  gleieh 
der  Abhängigkeit  ur  der  Punktgruppe  Gm  selbst;  die  Abhängig- 
keit der  Punktgruppe  fi0  von  irgend  einer  anderen  Punktgruppe 
hat  natürlich  den  Werth  Null. 

Wenn  r  <  m  ist,  und  noch  in  einigen  anderen  Fallen,  in 
denen  r  —  mi  <ji  ist,  kann  von  dem  Vorhandensein  der  Schaar 
gn  auch  in  dem  soeben  festgestellten  weiteren  Sinne  nicht  ge- 
redet werden.  Gleichwohl  ist  es  unter  Umständen  nützlich,  sich 
so  auszudrücken ,  als  ob  sie  wirklich  da  wäre.  Die  Anzahl  der 
in  ihr  enthaltenen  linear-unabhängigen  Gruppen  ist  dann  natür- 
lich gleich  Xull  zu  setzen,  und  die  Anzahl  der  Punkte  einer 
Gruppe  (in  gleich  r  —  im ,  auch  dann,  wenn  dieser  Ausdruck 
negativ  sein  sollte. 

Vertauscht  man  nun  die  Bezeichnungen  n  und  r,  so  ergibt 
sich,  da  die  Bedeutung  des  Symbols  mr  wiederum  nicht  zweifel- 
haft ist.  unter  Zuhülfenahme  der  Definitionsgleichung  (I)  die 
neue  Bestimmung: 


1)  Diese  Punktgruppe  G0  findet  sich  schon  bei  Dedekisd  und  Weber 

(a.  a.  0.);  sie  wird  dort  »das  Nulleck"  genaunt. 


(IV) 


mf  =  0  .  ut.  =  m  —  1  (»j  >  o .  r  =  o; 
ltlr  =  Q  ,    [ir  =  0  (w  =  0  ,    r  >  0) 

mr  =  i ,  fir  =  o         (im  =  o ,  r  =  o). 
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[V)  mr  =  0  ,    /ir  =  m  [tjr  nicht  vorhanden) , 

die  nun  auf  alle  wirklich  vorhandenen  Punktgruppen  Gm  mit 
Einschluss  der  Punktgruppe  Ga  anwendbar  ist. 

Unter  den  Schaaren  </r'aequivalenter  Punktgruppen  gibt 
es.  wenn  p  >  1  ist ,  bekanntlich  eine  ausgezeichnete ,  die  den 
Werthen  r  =  2/>  —  2,  Q  =  p  entspricht. 

Bei  dieser  Schaar,  die  die  sogenannten  Specialgruppen  ent- 
halt, wollen  wir  in  Anlehnung  an  eine  bekannte  Redeweise  statt 
der  etwas  zu  unbestimmten  Bezeichnungen  yip_i,  G1j,_t, 
nt4j,_4,  deutlicher  /y^,  Gq  ,       ,  ,«„  schreiben. 

Alle  diese  Zeichen  haben  eine  Bedeutung  zunächst  nur. 
wenn  p^>\  ist.  Wir  können  aber  die  soeben  getroffenen  Bestim- 
mungen auch  auf  die  Schaar  y„  anwenden ;  da  ergibt  sich 
denn,  dass  im  Falle  p  =  I  eine  Punktgruppe  G„  vorhanden  ist, 
und  dass  diese  mit  der  von  uns  besprochenen  Punktgruppe  Gb 
zusammenfallt :  und  dass  es  nur  im  Falle  p  —  0  wirklich  keine 
Specialgruppen  G(f  giebt,  da  die  Schaar  r/^  hier  eine  <y_?  sein 
müsste. 

Wenden  wir  nun  die  Dehnitionsgleichungen  (IV)  und  V] 
auf  den  Fall  an,  wo  die  Schaar  yr  mit  der  Specialschaar  zu- 
sammenfallt, so  kommen  wir  zu  den  Gleichungen: 

» 

(Via)     m,,  =/».    o,,  =0  (m  =  0,  p>\) 

(VH>  \  m,  =  4,        =<>  (m  =  0,   p  =  \) 

(VIc)     mq  =  0  ,   utf  =  m         [m  ^  o  ,   p  =  0)  . 

Dem  Gesagten  haben  wir  noch  hinzuzufügen,  dass  man  der 
Aussage:  »Eine  Punktgruppe  Gm  sei  mit  einer  Specialgruppe 
G„  zusammen  aequivalent  mit  einer  anderen  Punktgruppe  6„«, 
im  Falle  p  =  1  die  Bedeutung  beizulegen  hat,  dass  Gm  selbst 
mit  Gn  aequivalent  ist ,  und  dass  jene  Aussage  im  Falle  p  =  0 
dahin  zu  deuten  ist,  dass  die  Zahl  m  den  Werth  n  —  2  hat. 

Der  Nutzen  der  bis  jetzt  eingeführten  Definitionen  zeigt  sich 
darin,  dass  wir  nunmehr  den  Hiemann- Hoch' sehen  Satz  in  einer 
solchen  Form  aussprechen  können,  dass  auch  die  algebraischen 
Gebilde  der  Geschlechter  Null  und  Eins  in  der  allgemeinen  For- 
mulirung  mitbegriffen  werden: 
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Die  Beweglichkeit  einer  Punktgruppe  auf  dem  algebraischen 
Gebilde  ist  gleich  ihrer  Abhängigkeit  in  Bezug  auf  die  Special- 
Schaar  g(f  . 

In  der  That  ergibt  die  Anwendung  der  Gleichung  (I)  auf 
die  Specialschaar  gq  die  Formel 

(VII)  uH  =  m  —  p  +  m(/.  . 

Zufolge  der  Formeln  Vlb)  und  (VIc)  stellt  der  Ausdruck 
die  Beweglichkeit  der  Punktgruppe  Gm  auch  dann  noch  dar, 
wenn  p  =  0  oder  p  —  1  ist. 

Wenden  wir  den  RiEMA.NN-RocH'schen  Satz  auf  eine  Punkt- 
gruppe Gr  der  Schaar  gr  an,  so  ergibt  sich 

(VIII)  q  =  Qtf  +  I  . 

Wir  können  daher  die  Gleichung  (I]  jetzt  besser  so 
schreiben : 

IX)  ur  =  m  -  jty  +  >«r  -  1  • 

Aus  den  Gleichungen  VII)  und  [VIII  ergibt  sich  uns  noch 
eine  letzte  Definition,  von  der  wir  weiterhin  Gebrauch  zu 
machen  haben  werden.  Wir  wollen  nitmlich  festsetzen,  dass 
auch  diese  beiden  Gleichungen  dann  noch  Geltung  haben  sollen, 
wenn  die  Schaar  gm  bez.  gr  überhaupt  nicht  vorhanden  ist. 
Schreiben  wir  im  ersten  Falle  r  für  m ,  so  erhalten  wir,  da 
q  =  0.  noch  zwei  neue  Definitionsgleichungen: 

X     Qlf  —  —  I  ,    x(f  =  —  [r  —  />+  I)  (gr  nicht  vorhanden) . 

Die  Zahl  r(,  ist  auch  in  den  hier  besprochenen  Fällen 
niemals  negativ.  Es  ist  nUmlich  die  Zahl  r,  wenn  gr  nicht  vor- 
handen, an  die  Bedingung  r<^p  gebunden.  S.  oben  S.  157.) 

Hiermit  haben  wir  die  Bedeutung  der  Zahlen  mr  und  («r 
für  alle  weiterhin  in  Betracht  kommenden  Falle  festgesetzt. 

Es  kann  nicht  geleugnet  werden,  dass  die  meisten  der  hier 
aufgestellten  Definitionen  etwas  Willkürliches  und  Fremdartiges 
an  sich  haben.  Ueber  die  Berechtigung  des  von  uns  befolgten 
Verfahrens  kann  aber  wohl  kaum  ein  Zweifel  bestehen.  Wenn 
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irgend  eine  Grösse  ihre  ursprüngliche  Bedeutung  in  gewissen 
Füllen  verliert,  so  wird  man  immer  das  Recht  haben,  über  ihre 
Bedeutung  in  diesen  Füllen  zu  verfügen,  wie  man  it  ill,  wenn 
dadurch  nur  keine  Widersprüche  entstehen.  Ob  man  solche 
Verfügungen  treffen  soll,  und  in  welchem  Umfange,  das  ist  ledig- 
lich eine  Frage  der  Zweckmilssigkeit;  etwas  Allgemeines  wird 
sich  darüber  gar  nicht  aussagen  lassen.  Ueber  den  Werth  oder 
Unwerth  dieser  Art  von  Bestimmungen  kann  allein  der  Erfolg 
entscheiden,  der  darin  bestehen  muss,  dass  man  mit  ihnen  zu 
einfacheren  und  allgemeineren  Sätzen  kommt,  als  ohne  sie. 

In  unserem  Falle  haben  wir  durch  die  aufgestellten  Defi- 
nitionen nicht  allein  erreicht,  dass  die  algebraischen  Gebilde 
der  Geschlechter  Null  und  Eins,  die  man  in  der  Regel  als  Aus- 
nahmefalle hinzustellen  pfleßt,  sich  den  alicemeinen  Formu- 
Höingen  unterordnen  lassen;  sondern  es  werden  auch  noch 
eine  Reihe  anderer  Grenzfälle,  die  sonst  getrennt  neben  einander 
stehen  würden ,  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt  ge- 
bracht, und  in  einer  einzigen  Formulirung  zusammengefosst  ■). 


§3. 

Schaaren  reciproker  Punktgruppen. 

Die  einfache  Beziehung  ist  bekannt,  in  der  zwei  solche 
Specialgruppen  Gt  und  G?  zu  einander  stehen,  die  zusammen- 
genommen eine  vollständige  Specialgruppe  G„  von  2/j  —  i 
Punkten  ergeben.  Nach  einer  im  vorigen  §  gemachten  Bemer- 
kung können  wir  die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Punkt- 
gruppen Gi  und  Gy  auch  so  ausdrücken,  dass  wir  sagen,  es  seien 
Gi  und  Gt'  zusammen  aequivalent  mit  G0  und  G^  zusammen. 
Wir  wollen  nun  diese  Definition  der  Punktgruppen  G{  und  Gj»  der- 
art erweitern,  dass  wir  an  Stelle  der  Punktgruppe  G0  eine  Punkt- 
gruppe einer  ganz  beliebigen  Schaar  yn  setzen.  Gl  und  G\*  sollen 
dann  »in  Bezug  auf  die  Schaar  gn  reciproke  Punktgruppen « 


I)  In  der  mehrfach  genannten  Abhandlung  von  Dedekixd  und  Weber 
hat  die  allgemeine  Theorie  bereits  den  Charakter  der  Geschlossenheit 
und  Einfachheit,  der  auch  hier  angestrebt  wird.  Für  unseren  Zweck 
waren  aber  die  dort  aufgestellten  Definitionen  noch  nicht  ausreichend. 

Matta.-phys.  (.'lasse  1*»0.  1  f 
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heissen  J) :  und  ebenso  wollen  wir  die  zugehörigen  Schaaren 
fji  und  gp  »reciproke  Schaaren«  nennen. 

Solche  reciproke  Sehaaren  haben  merkwürdige  Eigen- 
schaften, die.  soviel  ich  weiss,  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  ge- 
worden sind;  in  ihrer  Theorie  ist  die  eigentliche  Quelle  des 
in  der  Einleitung  erwähnten  Cayley  sehen  Satzes  aus  der  Lehre 
von  den  ebenen  algebraischen  Curven  zu  suchen,  wie  bei  einer 
anderen  Gelegenheit  gezeigt  werden  soll. 

$e\or  wir  zur  Darlegung  der  gemeinten  Eigenschaften 
übergehen ,  mögen  wir  noch  bemerken  ,  dass  bei  gegebener 
Schaar  gn  die  eine  der  beiden  reciproken  Schaaren,  etwa  die 
Schaar  g{  noch  willkürlich  gewühlt  werden  darf;  die  andere 
Schaar  g?  ist  dann  eindeutig  bestimmt,  Allerdings  kann  es 
unter  Umständen  eintreten,  dass  zu  einer  Schaar  g(  Uberhaupt 
keine  reciproke  Schaar  gt>  gehört;  z.  B.  immer  dann,  wenn 
/>/i-r-  2/> — 2  ist.  Das  thut  aber  der  Richtigkeit  der  so- 
gleich aufzustellenden  Satze  durchaus  keinen  Eintrag:  Wir 
haben  alle  zu  verwendenden  Grössen  so  deünirt,  dass  sie  auch 
dann  noch  eine  bestimmte  Bedeutung  behalten ,  wenn  die 
Schaar  r/f  gar  nicht  vorhanden  ist;  die  erwähnten  Sätze  aber 
erstrecken  sich  auch  auf  diesen  Grenzfall.  In  gewissem  Sinne 
können  wir  ja  sagen,  dass  zu  jeder  Schaar  gt  eine  reciproke 
Schaar  gt>  gehört  (S.  158):  nur  dass  die  Anzahl  der  linear- 
unabhüngigen  Punktgruppen  Gy  unter  Umständen  gleich  Null 
werden  kann. 

Wie  dem  auch  sein  möge,  in  allen  Fällen  besteht  die 
Relation 

(1)  /  +  /'  =  »-}-  2p  —  2  . 

Wir  behaupten  nun : 

I.  Die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  Specialgruppen  Gg. 
die  eine  Punktgruppe  Gt  der  Schaar  gi  enthalten,  ist  gleich  der 
Anzahl  der  linear-unabhängigen  Punktgruppeix  Oy  der  zu  g^ 
reciproken  Schaar  gt> ,  die  eine  Punktgruppe  Gn  der  Schaar  gn 
enthalten. 


4)  Du*  System  der  Yerzweigungspunkte  einer  algebraischen  Func- 
tion z.  B.  ist  hiernach  reciprok  zu  der  Punktgruppe  G  in  Bezug  auf  eine 
Punktgruppe,  die  aus  den  Nullstellen  und  den  l'nendliehkeitsstellen  der 
Function  bestellt. 
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Oder  in  Zeichen,  es  ist 
[2;  ^  =  n/-,    l(/'  =  ii/  • 

II.  Die  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gn  in  Bezug  auf  die 
Schaar  gt  und  die  Abhängigkeit  der  Gruppe  Gu  in  Bezug  auf  die 
reciproke  Schaar  gx>  sind  zusammengenommen  gleich  der  Anzahl 
n  der  Punkte  der  Gruppe. 

In  Zeichen: 

(3)  vi  +  v{<  =  n  . 

III.  Die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  Punktgruppen  Gt> , 
die  in  der  einen  (gy)  von  beiden  reciproken  Schaaren  vorkommen, 
ist  gleich  der  Summe  aus  der  Abhängigkeit  der  Punktgruppe  Gn  in 
Bezug  auf  die  andere  Schaar  g{  und  der  Anzahl  der  linear-unab- 
hängigen Specialgruppen  G„, ,  die  eine  beliebige  Gruppe  Gt  dieser 
anderen  Schaar  enthalten.    D.  h.  es  ist 

(4)  +  I  =  iq  +vt  ,      A(/  +  I  =      +  vv  . 

Den  Beweis  dieser  Satze  führen  wir  zunächst  unter  der 
Voraussetzung,  dass  beide  Schaaren  g{  und  g{>  wirklich  vorhan- 
den sind:  spater  zeigen  wir,  dass  sie  auch  dann  noch  richtig 
bleiben,  wenn  eine  der  Schaaren  gt  und  gy  nicht  existirt. 

Um  nun  zuerst  die  Geltung  des  Satzes  I.  darzuthun.  unter- 
scheiden wir  drei  Fülle,  die  zusammen  alle  vorliegenden  Mög- 
lichkeiten erschöpfen: 

a  Es  wird  angenommen,  dass  es  Punktgruppen  der  Schaar 
g(  und  zugleich  auch  Punktgruppen  der  Schaar  gtt  gibt,  die  die 
Punktgruppe  Gn  enthalten  (n,  >  0  ,    i\t>  >  0.) 

b  Es  wird  angenommen,  dass  es  zwar  Punktgruppen  der 
Schaar  gh  nicht  aber  Punktgruppen  der  Schaar  g{>  gibt,  die 
die  Punktgruppe  Gn  enthalten  —  oder  umgekehrt.  U/  >  0  , 
Itj'  =  0  oder  it/  =  0  ,    nr  >  0.) 

c)  Es  wird  angenommen,  dass  es  weder  Punktgruppen  der 
Schaar  gh  noch  auch  Punktgruppen  der  Schaar  g{>  gibt,  die 
die  Punktgruppe  Gn  enthalten.  (it/=  0  ,   ny  =  0.)  — 

a)  Die  Gn  enthaltenden  Punktgruppen  von  und  gr  be- 
stimmen zwei  Restgruppen  Gc  und  Gc, ,  wobei  c  =  /  —  n  und 
c  =  /' —  n  ist.    Diese  Punktgruppen  Gc  und  Gc,  bilden  dann, 


Digitized  by  Google 


164 


E.  Study, 


zufolge  unserer  Voraussetzung,  mit  Gn  zusammen  eine  Special- 
gruppe Gy  .  D.  h.,  es  ergeben  die  Punktgruppen  G(, ,  die  die 
Punktgruppe  Gt  =  Gn+C  enthalten ,  die  nämlichen  Restgruppen 
Gc, ,  wie  die  Punktgruppen  Gf,  die  die  Punktgruppe  Gn  ent- 
halten. Hieraus  ergibt  sich  die  erste  Gleichung  (2  ,  und  ebenso 
erhalt  man  die  andere. 

b)  Jetzt  kann,  wie  unter  a),  eine  Restgruppe  Gc  hergestellt 
werden,  nicht  aber  Gc,.  Daraus  folgt  =0.  Denn  wiire 
{„  ^>  0 ,  so  würde  sich  sofort  auch  das  Vorhandensein  einer 
Punktgruppe  Gc,  ergeben,  die  mit  Gn  und  Gc  zusammen  eine 
Specialgruppe  G„  ,  und  also  mit  Gn  allein  zusammengenommen 
eine  Gruppe  Gf  ausmachen  würde  —  was  wir  doch  gerade  aus- 
geschlossen haben.   Man  hat  also  nunmehr 


Zu  der  anderen  Gleichung  =  iij  kommt  man  ganz,  wie 
unter  a) ;  es  bilden  auch  jetzt  noch  die  Gruppen  G?  und  Gc  zu- 
sammen eine  Specialgruppe  G*. 

c   Es  folgt,  wie  unter  b]  im  ersten  Falle: 


Hiermit  ist  der  Satz  I.  bewiesen,  unter  der  oben  genannten 
Beschrankung.  Die  Satze  II.  und  III.  aber  sind  nur  einfache 
Folgerungen  aus  dem  Satze  I. 

Es  ist  nämlich  nach  Formel  (IX) : 


Addirt  man  die  durch  (5)  gegebenen  Werthe  von  r,  und 
iy.  und  berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (6),  (1)  und  (2), 
so  ergibt  sich  die  Gleichung  (3).  Entnimmt  man  sodann  aus 
den  Formeln  (2)  und  (3)  die  Werthe  der  Grössen  i(f  und  ry  und 
addirt  sie ,  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 
Formel  (.*>)  die  erste  der  Gleichungen  (4). 

Um  nun  auch  den  noch  ausstehenden  Fall  zu  erledigen, 
wo  eine  der  beiden   Schaaren  gt  und  yy ,  etwa  die  Schaar 


lgj  =  Ity  =  0  . 


<<r  =      =  0  t    V  =  11/  =  0  . 


(5) 


j  Vl  =  n  —  ).tf  -f-  n, 


und  nach  Formel  (VII): 
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gi>  nicht  vorhanden  ist ,  l)emerken  wir.  dass  zufolge  der  Defini- 
tionen des  §2  die  Zahlen  ny ,  v{> ,  1^' ,  Ä^'  jetzt  die  Werths 
haben 

IV  =  0  ,    ^  =  h  ,        =  -(/'-/>  -f-  1)  ,    /.,,'  =  -  1  . 

Die  Behauptung  wird  also  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen 

l(/=0,  y,  =  0,  „,=  _(/'_,,+ 1),  ;.(?=„_/'+/,_2, 
die  sich  alle  auf  die  beiden  ersten  zurückfuhren  lassen : 

1).  h.  zu  der  Schaar  gt  gehört  immer  dann  und  nur  dann 
keine  reciproke  Schaar  g^ ,  wenn  die  Schaar  <//  keine  Special- 
schaar ist,  und  wenn  zugleich  die  Abhängigkeit  der  Punktgruppe 
Gn  in  Bezug  auf  die  Schaar  g{  den  Werth  Null  hat. 

Dass  in  diesem  Falle  eine  Schaar  g('  nicht  vorhanden  sein 
kann,  ist  gewiss.  Denn  wäre  sie  vorhanden,  so  würde  sich  aus 
der  ersten  Gleichung  (i  ein  negativer  Werth  der  Zahl  ).(f'  er- 
geben, was  unmöglich  ist. 

Wir  haben  also  nur  noch  nachzuweisen,  dass  es  umgekehrt 
immer  dann  eine  Schaar  geben  muss,  wenn  entweder  l  oder 
V(  grosser  als  Null  ist. 

Das  zeigen  wir  natürlich  in  der  Weise,  dass  wir  irgend  eine 
Punktgruppe  Gr  der  Schaar  gv  wirklich  herstellen. 

Sei  zunächst  i(f  >  0 ,  so  ist  gt  eine  Specialschaar.  Zu  ihr 
gehört  eine  gewisse  in  Bezug  auf  die  Punktgruppe  G0)  reciproke 
Specialschaar  gm .  Fasst  man  nun  eine  Punktgruppe  Gm  von  gm 
mit  der  gegebenen  Punktgruppe  Gn  zusammen,  so  hat  man  da- 
mit bereits  eine  zu  Gt  in  Bezug  auf  die  Schaar  gn  reciproke 
Punktgruppe  Gv  gefunden. 

Sei  zweitens  v/]>0,  so  werden  wir  annehmen  dürfen,  es 
sei  ilf  =  0,  da  wir  den  Fall  ilf  >  0  soeben  erledigt  haben. 

Ist  11/  >  0  ?  so  kann  man  wiederum  sofort  eine  Punkt- 
gruppe Gr  angeben.  Es  wird  niimlieh  durch  die  Punkt- 
gruppe Gn  eine  Schaar  von  Restgruppen  Gr  =  Gl_n  bestimmt, 
die  nothwendig  Specialgruppen  sein  müssen ,  da  sich  sonst  für 
die  Zahl  v,  der  Werth  Null  ergeben  würde.    Die  zu  Gc  reci- 
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proken  Specialgruppen  sind  dnnn  die  gesuchten  Punkt- 
gruppen  Gj» . 

Es  bleil>t  also  nur  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  vt  ]>  0, 
((/,  =  0  und  11/  =  0  ist. 

Jetzt  wird  in  Gn  wenigstens  eine  Punktgruppe  G-  [0^ä<C  n) 
vorhanden  sein,  die  gerade  noch  in  einer  Punktgruppe  Gj  ent- 
halten ist ,  während  keine  grössere,  Gg  einsehliessende  Gruppe 
zu  G„  gehöriger  Punkte  mehr  einer  Punktgruppe  der  Schaar  gt 
angehört.  Die  so  bestimmte  Punktgruppe  G-t  muss  ihrerseits 
wenigstens  eine  Gruppe  Ga  von  a  =  /.<f  Punkten  enthalten,  die 
in  Bezug  auf  die  Schaar  gx  unabhängig  sind,  und  zur  Festlegung 
der  natürlich  nicht  mehr  beweglichen  Punktgruppe  Gj  gerade 
ausreichen. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  G(l  und  Ga,  die  Restgruppen,  die 
aus  den  Punktgruppen  Gt  und  GH  durch  Wegnahme  der  Punkte 
Ga  entstehen. 

Dann  ist  nothwendig  d^p,  weil  sonst  die  Punktgruppe 
Gd beweglich  wiire,  und  a  ^  2,  weil  sich  im  Falle  a  =  ly  =«—  I 
für  die  Zahl  vt  der  Werth  Null  ergeben  würde. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Punktgruppe  Ga,  mit  einer  Special- 
gruppe Gy  zusammen,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe  GtV+ip_i 
von  wenigstens  2/;  Punkten,  eine  Gruppe  also,  die  wenigstens 
die  Beweglichkeit  p  hat.  Wir  werden  folglich  immer  eine  mit 
Ga/+tp_1  aequivalente  Punktgruppe  angeben  können,  die  die 
Punktgruppe  Gd  enthalt.  Lasst  man  dann  aus  der  gefundenen 
Gruppe  die  Punkte  Gd  weg,  so  bleibt  eine  Restgruppe  von 
a  -f  ip  —  2  —  d  =  n  —  /  -f-  Ip  —  l  Punkten,  und  diese  ist 
die  gesuchte  Gruppe  G{> . 

Hiermit  sind  die  ausgesprochenen  Satze  in  ihrem  ganzen 
Umfange  bewiesen. 

Weitere  Eigenschaften  reciproker  Sehaaren, 

An  die  Entwickelungen  des  vorigen  §  lasst  sich  leicht  der 
Beweis  der  beiden  folgenden  Satze  anschliessen : 

IV.  Theilt  man  die  Punktgruppe  Gn  irgendwie  in  zwei  Gruppen 
Ga  und  Gan  so  ist  die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  Gruppen 
der  Schaar  gh  in  denen  die  Punktgruppe  Ga  enthalten  ist,  gleich 
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der  Anzahl  der  Punktgruppen  von  gt,  in  denen  die  yunze  Gruppe 
Gn  enthalten  ist,  vermehrt  um  die  Abhängigkeit  der  Restgruppe 
Ga,  in  Bezug  auf  die  zu  gl  reciproke  Schaar  gt> .   D.  h.  es  ist 

(7)  at  =  lij  -f-  a \t  ,    a'/-  =  Wi'     a/  • 

V.  Theilt  man  die  Punktgruppe  Gu  irgendwie  in  drei  Gruppen 
('ai  Gcy  so  *st  liie  Abhängigkeit  der  Gruppe  Gc  von  der 
Gruppe  Ga  in  Bezug  auf  die  Schaar  gt  vermehrt  um  die  Ab- 
hängigkeit der  Gruppe  Gc  von  der  Gruppe  Gb  in  Bezug  auf  die 
Schaar  gt>  gleich  der  Anzahl  c  der  Punkte  von  Gr . 

Auch  diese  Siitze  gelten  ohne  irgend  eine  Einschränkung. 
Die  Sehaaren  <//  und  gt>  können  eigentliche  oder  uneigentliche 
Schnuren  sein ,  es  kann  eine  von  ihnen  mit  der  Schaar  g9  zu- 
sammenfallen oder  auch  gar  nicht  vorhanden  sein ;  die  Punkte 
der  Gruppen  Gaj  Gan  Gbl  Gc  können  nach  Belieben  zusammen- 
rücken; es  kann  auch  jede  der  Zahlen  a,  a',  6,  c,  n  den  Werth 
Null  haben,  soweit  dies  mit  den  Voraussetzungen 

• 

a  -f.  (i  =  n  ,     a  -f-  b  +  c  —  n 

vertraglich  ist.  Nimmt  man  z.  B.  im  Satze  V.  «  =  /;  =  (),  so 
erhalt  man  einen  richtigen  Satz,  nümlich  den  Satz  II. 

Bei  «lern  Beweise  des  Satzes  IV.  wollen  wir  den  Fall  vor- 
wegnehmen ,  wo  die  eine  Schaar ,  etwa  gt> ,  nicht  vorhanden 
ist.  Man  hat  dann  nach  den  Definitionen  des  §  2  und  den  Sätzen 
des  vorigen  § 

a(  —  l  —  u  —  p  -f  l  ,  aV  =  0 
ti/  =  /  —  n  —  p  4-  I  ,  =  o 

a{  =  0  ,       a'{>  =  a'  : 

die  Gleichungen  (Tj  sind  also  erfüllt. 

Wir  nehmen  nunmehr  an, es  seien  beide  reciproke  Schaaren 
gl  und  gt/  zugleich  vorhanden. 

Die  Behauptung  des  Satzes  IV.  wird  gleichmüssig  durch 
jede  der  beiden  Formeln  (7)  dargestellt,  da  man  ja  jede  der  bei- 
den Punktgruppen,  in  die  man  Gn  getheilt  hat,  nach  Belieben 
mit  Ga  oder  mit  Ga,  bezeichnen  kann.  In  unserem  Beweise  aber 
müssen  wir  uns  fUr  eine  bestimmte  Bezeichnung  jener  beiden 
Gruppen  entscheiden ,  und  wir  müssen  ausserdem  annehmen, 


r 
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dass  auch  die  Schaaren  <j[  und  in  ganz  bestimmter  Weise 
gewählt  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  stellen  dann  die 
beiden  Formeln  (7)  offenbar  zwei  verschiedene  Behauptungen 
dar,  die  gesondert  bewiesen  werden  müssen. 

Es  liisst  sich  aber  immer  eine  dieser  Gleichungen  aus  der 
anderen  ableiten,  so  dass  man  in  Wirklichkeit  doch  nur  die 
Richtigkeit  einer  von  ihnen  zu  erharten  braucht.  Man  kann 
nümlich  aus  den  Gleichungen  (1),  (6)  und  [7]  und  den  nach  dem 
Muster  der  Formel  (IX  gebildeten  Gleichungen 

die  Grössen  ah  ar,  ,  l  '  a,  a  eliminiren.  Die  so  ent- 
stehende Gleichung  ist  eine  Folge  von  (2). 

Um  nun  die  Richtigkeit  z.  B.  der  zweiten  Gleichung  (7)  dar- 
zulegen, unterscheiden  wir  wieder  die  in  §  3  auseinandergehal- 
tenen drei  Fälle  a),  b),  c). 

a)  Da  >  0,  n»  0  ist,  so  ist  um  so  mehr  auch  a/]>  0, 
a'|*  >  u-  Man  kann  daher  zwei  Restgruppen  Gd  und  Gd>  her- 
stellen, von  denen  Gd  mit  Ga  zusammen  eine  Gruppe  der  Schaar 
gt  bildet,  während  Gd>  mit  Ga,  vereinigt  eine  Gruppe  der  Schaar 
ffC  ausmacht.  Diese  Punktgruppen  Gd  und  Gd>  bilden  dann 
ihrerseits  zusammen  eine  Specialgruppe  G(f  . 

Schreibt  man  nun  die  erste  Gleichung  (8)  so: 

«/  =  ti  —  lif  +  dtf  , 
und  drückt  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

Kf  =  1  -  V  +  iq  .     dlf  =  </_/,+  tq 
die  Grossen  '/.(f  und  d(f  durch     und  ttf  aus,  so  ergibt  sich 

(9)  »I  =  *q  ~  l<,  » 

eine  Gleichung,  die  auch  unmittelbar  durch  eine  einfache  be- 
griffliehe Betrachtung  erhalten  werden  kann. 
Es  ist  aber 

Cv  =  V    1  ?  V  =  flV  ~~ 1 » 

also 
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diese  Gleichung  aber  erweist  sich  vermöge  der  Gleichung  (2)  als 
mit  der  zweiten  Gleichung  (7  identisch. 

b)  (ii/  0  ,  ny  =  0.)  Auch  jetzt  ist,  wie  unter  a) ,  tt/  ^>  0. 
aber  nicht  nothwendig  auch  a'/^>  0.  Nehmen  wir  zuerst  an,  es 
sei  auch  a'/']>0,  so  kann  man,  wie  soeben,  die  Punktgruppen 
Gd  und  Gd'  herstellen.  Man  gelangt  dann  zu  den  Formeln  (7) 
genau  wie  unter  a).  Sei  zweitens  a'j»  =  0,  so  gibt  es  keine 
Hestgruppe  Gd> .  Es  wird  dann  nothwendig  auch  tu  =  0.  Da 
überdies  auch  L  =  0  ist ,  so  folgt  aus  der  auch  hier  geltenden 
Gleichung  (9)  ccj  =  0.  Man  hat  daher  a'f  =  +  «/  =  0. 
Die  zweite  Gleichung  (7j  gilt  also  auch  in  diesem  Falle. 

c)  (ii/  =  0 ,  ii/»  =  0.)  Hier  liegen  drei  Möglichkeiten  vor. 
Entweder,  es  ist  a/^>0,  a'/']>0:  dann  kommt  man  zu  den 
Formeln  (7),  wie  unter  a).  Oder  es  ist  z.  B.  Ct/>  0 ,  a'//  =  0. 
Dann  ergibt  sich  die  zweite  Gleichung  (7)  wie  bei  der  unter  b 
an  zweiter  Stelle  gemachten  Annahme.  Oder  endlich,  es  ist 
a/  =  0,  a'{,  =  0 .    Im  letzten  Falle  hat  man 

woraus  durch  Addition,  unter  Berücksichtigung  von  (1),  folgt: 

Es  zeigen  aber  die  Formeln  (6),  in  Verbindung  mit  (2), 
dass  hier  nur  das  Gleichheitszeichen  möglich  ist.  Man  hat  also 

"  =  \  +  1  i    «'  =  V  +  1  » 

und  folglich,  weil  nach  Voraussetzung  =  a't,  a  0  ist, 
ctt  =  a'it  =  0.  Ueberdies  ist  auch  U/  =  n>  =  0;  die  Gleichun- 
gen (7)  sind  also  wiederum  erfüllt. 

Hiermit  ist  der  Satz  IV.  bewiesen. 

Um  auch  den  letzten  Satz  durch  eine  Formel  auszudrücken, 
bezeichnen  wir  mit  Ga,  die  aus  Gh  und  Gc  zusammengesetzte 
Punktgruppe,  und  mit  Gh,  die  Punktgruppe,  die  aus  Ga  und  Ge 
besteht.   Die  Behauptung  ist  dann : 

(10)  (#_Ä,)  +  (a',_Ä,)  =  c. 

In  der  That  hat  man  nach  Formel  (V, 
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ßl  =  b'  —  l,f  +  &/  —  I  ,      a,  =  a  —  lq  +  ft|  —  I  . 

«V  =  «#  -  V  +        —  •  ,       ft»  =  *  —  V  +  *f  "~  1  ' 

woraus  sieh  unter  Berücksichtigung  von  (7)  sofort  die  Formel 
(4  0)  ergibt. 

§5. 

Besondere  Fälle. 

Hervorgehoben  zu  werden  verdient  der  Specialfall  des 
Satzes  IV.,  in  dein  die  Zahl  a>  den  Werth  Null  hat.  Man  erhalt 
dann  ein  Kennzeichen  dafür,  dass  eine  Punktgruppe  der  Schaar 
gh  die  einen  Theil  Ga  der  Punkte  von  Gn  enthalt,  in  Folge  dessen 
auch  Sämmtliche  Punkte  der  Restgruppe  Ga,  enthalten  inuss; 
und  ebenso  gibt  der  Satz  V.  ein  Kennzeichen  dafür,  dass  die  ^a 
enthaltenden  Punktgruppen  der  Schaar  gl  nur  einen  Theil  Gc  der 
Punkte  von  Ga,  enthalten : 

Wenn  alle  die  Punktgruppen  der  Schaar  r/j,  in  denen  die 
Punktgruppe  Ga  enthalten  ist,  noch  gewisse  weitere  Punkte  Gc  der 
Punktgruppe  Gn  enthalten,  so  ist  die  Punktgruppe  Gc  von  den  noch 
übrigen  Punkten  Gb  der  Punktgruppe  Gn  unabhängig  in  Bezug 
auf  die  reciproke  Schaar  g^ ,  und  umgekehrt. 

Um  aus  der  Punktgruppe  Ga,  =  Gn_a  die  grtisste  Punkt- 
gruppe Gr  der  genannten  Eigenschaft  herauszufinden,  hat  man 
offenbar  nur  eine  endliche  Zahl  von  Versuchen  nöthig :  Es 
kommt  darauf  an,  die  kleinste  in  Ga,  enthaltene  Punktgruppe  Gb 
zu  bestimmen,  die  in  Bezug  auf  die  Schaar  g^  schon  die  näm- 
liche Abhängigkeit  hat,  wie  die  Pnnktgruppe  Ga,  selbst.  Nimmt 
man  z.  B.  den  einfachsten  Fall,  dass  die  Punkte  von  Ga,  alle  ge- 
trennt sind,  so  braucht  man  nur  alle  a  in  Ga,  enthaltenen 
Punktgruppen  Gn,_{  zu  untersuchen.  Gibt  es  eine  Punktgruppe 
der  Schaar  g^ ,  die  eine  solche  Punktgruppe  Ga,_x,  aber  nicht 
zugleich  auch  den  letzten  Punkt  von  Ga,  enthalt,  so  gehört  dieser 
Punkt  zu  der  Punktgruppe  Gc. 

Das  hier  aufgestellte  Kriterium,  das  eine  Eigenschaft  der 
Schaar  gt  durch  Betrachtung  der  reciproken  Schaar  gv  zu  er- 
kennen lehrt,  ist  erschöpfend;  denn  eine  Abhängigkeit  der 
Punktgruppe  Gn  in  Bezug  auf  die  Schaar  gt  kann  Uberhaupt  nur 
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dann  eintreten,  wenn  die  reciproke  Schaar  gy  wirklich  vorhan- 
den ist.  (S.  165.) 

Die  Maximalzahl  der  Punkte  v  on  Gn ,  die  unabhängig  sind 
in  Bezug  auf  die  Schaar  ,  ist  nach  dem  Satze  II.  gleich  V[. 
Die  übrigen  iy  Punkte  sind  dann,  nach  dem  Satze  IV.,  immer 
unabhängig  in  Bezug  auf  die  Schaar  gt.  Wie  man  aber  auch 
die  Punktgruppe  Gn  in  eine  und  eine  Gyt,  zerlegt  haben 
möge,  immer  ist  die  [Abhängigkeit  von  Gyf  in  Bezug  auf  die 
Schaar  g{i  gleich  der  Abhängigkeit  von  Gy,f  in  Bezug  auf  die 
Schaar  gt . 

Wie  in  der  Einleitung  bereits  angedeutet  wurde,  kann  das 
Hauptergebniss  dieser  Untersuchung,  der  Satz  IV.,  als  eine  Er- 
weiterung des  RiEMANN-Kocu'schen  Satzes  angesehen  werden, 
von  dem  wir  bei  der  Beweisführung  ausgegangen  sind.  Identi- 
ficirt  man  nämlich  die  Schaar  gtt  mit  der  Specialschaar  gtf 
selbst,  so  nimmt  die  erste  Gleichung  (7)  die  einfachere  Form 

an.  Die  linke  Seite  bedeutet  hier  die  Beweglichkeit  der  Punkt- 
gruppe Ga, ,  die  rechte  ihre  Abhängigkeit  in  Bezug  auf  die 
Schaar  g^  .  Zugleich  geht  auch  der  Satz  auf  S.  1 70  in  eine  be- 
kannte Folgerung  des  RiEMANN-Rocn'schen  Satzes  über. 

Zum  Schluss  mag  noch  der  beiden  Fälle  p  =  1  und  p  =  0 
gedacht  werden.  Auch  in  diesen  einfachsten  Fällen  bleiben  die 
aufgestellten  Sätze  richtig,  wie  schon  hervorgehoben  worden 
ist  —  sie  verlieren  aber  ihren  eigentlichen  Inhalt. 

Nimmt  man  z.  B.  an,  es  sei  />  =  0,  so  hat  man  nach  Formel 
(I)  / -f- /'  =  n  —  2.  Man  wird  dann,  ohne  der  Allgemeinheit 
Abbruch  zu  thun ,  voraussetzen  dürfen ,  es  sei  o  >  / 4-  4, 
a  ^  /'  -j-  1.  Auf  Grund  der  Definitionen  des  §  2  ergeben  sich 
nunmehr,  wenn  gl  und  gt»  vorhanden  sind,  die  Werthe 

f7  =0,         =1  ,     n,  =  o  ,    yt  =/'-  l 

V=°>  V  =  /'     •  »  "<'=0       >  "t  = 

a,  =0,     a'/  =  /'— a'-fl,     ui=u  —  t—  I,    a>=0  , 

die  thatsächlich  mit  den  entwickelten  Formeln  in  Einklang 
stehen. 
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L 

■ 

Die  fundamentale  Bedeutung  der  Reihenentwickelungen 
der  Invariantentheorie  für  das  Studium  der  projektiven  Geometrie 
eines  Gebietes  Attr  Stufe  ist  von  dem  Verfasser  vor  Kurzem 
ausführlich  dargelegt  worden.  (S.  dessen  »Methoden  zur  Theorie 
der  terniiren  Formen«  §§  3—9,  §  1  2.  Wir  werden  diese  Schrift 
weiterhin  mit  M.  T.  F.  citiren.)  Im  Folgenden  soll  zunächst  ge- 
zeigt werden,  dass  eine  beliebig  vorgelegte  quadratische  Form 
von  nicht  verschwindender  Discriminante  zur  Entstehung  einer 
neuen  Reihenentwickelung  ganz  ähnlicher  Art  Veranlassung 
gibt,  die  für  die  continuirliche  Gruppe  der  linearen  Transfor- 
mationen jener  quadratischen  Form  auch  eine  ganz  ahnliche  Be- 
deutung hat,  wie  die  bekannten  Reihenentwickelungen  fttr  die 
allgemeine  projective  Gruppe. 

Das  erste  Glied  der  aufzustellenden  Reihenentwickelung  ist 
in  dem  Falle  ).  =  3  bereits  von  Herrn  Lindemann  angegeben 
worden  1  . 

•Zur  Darstellung  der  symbolischen  Producte  des  Gebietes 
Ater  Stufe  bedienen  wir  uns  grosser  deutscher  Buchstaben  und 
geschweifter  Klammern,  desselben  Systems  von  Bezeichnungen 
also,  das  in  M.  T.  F.  für  Gebiete  höherer  Stufe  eingeführt  und 
consequent  angewandt  worden  ist. 

Eine  quadratische  Form  des  Gebietes  k ter  Stufe,  in  der  die 
Goordinaten  U,  ...      einer  linearen  Mannigfaltigkeit  U  l— \)Ut 

V  Bull,  de  la  Soc.  malh.  t.  VI,  p.  4  99. 
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Stufe  oder  /.— 2)t,r  Dimension  auftreten,  sei  dargestellt  durch 
den  Ausdruck 

11  11 

Wir  bilden  nun  die  Covariante 
(2)  G  =  =  {£.  ...C,._,X}'  , 

oder  in  unsymbolischer  Form 

C,,    O,,  .  .  .  C,;i  £, 


•    •  • 


G  =  — 

X,     X4    ...  X)t  0 

und  die  Invariante 

(3)  3  =  y  {® C}1  =  p  {C,C, . . .  CA}«  =  iC.,0,, . .  O«  . 

Zwischen  den  Formen  T  und  G  besteht  bekanntlich  ein 
Reciprocilätsverhiiltniss,  das  seinen  analytischen  Ausdruck  in 
den  Identitäten 

(*)  {®,  •  •  •     »}'  =  3*-«  •  {uc}« 

und 

(5)  AI**1*» 

findet;  ausserdem  hat  man  die  für  das  Folgende  wichtige  Re- 
lation 

(6)  {®Q}  {®  X)  {U  C)  =  {U  X) .  3  . 

Wie  die  aufgestellten  Formeln  zeigen,  wird  die  Beziehung 
zwischen  den  Formen  G  und  /'  völlig  umkehrbar,  wenn  man 
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die  Invariante  3  gleich  Eins  setzt.  Um  den  folgenden  Entwicke- 
lungen  mehr  Symmetrie  zu  geben,  wollen  wir  auch  wirklieh 
diese  Voraussetzung  einfuhren;  es  wird  dann  keine  Schwierig- 
keit haben,  aus  jeder  einzelnen  Formel  nachtraglich  die  andere 
wieder  abzuleiten,  die  an  ihre  Stelle  treten  muss,  wenn  man  der 
Invariante  3  einen  beliebigen  von  Null  verschiedenen  Werth 
beilegt. 

Es  seien  nun  F  =  {21  X}m  und  0  =  (U$}"  irgend  welche 
Formen  des  Gebietes  Ater  Stufe ,  deren  Ordnungszahlen  der  Be- 
dingung m  ^>  n  genügen.  Wir  führen  dann  für  die  Polare  der 
Form  O  in  Bezug  auf  die  Form  F  die  Bezeichnung  [F.  (Ii]  ein : 
so  dass 

[F,  <D]  =  {^}"  {«}''' ~''  , 
dass  also  insbesondere 

(7)  [F,  rk]  =  [{xx:}i}k{%X}'"-ik  . 

(Vgl.  M.  T.  F.  §  3  u.  ff.)  Bilden  wir  jetzt  den  Ausdruck 
[(j  .  F,  r  .  so  erhalten  wir  nach  den  allgemeinen  Begeln  der 
Polarenbildung 

•     .  [f,  n  +  k  .  G*-<  .  {®Qr  •  F 

+  2m  k  .  G*-«  .  {®C}  {®X}  {21 Q}  X}"'-« 

+  u(k  -  i) .  g*-* .  {®,  c}  (©^i  {<M)  {®4.\*} .  f  • 

und  hieraus  geht  bei  Anwendung  des  Formel  (6)  die  Identität 
hervor: 

1=  G*-«.2Ä*(«iw-|.2JlH.Ä-2).f '+wi(/«-l .6'  .[F,  r]  . 
Wir  behaupten  nun: 

Die  Form  (F  =  Ä£)WI  /dss/  s/c/j  ati/"  e/we  einzige  Art  in  eine 
nach  Potenzen  von  G  =  fortschreitende  Reihe  entwickeln, 

so  dass  die  Form  T=  {UQ}4  zu  dem  Coefficienten  eines  jeden 
Gliedes  apolar  ist. 

In  der  Thal  gelingt  es.  in  dem  System  der  Formen  Fund  T 


's 
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zunächst  eine  lineare  Covariante  von  F  herzustellen,  zu  der  die 
Form  F  apolar  ist.    Man  hat  nur  in  dem  Ausdruck 

(9)    F,  =  F  +  a,  .  G  .  [F,  rj  -f  o,  .  G1  .  [F,  P]  +  ••• 

die  Zahlencoefficienten  a,,  a4,  .  .  .  so  zu  bestimmen,  dass 
[F0,  T]  =  0  wird.    Es  ergibt  sich  aber  nach  Formel  (8): 

w.n-{^,-,-.y^<1)-'U}.P.ii 

"T  i  !  ;  ö|  H  ;  i  aJ  .G .  F,  I  *i 

/(/ff  -  4)  (/ff  -  5  2.3.  (2/ff  +  A-S  \ 

+\    w(w-i,    a*  +  „,<„,- u  ft3/-G«.[F,  rj 

4-  

Setzt  man  hier  jeden  einzelnen  Coefficienten  gleich  Null,  so  er- 
geben, sich  für  die  Grossen  a,.  a4.  a3 .  ...  die  Werthe 


(40] 


(?) 


a4=  + 


1  2ffi+A-4' 

/  mV  /  m —  2  v 
1  UM  2 


fl3 


1  .  2     [im  -f-  A  —  4)  (2//<  +  A  —  6)  ' 

(Xr2)(V) 


1.2.3    (2/ff+A  — 4)  2///  +  A  — 6   im  +  l  —  8) 


deren  Bildungsgesetz  augenfällig  ist. 

Indem  wir  nun  denselben  Process.  durch  den  die  Covariante 
F0  aus  F  hervorgeht,  auf  die  ganze  Reihe  der  Formen  [F,  fl, 
[F,  T*  ,  ..  .  anwenden,  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Covarianten 
der  Form  F,  von  den  Ordnungen  wi ,  ffi  —  2 ,  ffi  —  4 ,  ...  , 
zu  deren  jeder  die  Form  T  apolar  ist ;  und  aus  diesen  Covarian- 
ten und  Potenzen  von  G  lasst  sich  dann  die  Form  F  selbst 
wieder  zusammensetzen. 

Schreiben  wir  allgemein 
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/im  — 2iWim  — 2i  —  2t        iM_gj— tfc+ftl 

hiw  J-')A     <    2   M      2      )...(        2  / 

1    ;  ik~~  k  !  '(2m— iiH-Ä— i)(2w-2H-/.— 6)...(2im— 2/+A— 2A— 2) 


so  können  wir  die  Entwicklung  ansetzen 


12) 


} 


aot  .  G  .  [F,  Tj  +  a01  .  G« .  [F,  r*]  + 

+  b,  .f;.{[F?r]-f  au  .  c  .[f,  ni  +  } 

+     .  GV{[F,  n]+  } 

+  


Hier  lassen  sich  die  Constanten  bit  bt,  . . .  so  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  eine  Identität  wird;  es  ergeben  sich  dann 
die  Ausdrücke 


(13) 


I 


(2) 


64  = 


6.  = 


t     [2m-M  -4)  ' 

CHT*) 


1.2    (2m-f-Ä  —  6:-;2w+  A  —  8j  ' 

/  j/iv  /im  —  2  j  /m  —  4\ 
1  \2M    2    M    2  / 


' -Ol 


I  .2.3    i2//<4-/.  —  S)ßm-\-'/.—  10  (2/M-f-yt  — 42) 


«leren  Bildungsgesetz  wiederum  deutlich  ist. 

Die  Reihenentwickelung,  deren  Glieder  wir  hiermit  be- 
stimmt haben ,  hat  Eigenschaften  Uhnlich  den  gewöhnlichen 
Reihenentwickelungen  der  Invariantentheorie  (vgl.  M.  T.  F.. 
§  3  und  §  4): 

1 )  Sie  ist  eindeutig. 

2)  Die  Coefficienten  der  einzelnen  Entwickelungsglieder 
sind  von  einander  unabhängig,  abgesehen  natürlich  von  der  Be- 
schrankung, die  durch  die  Gleichungen  F0,  V\  =  0  u.  s.  w. 
ausgedrückt  wird. 

3   Das  Verschwinden  der  k  ersten  Glieder  unserer  Reihe 
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ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
die  Form  /''  den  Factor  Gk  hat. 

4)  Das  Verschwinden  aller  Glieder  vom  (k  -f-  I)4*"  an  ist 
der  Ausdruck  dafür,  dass  die  Form  I*  zu  der  Form  F  apolar  ist. 

5)  Der  Reihenentwickelung  der  Form  F  —  {}l£}m  sieht 
dualistisch  eine  Reihenentwickelung  einer  Form  (D  —  {U^}"1 
gegenüber,  hei  der  die  Formen  G  und  /'  nur  ihre  Rollen  gc- 

•  wechselt  haben. 

6)  Verschwindet  in  der  Reiheneutwickelung  der  Form  F 
das  ku  Glied,  so  ist  /•'  conjugirt  zu  jedem  Producl  r*.{U(fyt}w~1*, 
worin  {UcßJk}m~lfr  eine  Form  bedeutet,  zu  der  die  Form  (1  apolar 
ist  —  und  umgekehrt. 

7  Jedes  Entwickelungsgi ied  der  Form  F  ist  conjugirt  zu 
jedem  Entwickelungsglied  der  Form  &,  mit  Ausnahme  des 
Gliedes,  das  denselben  Index  hat;  u.  s.  w. 

Als  eine  besondere  Folgerung  der  hier  entwickelten  Theorie 
mag  ein  Satz  genannt  werden,  der  als  eine  Verallgemeinerung 
eines  bereits  von  Herrn  Lindehann  ausgesprochenen  Theorems 
betrachtet  werden  kann : 

Durch  die  Schnittcurve  einer  allgemeinen  Flüche  2.  Classe 
und  einer  beliebigen  Fläche  n.  0.  kann  eine  einzige  Flüche  n.  0. 
gelegt  werden,  zu  der  die  Flüche  2.  Classe  apolar  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  n  —  3.  Hier  wird 
die  Schnittcurve  die  allgemeine  Normalcurve  des  Geschlechtes  4. 
Es  zeigt  sich  also  die  Möglichkeit,  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  vom  Geschlecht  4  z.  B.  mit  der  Theorie  des  Pen- 
taeders einer  Flache  3.  O.  oder  mit  der  Theorie  der  27  Geraden 
in  Verbindung  zu  bringen. 

Die  in  diesem  §  entwickelten  Satze  haben  noch  eine  beson- 
dere, ihnen  im  Allgemeinen  nicht  zukommende  Bedeutung  in 
den  Füllen  A  =  3 ,  A  =  4 ,  A  =  5  und  /.  =  6.  Indem  ich  mir 
vorbehalte,  die  erstgenannten  besonderen  Falle  demnächst  aus- 
führlich zu  behandeln,  werde  ich  hier  nur  auf  den  Fall  /.  =  6 
naher  eingehen. 

Ist  A  =  6,  so  kann  man  bekanntlich  die  6  Grössen  U,  ...  U,. 
den  Coefficienten  der  Gleichung  eines  linearen  Complexes  im 
dreifach  ausgedehnten  Räume  gleich  setzen.  Die  Gleichung 
(U^)4  =  0  kann  dann  mit  der  quadratischen  Relation  identi- 
ficirt  werden,  deren  Bestehen  besagt,  dass  der  lineare  Complex 

Math.-phjm.  Hasne.   I*«0.  42 
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ausartet  und  sich  auf  die  Gesammtheit  aller  Geraden  reducirt, 
die  eine  gewisse  gerade  Linie  treffen. 

Es  ergibt  sich  daraus,  dass  unsere  Reihencnlwickelung  im 
Falle  ?.  =  6  auch  für  die  Theorie  der  qualernürcn  Formen  von 
Bedeutung  ist. 

Um  den  hier  angedeuteten  Zusammenhang  in  invarianter 
Form  darstellen  zu  können,  ist  es  nothvvendig,  zuvor  die  be- 
kannte Abbildung  der  linearen  Complexe  des  dreifach  ausge-  . 
dehnten  Raumes  auf  die  Punkte  eines  Hauines  von  fünf  Dimen- 
sionen etwas  nüher  zu  untersuchen. 

2. 

Wir  werden  weiterhin  Formen  zu  betrachten  haben,  die 
Veränderliche  eines  Gebietes  i\l"T  Stufe  und  quaternäre  Ver- 
änderliche zugleich  enthalten.  Für  die  Veränderlichen  und  in- 
varianten Processe  des  Gebietes  6t,r  Stufe  werden  wir  dabei 
die  bisherige  Bezeichnungsweise :  deutsche  Buchstaben  und  ge- 
schweifte Klammern  beibehalten ;  zur  Darstellung  der  Opera- 
tionen des  quaternfiren  Gebiets  wollen  wir  dagegen,  um  Ver- 
wechslungen vorzubeugen,  ausschliesslich  Buchstaben  des 
grossen  lateinischen  Alphabets  und  runde  Klammern  v  erwenden. 

Pj  Q,  /{,  .  ..  ,  \ ,       Z,  . . .  seien  Symbole  von  Punkten, 
A,  By  C,  U7  V,  W,  ...  Symbole  von  Ebenen; 

sei  der  Ausdruck,  dessen  Verschwinden  anzeigt,  dass  der  Punkt 
V  und  die  Rhene  V  vereinigt  liegen: 

[xx1  vr)=  i  .\rv>  3)y  | 
(rr  IT)  =  |  uxujv9v;  \ 

seien  die  Ausdrücke,  die  verschwinden  müssen,  wenn  die 
Punkte  V,  A',  )  ,  >"  in  einer  Ebene  liegen  oder  die  Ebenen 
f  r,  f",  T,  V  durch  einen  Punkt  gehen  sollen. 

In  der  Theorie  der  quaternüren  Formen  oder  der  projectiven 
Geometrie  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  steht  mitten  inne 
zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  als  ein  drittes,  jenen  gleich- 
werthiges,  zu  sich  selbst  dualistisches  Gebilde  die  gerade  Linie, 
oder  mit  einer  leichten  Verallgemeinerung  der  lineare  Compler. 
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Dies  Gebilde  hat  eine  doppelte  Entstehungsweise,  da  man  so- 
wohl die  Punkte ,  als  auch  die  Ebenen  des  Raumes  als  die  ur- 
sprünglichen Raumelemente  ansehen  kann;  ein  und  dieselbe 
gerade  Linie  kann  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen  .4,  A'  und  als 
Verbindungslinie  zweier  Punkte  P,  P'  aufgefasst  werden.  Die 
linke  Seite  ihrer  Gleichung  erscheint  daher  in  zwei  verschie- 
denen Formen  : 

(U)  (AA'VW)  ,    (PPXX)  , 

deren  Identität  durch  jede  der  beiden  Formeln 

[AA'UU]  =  (UP,  [U'P')  -  (U'P)  [UP'i 
(  *]  [PPXX]  =  [AX){A'X')  -  [Alt)  [A'X] 

vollständig  zum  Ausdruck  gebracht  wird;  und  dieselbe  doppelte 
Bezeichnung  kommt  auch  den  linearen  Complexen  zu,  wenn  man 
festsetzt,  dass  in  (I  i)  erst  die  zweireihigen  Determinanten  der 
Grössen  Af1  A'  einerseits  und  der  Grössen  Pit  P!  andrerseits 
eine  reale  Bedeutung  haben  sollen. 

Um  nun  die  Mannigfaltigkeit  der  linearen  Complexc  des  ge- 
wöhnlichen Raumes  auf  die  Punkte  eines  Raumes  von  fünf  Di- 
mensionen abzubilden,  haben  wir  nur  eine  Form  herzustellen, 
die  die  Veränderliche  II  eines  Gebietes  sechster  Stufe  und  zu- 
gleich eine  Linie  eines  Gebietes  vierter  Stufe  linear  enthalt: 
wir  bezeichnen  sie  symbolisch  durch 

(16)  2R  =  {U2H}(ArJtf'.Y.Y')  , 

wobei  festgesetzt  werden  muss,  dass  erst  die  Productc  der  6 
Grössen  SSfci  mit  den  6  zweizeiligen  Determinanten  der  Grössen 
Mi  Mf  zusammen  eine  reale  Bedeutung  haben.  (Vgl.  M.  T.  F. 
§11.)  Die  Form  16)  enthält  also  36  Coefficienten:  und  diese 
kann  man  noch  in  mannichfacher  Weise  so  wühlen,  dass  der 
Ausdruck  (16),  gleich  Null  gesetzt,  bei  veränderlichem  U  die 
Gesammtheit  aller  linearen  Complexe  des  Raumes  darstellt. 
Eine  derartige,  besonders  zweckmassige  Wahl  der  Coefficienten 
der  Form  üft  ist  z.  B.  bei  der  folgenden  Annahme  getroffen: 

+  U4(.Y3 AV - W)+Uft (A4V -  A,V)  +  Uf (AtAV - A3  V)  ; 
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da  es  uns  aber  auf  die  invarianten  Processc  ankommt,  dureh  die 
aus  der  Form  $)l  gewisse  ihrer  Covarianten  hervorgehen,  so 
werden  wir  die  weiterhin  zu  entwickelnden  Formeln  so  schrei- 
ben, wie  sie  sich  bei  allgemeinster  Wahl  von  SM  darstellen,  da 
sonst  die  Natur  jener  Processe  nicht  hervortreten  würde. 

Wie  in  M.  T.  F.  §  H  gezeigt  worden  ist,  ist  mit  der  Form 
lf>)  noch  eine  zweite  verbunden,  die  ihr  in  doppelter  Hinsicht 
dualislisch  gegenübersteht  und  die  nämliche  Abbildung,  aber 
im  umgekehrten  Sinne  vermittelt;  wir  bezeichnen  sie  durch 

(17)  g  =  {EX}  {NN'  UU')  . 

Wir  denken  uns  diese  Form  irgendwie  als  Covariante  fünf- 
ten Grades  der  Form  sDl  dargestellt,  und  normiren  die  Form  sSl 
dann  nachtraglich  so,  dass  die  simultane  Invariante 

(18)  J  =  J  {im}  l(A'4/)  [X'M')  -  [NM')  (N'M)] 

den  Werth  Kins  erhält,  und  dass  die  Grundform  SM  aus  ihrer 
Covariante  S}J  selbst  wieder  durch  den  nämlichen  Process  her- 
vorgeht, durch  den  9i  aus  9)1  entstanden  ist.  Damit  ist  dann 
die  Form  9i  völlig  bestimmt;  bei  der  obigen  besonderen  Wahl 
von  9R  z.  B.  erhält  sie  den  Werth 

^=xjrr1r;-r/V)  +  xs(rjV-^^V)+x3(r'lrV-'r,  IV) 

Bei  dieser  Annahme  von  9)1  ist  es  also  nicht  mehr  nöthig, 
durch  Hinzufttgung  eines  Zahlenfactors  nachträglich  abzu- 
ändern.) 

Zwischen  den  nunmehr  als  bekannt  anzusehenden  Formen 
Ü)i  und  VJ{  bestehen  zwei  Relationen,  deren  jede  besagt,  dass 
beide  Formen  dieselbe  Abbildung  darstellen  vgl.  M.  T.  F.  §11, 
Formel  (:*)  und  (ia)  oder  (5  : 

(19)  {UÜR}  ffiXX}  [(SM)  [VM'i  -  (SM')  S'M)  =  {U*} 
und 

(2 0)  (91  m)  (M M '  V  X ')(SyiJU')=(U X)  ( V  X ')  -  ( UX ')  ( V  X)  , 

von  denen  die  letzte  auch  in  einer  der  drei  folgenden  Gestalten 
geschrieben  werden  kann: 
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(20b)  (ft  2H)  (Jf  JT  A'A")  [(A' )')  (A"}")  -  (A  )  ')  (A7'}')]  =  (AA'  >'  >") , 
(20c)  {&m)(NN'UU')  l(VM)  (V'M')  -  (V'M)(YM'))  =(UU'VV) 

(20d)  WKtfW*W^^^ 

=  {UX)  [U'X')  -  [UX')  ( U'  X). 

Setzt  man  die  Form  16)  gleich  Null,  so  wird  dadurch  jeder 
linearen  Mannigfaltigkeit  U  fünfter  Stufe  des  Gebietes  sechster 
Stufe  ein  linearer  Complex  des  Raumes  von  drei  Dimensionen 
zugeordnet,  umgekehrt  aber  jedem  Complex  ein  Punkt  des  Ge- 
bietes sechster  Stufe.  Sucht  man  nun  zu  der  Mannigfaltigkeit 
II  den  entsprechenden  Complex,  hierauf  zu  diesem  Complex  wie- 
der den  entsprechenden  Punkt,  so  enthalt  man  den  Pol  der  Man- 
nigfaltigkeit U  in  Bezug  auf  eine  quadratische  Mannigfaltigkeit, 
die  durch  Nullsetzen  der  Covariante 


2i)     o  =  (uop  —  {u  aw , }  {u  2)f  s}  (jr4  jv  *tt  *,') 

dargestellt  wird.  Ebenso  gelangt  man  zu  der  Covariante 
(22)         ©  =  {my  =      ,  X)  {%  X)  (\{  AV  .V,  A4')  . 

Die  quadratischen  Mannigfaltigkeiten,  die  durch  die  Glei- 
chungen 0  =  0  und  ®  =  0  dargestellt  werden,  haben  selbst 
eine  einfache  geometrische  Bedeutung:  Die  ihnen  angehörigen 
Räume  U  und  Punkte  X  sind  dieselben  Räume  und  Punkte,  die 
durch  die  Formen  92  und  2)2  den  Geraden  des  Raumes  zugeord- 
net werden.  In  der  That  findet  man  sofort  die  Relationen 

{%0)  :\tNt'UU')(XtNt'VV')  =  {UV  W) 

1   }    {®Wi}{mi%}{MlMt'XX')(MtMt'YY')={XX'YY')  , 

die  gerade  dieses  Verhältniss  zum  Ausdruck  bringen,  wenn  man 

die  Gerade  UU'  mit  der  Geraden  VV'  und  die  Gerade  AA'  mit 

der  Geraden  YY'  zusammenfallen  lässt.  Macht  man  nicht  diese 
besonderen  Ausnahmen,  so  wird  man  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  Formeln  (2<)  . . .  (23)  wie  folgt  aussprechen  können: 
Es  seien  (A%A ,'  UU')  ,  (P.P/AA')  und  (A%AJUU'\, 
(PtP%'XX)  die  doppelten  Darstellungen  zweier  linearer  Com - 

plexe  C.  und  Cs ,  so  dass  zwischen  den  Symbolen  AJi'  und  den 

Symbolen  P,  P,',  sowie  zwischen  den  Symbolen  .4^1,  und  den 
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Symbolen  P4P4'  die  Relationen  (45)  bestehen;  und  es  mögen 
beide  Complexe  conjitgirt  sein,  d.  h.  es  möge  die  simultane  In- 
variante 

=^^lps^:J/p^-(J,^)(J/pJ=(.44p;^V^')-Mtp4')M4'p, 

den  Werth  Null  haben. 

Dann  werden  den  Complexen  C,  und  C4  durch  die  Form  3)t 
zwei  Punkte  und  s$4  des  Gebietes  sechster  Stufe,  und  durch 
die  Form  SJJ  zwei  Mannigfaltigkeiten  2(4  und  91,  zugeordnet. 

Es  sind  nun  nach  (23)  ty{  und  ^4  conjugirt  in  Bezug  auf 
die  Mannigfaltigkeit  ®  =  0  und  %{  und  $l4  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  Mannigfaltigkeit  0  =  0;  d.  h.  es  bestehen  die  Gleich- 
ungen 

Ferner  aber  sind  nach  dem  über  die  Bedeutung  der  Formen 
®  und  Q  Gesagten  31,  und  ^4  und  natürlich  ebenso  %t  und 
Polare  und  Pol  sowohl  in  Bezug  auf  die  quadratische  Mannig- 
faltigkeit ®  =  0  als  auch  in  Bezug  auf  die  quadratische  Mannig- 
faltigkeit Q  =  0  . 

Beide  quadratische  Mannigfaltigkeiten  stehen  also  in  der 
Beziehung  zu  einander,  dass  jede  von  ihnen  das  Umhüllungs- 
gebilde der  anderen  ist.  Es  lässt  sich  aber  noch  mehr  aussagen : 
Auch  die  Beziehung  der  quadratischen  Formen  ©  und  JQ  ist 
umkehrbar,  und  nahezu  identisch  mit  der  Beziehung  der  in  §  1 
und  G  und  T  bezeichneten  Formen.  Gibt  man  nämlich  den 
Formen  9)Z  und  SR  die  oben  angeführte  besondere  Gestalt,  so 
findet  sich 

Q  =  2[U1U4-T-UiU5  +  U,U.] 

und  hieraus  ergeben  sich  sogleich  die  auch  im  allgemeinen 
Falle  gültigen  Relationen 

=  -  jij  (Q,  . . .  OsX}«  . 

(«*)  , 

{UO^-^J®,  ...®.U}«, 
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(25) 


t 


In  der  Formel  (21)  haben  wir  die  Covariante  O  aus  der 
Grundform  SQl  durch  einen  einfachen  invarianten  Process  her- 
geleitet; in  der  Formel  (24)  haben  wir  sodann  die  Covariante  @ 
ebenso  durch  die  Form  >Q  ausgedrückt.  Nunmehr  gelingt  es 
uns  auch  die  Form  SR,  oder  genauer,  das  Product  der  Form  9fc 
und  der  von  uns  gleich  Eins  gesetzten  Invariante  J  einfach  dar- 
zustellen. 

Die  F'orm  91  gibt  nämlich,  gleich  Null  gesetzt,  zu  irgend 
einem  Punkt  X  des  Gebietes  fünfter  Stufe  den  entsprechenden 
linearen  Complex.  Denselben  Complex  muss  man  aber,  nach 
unseren  bisherigen  Entwickelungen,  auch  dann  erhalten,  wenn 
man  zu  dem  Punkte  X  erst  die  Polare  in  Bezug  auf  die  quadra- 
tische Mannigfaltigkeit  =  0 ,  sodann  zu  dieser  Polare  vermöge 
der  Form  9JI  den  entsprechenden  linearen  Complex  aufsucht. 
Man  bestätigt  diesen  Satz  sofort  durch  die  Rechnung:  er  wird 
dargestellt  durch  die  erste  der  Identitäten : 


{®  X}{®  9)i}  [  |  UM )  ( U'M  )  -  ( UM) ;  U3t ) )  =  {Hl  X)  [NN1  U  V ) 
{UO}{>KD}(ArA')  [XX)  -  (\X')  (NW)]  =  {113)2}  (MM  XX). 


Von  der  hier  entwickelten  Theorie  lassen  sich  zahlreiche 
Anwendungen  machen,  wiewohl  wir  erst  einen  kleinen  Theil 
des  wahrscheinlich  sehr  grossen  Formensystems  der  Form  sitt 
betrachtet  haben. 

Es  lassen  sich  z.  B.  die  linearen  Transformationen,  die  die 
quadratischen  Formen  ®  und  Q  in  sich  selbst  überführen, 
leicht  durch  quaternäre  bilineare  Formen  darstellen;  und  es  hat 
keine  Schwierigkeit,  den  begrifflich  selbstverständlichen  Iso- 
morphismus der  von  jenen  Transformationen  gebildeten  Gruppe 
mit  der  Gruppe  der  linearen  Transformationen  des  gewöhn- 
lichen Raumes  auch  durch  wirkliche  Ausrechnung  nachzuweisen. 
Es  gestaltet  sich  diese  Betrachtung  ganz  analog  der  in  M.  T.  F. 
§  16  durchgeführten  Untersuchung.  Wir  wenden  uns  im 
nächsten  §  zu  einer  anderen  Anwendung,  zur  Uebertragung  der 
in  §  1  aufgestellten  Reihenentwickelung  aus  dem  Gebiet  sechster 
Stufe  in  das  quaternäre  Gebiet. 
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3. 

Wiewohl  man  die  im  vorigen  §  eingeführten  Formen  ®  und 
O  nicht  schlechthin  an  Stelle  der  in  §  1  betrachteten  Formen  (i 
und  V  setzen  darf,  da  die  Identitäten  (2)  und  4}  bei  Substitution 
der  Werthe  3  =  \  und  X  =  6  nicht  unmittelbar  in  die  For- 
meln 24)  übergehen,  so  können  doch  [die  in  §  1  aufgestellten 
Reihenentwickelungen  unverändert  auf  die  Formen  ®  und  Q 
Ubertragen  werden;  denn  die  simultane  Invariante  [(§>,£}]  = 
(®C}4,  auf  die  es  hier  allein  ankommt,  hat  thatsächlich  den 
numerischen  Werth  Eins.   (Formel  (25) .) 

Um  nun  die  Reihenentwickelung  (I  2)  in  das  quaternäre  Ge- 
biet zu  Ubertragen,  denken  wir  uns  den  veränderlichen  Punkt 
X  des  Gebietes  fünfter  Stufe  dargestellt  durch  einen  linearen 

Complex  .VA';  d.  h.  wir  setzen 

(27)  {US}  =  {U3R} (UM'XX) , 

und  nehmen  an;  dass  erst  den  zweizeiligen  Determinanten  der 
Grössen  AVA'/  eine  reale  Bedeutung  zukommt.    Vgl.  M.  T.  F. 
§  11,  S.  Hl.) 
Seien 

(28)  (XXYT)  =  (X%X[YY)  =  [X%X'%\  > ")  =  ••• 

verschiedene  Darstell ungsforraen  desselben  Complexes,  so  er- 
halten wir  dann  auf  Grund  der  zweiten  Formel  (23)  die  Identität 

(29  [my  -  {xtxi x*xa  . 

Durch  die  Substitution  (27)  geht  aus  jeder  Form  {%X]m , 
in  der  die  Veränderliche  X  des  Gebietes  sechster  Stufe  im  mUn 
Grade  auftritt,  eine  Form  des  quaternären  Gebietes  hervor,  in 
der  die  sechs  Coordinaten  des  linearen  Complexes,  die  Determi- 
nanten der  Symbole  A-,  A/  ebenfalls  im  mton  Grade  auftreten. 

Wir  wollen  für  diese  Form  eine  besondere  symbolische 
Bezeichnung  einführen,  indem  wir  schreiben 

(30.       f=  [{«a»}  [jfjrjrr  p  =  (ppxrr  . 

Das  Bildungsgesetz  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  ist 
natürlich  so  zu  verstehen,  dass  erst  die  zweizeiligen  Determi- 
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nanten  der  Grössen  Pt ,  P-  elementare  Symbole  sind,  von  denen 
je  m  mit  einander  multiplieirl  eine  reale  Bedeutung  haben. 
Setzen  wir  fest,  dass  der  Ausdruck 

(p'pppy  {ppXX')m-*k 

in  der  Weise  berechnet  werden  soll,  dass  man  in  jeder  Deter- 
minante die  durch  das  Zeichen  ^  vereinigten  Symbole  zuerst  zu 
zweizeiligen  Determinanten  verbindet,  diese  durch  Eletnentar- 
symbole  ersetzt,  und  hierauf  erst  die  Determinanten  ausrechnet 
und  mit  einander  multiplieirl,  so  hat  der  angeführte  Ausdruck 
einen  völlig  bestimmten,  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedenen 
Werth;  er  ist  eine  Covariante  der  Form  /'.  Diese  Covariante 
nun  entspricht  der  in  §  I  betrachteten  Covariante 

[F,Ö*]  =[{«Q}*]*  . 

■ 

Man  findet  bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Formeln  (21) 
und  30  die  Identität: 

(31)  [F,  a*]  =  (p>p>)*(pmf-,i . 

Hiermit  haben  wir  alle  llülfsmiltel  beisammen,  um  die 
Heihenentvvickelung  des  §  1  aus  dem  Gebiet  sechster  Stufe  in 
das  quaterniire  Gebiet  zu  übertragen:  Man  hat  nur  C  und  /* 
durch  ®  und  C  zu  ersetzen,  der  Zahl  l  den  Werth  sechs  beizu- 
legen, /'  an  Stelle. von  F  zu  schreiben,  und  dann  für  (ty  und 
[F,  3Cfr)  ihre  Werthe  aus  den  Formeln  (29)  und  (31)  einzutragen. 

Wir  wollen  diesen  Übergang  in  der  Weise  ausfuhren,  dass 
wir  noch  die  Covariante  (31)  durch  das  Symbol  eines  Proccsses 
darstellen,  durch  dessen  wiederholte  Anwendung  sie  entsteht. 
Setzen  wir 

(32)  •    Jf  —  (gj  \PP'  PP)PP\  Ä')'"'1  . 
so  wird 

(.33)  *f  =  (£)  ("'  7 2) ...  (m-\k+*)(rPfrt (pMrr-* ; 

setzen  wir  ferner 

(34)  P  =  4  (XX'XX*)  =  4  (A't a; A,  X$ 
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(Vgl.  Formel  (29i),  so  erhalten  wir  nunmehr  folgende  Reihen- 
cntwickeluns; : 

/• = {f+  p  •   +   ^  •    +  9«  p-  •  +t  +  •  •  •) 

+    p.  {-//  +  "?„p  >4*f+  'i,/  •  <#Y+  ••■} 

(35;  {  +  *t  P»  .  {^Y+  ijfl  P  •        +  -  } 

+  .{J3f+  •••} 


worin  die  Coefficienlen  die  Werthe  haben : 

1  1 


(36) 


'iit  =  + 


1  1 


1  .  2    (m  — 2i-H)(m  — 2i)  ' 

 \_   1  

9<»  —      1.2.3    (ro  —  8i+1)(m—  2/j(m  —  2/—  1) 


37) 


I 


I 


i 


4 


1.2    rn(m— 1)  ' 
1  I 


4.2.3  (m_1)(m_2)(m-3) 


Sagen  wir,  die  identische  Covariante  77=  |  //f/  f/£/  sei  zu 
der  Form  /  p apolar h,  wenn  die  Covariante  Jf  identisch  ver- 
schwindet, so  können  wir  nunmehr  folgenden  Satz  aussprechen: 

Im  quaternären  Gebiete  Idssl  sich  eine  jede  algebraische  Form. 

***** 

in  der  die  Coordinalen  eines  linearen  Complexes  XX'  im  mttn 
Grade  vorkommen ,  auf  eine  einzige  Art  nach  Polenzen  der  iden- 
tischen Covariante 

V  =  1  (XX'XX>) 
entwickeln,  so  dass  die  identische  Covariante 

u  =  \{üv'uir\ 

zu  dem  Coefficicnten  eines  jeden  Entwickelungsnliedes  apolar  ist. 
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Natürlich  lassen  sich  auch  die  übrigen  Eigenschaften  der 
in  §  I  betrachteten  Reihe  ohne  Weiteres  übertragen:  Das  Ver- 
schwinden der  /.  ersten  Glieder  ist  die  notbwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  die  Form  /'  den  Factor  I* 
hat,  u.  s.  f. 

Besondere  Beachtung  verdient  der  Umstand,  dass  die 
Keihenentwickelung,  die  unserer  Reihe  dualistisch  gegenüber- 
steht, von  ihr  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 

Die  zu  (35)  dualistische  Reihenentwickelung  erhalten  wir 
nämlich,  wenn  wir  die  Symbole  XX  und  Pr  mit  Uli'  und  AA' 
vertauschen,  und  zugleich  die  Operation  J  durch  die  dualislisch 
gegenüberstehende  Operation  1)  ersetzen.  Nun  können  wir  aber 
die  algebraischen  Formen  (PlyXX')m  mkd(AA'UU')m  als  identisch 
betrachten,  d.  h.  w  ir  dürfen  annehmen,  dass  zwischen  den  Sym- 
bolen A,  A'  und  P,  Iy  die  Relationen  (15)  bestehen. 

So  erhalten  wir  jede  unserer  Reihenentwickelungen  noch 
in  einer  zweiten  Gestalt;  die  zweite  Gestalt  der  ersten  Reihe 
z.  B.  entsteht,  wenn  man  den  Ausdruck 

{fl'Pi')1*  [ppxx'y»-** 

durch  den  ihm  identisch  gleichen  Ausdruck 

{AA'AA')k  [  (AX)  (A'V)  -  (A  A'j  (/J'.Y)]m-«* 

ersetzt.  Nimmt  man  nun  überdies  noch  an,  dass  die  Complexe 
AA'  und  Uu  identisch  sind,  so  geht  die  zweite  Gestalt  der 
ersten  Reihe  über  in  die  erste  Gestalt  der  zweiten  Reihe,  und 
umgekehrt. 

Auch  die  beiden  in  §  1  betrachteten  Reihenentwickelungen 
des  Gebietes  Ätor  Stufe  hüllen  wir  von  vorn  herein  als  nicht 
wesentlich  verschieden  ansehen  können.  Durch  die  quadra- 
tischen Formen  (!  und  /'  wird  nämlich  jedem  Punkt  X  des 
Gebietes  A,,r  Stufe  eine  lineare  Mannigfaltigkeit  /  —  \x*r 
Stufe  U,  die  Polare  von  X,  zugeordnet. 

Beide  Gebilde  bestimmen  sich  gegenseitig,  und  können  da- 
her, bei  geeigneter  Abänderung  der  symbolischen  Bezeichnung, 
durch  ein  und  dasselbe  Zeichen  dargestellt  werden.  Statt  der 
beiden  Reihenenlw  iekelungen  des  §  1  erhalt  man  dann  nur  noch 
eine  einzige  Reihenentwickelung.  Indessen  überschreitet  die 
Ausführung  dieses  Gedankens,  der  in  seiner  weiteren  Kntwicke- 
lung  zu  einer  Invariantentheorie  der  Kruppe  der  reo iproken  Radien 
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im  Räume  von  l  —  2  Dimensionen  führt,  bei  Weitem  die  Gren- 
zen dieser  Arbeit;  sie  mag  einer  späteren  Darstellung  vorbe- 
halten bleiben. 

Ein  Theil  der  Ergebnisse  dieses  §  ist  nicht  neu:  das  erste 
Glied  der  Heihenentwickelung  (35!  ist  schon  vor  langer  Zeit  von 
Clebsch  angegeben  worden1).  Günsen  sprach  den  auf  S.  186 
angegebenen  Satz ,  soweit  er  sich  auf  das  erste  Glied  der  Reihe 
bezieht,  so  aus: 

» Die  Gleichung  f(p)  —  0  lüsst  sich  immer,  und  nur  auf  eine 
Weise  durch  Anwendung  von  P  =  0  so  modificiren,  dass  man 
sie  als  symbolische  Potenz  eines  speciellen  linearen  Complexes, 
d.  h.  einet  solchen  betrachten  darf  dessen  Gerade  sämmtlich  eine 
feste  Gerade  schneiden.« 

Hier  bedeutet  f(p)  einen  homogenen  Ausdruck  mWn  Grades 
in  Liniencoordinaten  d.  h.  in  zweizeiligen  Determinanten 
der  Grössen  A,  ,  A"/  ; 

P  =  J  (XX' XX)  =  0 

ist  die  auch  von  uns  gebrauchte  Bezeichnung  für  die  zwischen 
den  sechs  Liniencoordinaten  bestehende  quadratische  Identität. 
Der  Satz  besagt,  dass  man  jeden  Liniencomplex  mtm  Grades 
durch  eine  Gleichung 

(PWA7"  =  0 

darstellen  kann,  worin  das  Symbol  PP'  die  Eigenschaft  des 
Symbols  eines  speciellen  linearen  Complexes  hat.  dass  nämlich 

jede  Form  mit  dem  Factor  (PI'PP')  identisch  verschwindet. 

Der  Unterschied  der  hier  gegebenen  Darstellung  von  der 
Clbssch's  liegt  darin ,  dass  wir  den  genannten  Satz  aus  einer 
allgemeinen  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  hergeleitet 
und  ihn  dadurch  mit  der  allgemeinen  Apolaritiltstheorie  in  Zu- 
sammenhang gebracht  haben.  Natürlich  hiitten  wir  aber,  auf 
dem  von  Clebsch  betretenen  Wege  noch  etwas  weiter  gehend, 
unsere  Reihenentwickelung  und  alle  ihre  charakteristischen 
Eigenschaften  ganz  eben  so  leicht  auch  unmittelbar  herleiten 
können,  ohne  aus  dem  quaternliren  Gebiete  herauszutreten. 

1)  tW  die  Plücker  sehen  Complexc,  Math.  Ann.  Bd.  2,  S.  <  («869). 
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SITZUNG  VOM  9.  JUNI  1890 


W.  Ostwald,  lieber  Autokatalyse. 

Bei  Gelegenheit  früherer  Arbeiten  über  Oxydations-  und 
Reductionsvorgüngc  bei  Gegenwart  »katalylischer«  Stolle  halte 
sich  mir  die  Frage  entgegengestellt,  ob  ein  Stoff,  welcher  einer 
langsam  verlaufenden  Keaction  unterliegt,  auf  sich  selbst  kata- 
U  lisch  einwirken  könne,  wenn  er  im  übrigen  die  zur  kalaly- 
tischen  Wirksamkeit  erforderlichen  Eigenschaften  besitzt.  Die 
allzu  verwickelte  Beschaffenheit  der  damals  untersuchten  Vor- 
gänge gestattete  mir  nicht,  die  Frage  befriedigend  zu  beant- 
worten. 

Während  einer  auf  meine  Veranlassung  von  Dr.  Paul  Hfnry 
ausgeführten  Untersuchung  über  die  Gesetze,  welchen  die  Um- 
wandlung der  /-Oxysäuren  in  Lactone  unterliegt,  ergab  sich 
eine  Gelegenheit,  diese  für  die  Theorie  der  chemischen  Vor- 
glinge wesentliche  Frage  in  entscheidender  Weise,  und  zwar  be- 
jahend zu  beantworten.  Die  Thatsachen,  auf  welche  sich  diese 
Entscheidung  stützt,  sind  folgende. 

Das  aus  der  Lävulinsäure  durch  Reduclion  mit  Natrium- 
amalgam zu  erhaltende  Valerolacton  C//3-C//- C//*-C//4 

\    .  I 

^O—CII  ist  eine 

weit  stabilere  Verbindung,  als  die  entsprechende  /-Oxyvalerian- 
siiure  CH3CII(CII)  CH*-CH*-CO  OH.  Dementsprechend  ver- 
wandeln sich  wässerige  Lösungen  der  Säure,  (die  man  aus  dem 
gut  krystallisirenden  Silbersalz  durch  Zersetzen  mit  verdünnter 
Salzsäure  bei  0°  rein  erhält)  unter  Wasserverlust  allmählich  in 
solche  des  Lactons.  Es  war  vorauszusehen,  dass  dieser  Vor- 
gang wie  viele  andere  durch  die  Gegenwart  fremder  Säuren 

Math.-pbys.  ('las*.-.  181*0.  .  <3 
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» katalytisch «  beschleunigt  werden  würde.  Dies  trifft  nun  in  der 
That  zu;  in  salzsäurehaltiger  Lösung  geht  die  Bildung  des  Lactons 
(welche  man  durch  Titriren  der  Flüssigkeit  mit  verdünntem  Ba- 
rytwasser leicht  verfolgen  kann)  weit  schneller  vor  sich,  als 
für  sich. 

Da  hier  wie  in  allen  früher  untersuchten  Fallen  die  zuge- 
setzten Säuren  ihre  beschleunigende  Wirkung  nach  Massgabe 
ihrer  Affinitätscoefficienten,  d.  h.  ihres  Gehaltes  an  activem  oder 
elektrolytisch  dissociirtem  Wasserstoff  ausüben,  so  gab  es  für 
die  Thatsache,  dass  die  wässerige  Lösung  der  Saure  freiwillig  in 
das  Lacton  übergeht,  zwei  Erklärungen.  Entweder  die  y-Oxy- 
valeriansäure  katalysirt  sich  selbst  vermöge  des  in  ihrer  Lösung 
vorhandenen  Antheils  elektrolytisch  dissociirter Molekeln,  speciefl 
des  Wasserstoffs,  oder  es  ist  unabhängig  von  dem  dissociirten 
Antheil  die  Säure  als  ein  unbeständiger  Stofr  anzusehen,  welcher 
auch  ohne  die  Gegenwart  katalysirendcr  Säurewasserstoffatome 
der  allmählichen  Umwandlung  unter  Wasserverlust  unterliegt. 

Die  Alternative  Hess  sich  auf  folgende  Weisezur  Entscheidung 
bringen.  Setzt  man  zu  der  Lösung  der  Säure  eine  gewisse  Menge 
ihres  Natriumsalzes,  so  geht  der  Dissociationszustand  derselben 
stark  zurück.  Denn  sei  a  die  Anzahl  der  Säurejonen,  h  die  der 
Wasserstoffjonen,  so  findet  nach  den  Gesetzen  der  Massenwirkung 
Gleichgewicht  statt,  wenn  das  Product  ah  einen  bestimmten 
Werth,  etwa  c  angenommen  hat.  Wird  nun  durch  Zusatz  eines 
Salzes,  welches  dasselbe  Jon  u  enthält,  die  Menge  dieses  Jons 
vermehrt,  so  wird,  da  immer  die  Gleichung  ah  =  c  bestehen 
muss,  die  Grösse  h  entsprechend  abnehmen,  d.  h.  die  Dissocia- 
tion  der  Säure  geht  zurück.  In  unserem  Falle  ist  der  Rückgang 
ein  bedeutender,  da  der  dissociirte  Antheil  der  Säure  nicht 
gross  ist. 

Wenn  also  die  freiwillige  Umsetzung  der  Säure  in  Lakton 
aus  der  Beschaffenheit  derselben  heraus,  und  nicht  infolge  des 
kataly tischen  Einflusses  der  vorhandenen  Wasserstoffjonen  er- 
folgt, so  müsste  der  Zusatz  eines  Salzes  dieser  Säure  den  Vor- 
gang nicht  wesentlich  beeinflussen.  Im  anderen  Falle  aber 
müsste,  da  durch  diesen  Zusatz  die  Wasserstoffjonen  fast  zum 
Verschwinden  gebracht  werden,  die  Selbstzersetzung  der  Säure 
fast  völlig  aufhören.  Der  Versuch  hat  im  zweiten  Sinne  ent- 
schieden: bei  Gegenwart  des  Neutralsalzes  behält  die  y-Oxy- 
valeriansäure  ihren  Säuretiter  tagelang  fast  unverändert  bei  und 
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lüsst  nur  einen  äusserst  langsamen  Uebergang  in  das  Lacton  er- 
kennen. 

Umgekehrt  geht  der  Uebergang  bei  Gegenwart  von  Salz- 
saure,  wie  schon  erwähnt  wurde,  mit  grosser  Schnelligkeit  vor 
sich.  Da  in  diesem  Falle  durch  die  Salzsäure  eine  grosse  Anzahl 
von  Wasserstofljonen  in  die  Lösung  gebracht  wird,  so  wird  in 
dem  constanten  Product  ali=  c  wegen  des  starken  Anwachsens 
von  h  der  Factor  a  sehr  klein  werden  müssen,  d.  h.  auch  hei 
Gegenwart  von  Salzsäure  geht  die  Dissociation  der  Ox\  säure  sehr 
stark  zurück.  Da  trotzdem  die  Umwandlung  in  das  Lacton  sehr 
schnell  erfolgt,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  der  nicht 
dissociirte  Antheil  der  Säure  derjenige  ist,  welcher  die  Um- 
bildung zu  Lacton  erleidet. 

Es  wirken  also  in  der  reinen  Lösung  der  Säure  die  Wasser- 
stofljonen, welche  aus  dem  dissociirten  Antheil  stammen,  kata- 
lytisch  auf  den  nicht  dissociirten  ein.  Aus  diesem  Ergebniss 
lässt  sich  ein  weiterer  beuch tens werther  Schluss  ziehen.  Da  es 
sich  hier  um  die  Betheiligung  zweier  Factoren  handelt,  welche 
beide  mit  der  Menge  der  noch  nicht  in  das  Lacton  umgewandel- 
ten Säure  veränderlich  sind,  so  muss  der  Vorgang  durch  eine 
Reactionsgleichung  von  der  Gestalt,  wie  sie  für  die  Wechsel- 
wirkung zweier  verschiedener  Stoffe  gilt,  darstellbar  sein  und 
nicht  den  Gesetzen  solcher  Vorgänge  folgen,  bei  denen  nur 
ein  einziger  Stoff  eine  Aenderung  seiner  Menge  erfährt.  In  der 
That  wurden  wir  auf  die  Bedeutung  der  vorbeschriebenen  Er- 
scheinungen aufmerksam,  als  Dr.  Henry  vergeblich  seine  Ver- 
suche über  die  Selbstzersetzung  der  Säure  ohne  fremde  Zusätze 
durch  die  Reactionsgleichung  erster  Ordnung  darzustellen  ver- 
suchte. Die  Reactionsgleichung  zweiter  Ordnung  erwies  sich  da- 
gegen im  Einklang  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtungen. 

Die  Einzelheiten  dieser  Untersuchungen,  welche  von  Dr. 
P.  Henry  mit  bemerkcnswerther  Ausdauer  und  Geschicklichkeit 
durchgeführt  wurden,  werden  in  der  Zeilschrift  für  physikalische 
Chemie  zum  Abdruck  gelangen. 
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Friedrich  Engel,  Zur  Invariantentheorie  der  Systeme  von 
Pfa/I'svhen  Gleichungen.  [Zweite  Mittheilung.) 

In  einer  früheren  Mittheilung  (diese  Berichte  1889,  S.  15" 
—  1 70)  habe  ich  bereits  einige  Satze  über  Systeme  von  Pfaff'  sehen 
Gleichungen  entwickelt.  Ich  ging  davon  aus,  dass  jedes  solche 
System  zwei  verschiedene  Auffassungen  zulUsst  (a.  a.  O.  S.  158). 
erstens  nämlich  kann  es  als  ein  System  von  Differentialglei- 
chungen betrachtet,  zweitens  aber  auch  so  gedeutet  werden,  dass 
es  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bestimmt.  Der  Grundgedanke  meiner  Arbeit  bestand 
nun  darin,  dass  ich  diese  Doppelnatür  der  Systeme  von  Pfaff- 
schen  Gleichungen  benutzte,  um  Gleichungensysteme  zu  bilden, 
welche  mit  einem  vorgelegten  Systeme  von  PpAFF'schen  Glei- 
chungen invariant  verknüpft  sind. 

Die  Fruchtbarkeit  der  hiermit  bezeichneten  Methode  ist  mir 
inzwischen  erst  recht  klar  geworden.  Im  Folgenden  will  ich 
einige  neue  Sülze  mittheilen,  zu  denen  ich  durch  Anwendung 
dieser  Methode  gelangt  bin.  Bevor  ich  aber  zur  Ableitung  der 
betreffenden  Siitzc  übergehe,  stelle  ich  in  §  1  eine  Reihe  von 
allgemeinen  Bemerkungen  über  den  Begriff:  »System  von  Pfafk- 
scheo  Gleichungen«  zusammen.  Der  §  1  enthalt  also  nichts 
Neues,  sondern  dient  nur  zur  Orientirung  für  das  SpHtere. 

§ ). 

Es  sei : 

in 


Digitized  by  Google 


Zi  r  Invarianteytheorie. 


193 


ein  System  von  n  —  m  unabhängigen  PpAPP'schen  Gleichungen 
in  den  n  Veränderlichen  j\  . . .  xn.  Deuten  wir  darin  dxK . . .  dxn 
als  die  unendlich  kleinen  Zuwachse,  welche  die  Veränderlichen 
xt,..xn  hei  einer  infinitesimalen  Transformation  erhalten,  so 
bestimmt  unser  System  (1 .)  eine  Schaar  von  infinitesimalen 
Transformationen.  Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
dieser  Schaar  erscheint  hei  Benutzung  der  Abkürzungen: 

V-k£+^Wk£;  fr-«--: 

in  der  Form: 

wo  die  Xfi  willkürliche  Functionen  von  xK . . .  :rn  bezeichnen.  Das 
Symbol  (2.)  ist  daher  im  Grunde  nur  eine  neue  analytische  Dar- 
stellung des  Systems  PPAFp'scher  Gleichungen  [\ .). 

Man  kann  mit  dem  Systeme  (1.)  auch  eine  anschauliche  Vor- 
stellung verbinden.  Durch  die  Gleichungen  (\.)  wird  nämlich 
jedem  Punkte  des  Raumes  x j . . .  Xfi  ein  ebenes  Bündel  von  oom"* 
Fortschreitungsrichtungen:  dx{  :  dxt  :  .  .  .  :  dxn  zugeordnet. 
Denkt  man  sich  in  jedem  Punkte  des  Raumes  das  zugehörige 
Bündel  von  Fortschreitungsrichtungen,  so  erhalt  man  eine  Figur, 
welche  das  genaue  geometrische  Bild  des  Systems  (4.)  ist.  Zu 
derselben  Figur  gelangt  man  natürlich,  w  enn  man  sich  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  alle  die  Fortschreitungsrichtungen  construirt 
denkt,  welche  der  Inbegriff' aller  infinitesimalen  Transformationen 
2.)  dem  Punkte  zuordnet. 

Wir  werden  im  Folgenden  diese  von  Lie  herrührende  geo- 
metrische Deutung  des  Systems  (1 .)  häufig  anwenden. 

Mit  der  Schaar  der  infinitesimalen  Transformationen  (2.) 
und  also  auch  mit  dem  Systeme  ( I .]  ist  das  System  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen : 

»■)  ••*«/■=  0,  ...  Amf=*Q 

invariant  verknüpft  und  zwar  ist  diese  Verknüpfung  eindeutig 
umkehrbar;  man  kann  deshalb  in  vielen  Fällen  mit  dem  Systeme 
(3.)  operiren,  das  Ergebniss  lässt  sich  dann  sofort  auf  die 
Schaar  der  infinitesimalen  Transformationen  (2.)  und  auf  das 
System  (1.)  übertragen. 
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Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  geometrische  Deutung 
des  Systems  der  Pfaff  sehen  Gleichungen  (4.)  auch  auf  das 
System  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (3.)  an- 
wendbar ist. 

Wir  wollen  im  Folgenden  immer  voraussetzen ,  dass  das 
System  der  PfafPschen  Gleichungen  (\.)  nicht  unbeschränkt  inte- 
grahel  ist.  Diese  Forderung  kommt  darauf  hinaus ,  dass  die  m 
Gleichungen  (3.)  kein  w-gliedriges  vollständiges  System  bilden 
dürfen ;  mit  andern  Worten :  die  Ausdrücke : 

dürfen  nicht  alle  identisch  verschwinden. 

Endlich  wollen  wir  noch  eine  Ausdruckswreise  einfuhren, 
welche  in  vielen  Füllen  ausserordentlich  bequem  ist.  Wenn 
nämlich  zwei  infinitesimale  Transformationen  }  /'  und  Zf  in  einer 
solchen  Beziehung  stehen,  dass  Zf  sich  in  der  Form : 

1 

darstellen  lasst,  so  wollen  wir  sagen,  dass  diese  beiden  infini- 
tesimalen Transformationen  in  Bezug  auf         •  •  %mf  als  Mo- 
duln congruent  sind,  also  schreiben  wir  an  Stelle  der  Gleichung 
die  Congruenz: 

>y(modd. *,/-... %mn  • 

§*■ 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Schaar  (2.) 
wählen  wir  irgend  eine  aus,  etwa  diese : 

IN 

und  führen  sie  auf  das  Gleichungcnsystcm  (3.)  aus.  Wir  erhalten 
auf  diese  Weise  ein  dem  Systeme  (3.)  unendlich  benachbartes 
System: 

(5.)  V+ll^°)aH|    bi-l  .-.»)  , 

welches  mit  dem  Systeme   3.)  und  der  infinitesimalen  Trans- 
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formation  Uf  invariant  verknüpft  ist;  es  ist  sozusagen  eine 
simultane  Covarianle  von  beiden. 

Werden  die  Systeme  (3.)  und  (4.)  mit  einander  vereinigt,  so 
ergiebt  sich  ein  neues  Gleichuugensystcm : 

V=0'  (V)ä<>>     =  . 

das  wegen  der  Congruenz : 

Ml 

die  Form: 

(6.)      V=°>    ".(*^*.)+  •+"«(«,«  «m)  =  ° 

d»  =  <  •■«  m) 

erhalten  kann  oder,  wenn  wir  setzen:  (SL9t,.)  =  93-,,./',  die 
Form: 

(6'.)       V  =  o,  „,»,,,/•+...  +  um8^  =  o 

(/t  =  1  ...  m)  . 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  dieses  System  eine  simul- 
tane Covariante  von  (3.)  und  Uf  ist  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt:  eine  simultane  Covariante  von  (1.)  und  Uf 

Das  gewonnene  Ergcbniss  wollen  wir  etwas  anders  aus- 
drücken. 

Sind  nämlich  dx{  ...  dxn  die  unendlich  kleinen  Zuwachse, 
welche  x{  . . .  xn  bei  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  er- 
halten, so  bestehen  Gleichungen  von  der  Form: 

dx{  s=s  tit  •  dtt  •  •  •  dxm  =  um  •  dt 

und  ausserdem : 

m 

^m+ft  *v,m+k  top       =         >*  -  "0  • 

« 

Bedenken  wir  nun,  dass  die  Gleichungen  {\.)  die  allgemeinste 
der  Schaar  (2.)  angehörige  infinitesimale  Transformation  Uf  be- 
stimmen, so  erkennen  wir  Folgendes:  Statt  zu  sagen:  »dasGlH- 
chungensystem  (6'.)  ist  mit  dem  System  (4.)  und  mit  der  infini- 
tesimalen Transformation  Uf  invariant  verknüpft«  können  wir 
auch  sagen:  »durch  Vereinigung  der  Gleichungen: 


f 
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(7.)     V=0'  d***rJ+-~  +  d*m*rmr=o 

u  —  \  •  •  •  m' 

mit  den  Gleichungen  I.  erhalten  wir  ein  Gleichuncens\ stein, 
welches  mit  dem  System  (1.  invariant  verknöpft  ist.t  Also 
hciben  wir  den 

Satz  1.  Mit  dem  System  der  Pfaff  sehen  Gleichungen : 

m 

(\.)  dxm+k  —       a[xi  •  •  •  xn)  dxu  =  0    [k  =  i  •  •  •  n  —  //<) 
ist  das  Gleichungensystem : 


(8.) 


l 

Ä'  =  1  -  -  -  /i  —  w :    u  =  \  •  •  -  m 


invariant  verknüpft.  Hier  bedeuten  ^^f  und  93 ,„/  Ausdrücke  von 
der  folgenden  Form : 


V 


w— m 


1 


Das  Sjslem  (1.)  sollte  nicht  unbeschränkt  integrabel  sein, 
es  sollten  also  die  Ausdrücke  33^,/  nicht  alle  identisch  ver- 
schwinden. Hieraus  folgt,  dass  es,  jedenfalls  solange  man 
dxt  •  •  •  dxm  nicht  ganz  besondere  Werthe  ertheilt,  unter  den 
Gleichungen  (7.)  mehr  als  m  von  einander  unabhängige  giebt. 
Wir  können  daher  annehmen,  dass  das  Gleichungensystem  (7. 
für  allgemeine  Werthe  von  dx{  . . .  dxm  gerade  m  -f-  h  >>  m  un- 
abhängige Gleichungen  enthalt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, dass  in  der  Matrix: 


y}  dxv  .  95lvapm+l    •  J>»  dx,.  •  93,,..rr 


(9.) 


•  Jp  dxp  •  %mpXn 
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zwar  alle  (h  -f-  I  -reihigen,  nicht  aber  alle  /»-reinigen  Determi- 
nanten identisch  verschwinden. 

Versuchen  wir  jetzt  das  Gleichungensystem  (8.)  begrifflich 
zu  deuten. 

Es  sei  ;r\  .  • .  xn  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  und 
dxt  ...  dxn  ein  Werthsystem,  welches  die  Gleichungen  (\.)  be- 
friedigt, doch  wollen  wir  zunüchst  voraussetzen,  dass  für  die 
betreffenden  Werthe  von  d.r{  .  .  .  dxm  nicht  alle  h -reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (9.)  verschwinden.  Wir  betrachten 
also  in  dem  ebenen  Bündel  von  oom—l  Richtungen,  welches  dem 
Punkte  xK  . . .  xn  durch  das  System  (1.)  zugeordnet  wird,  irgend 
eine  Richtung  dxi:dxt:  •  •  • :  dxn  von  allgemeiner  Lage.  Für  das 
gewählte  Werthsystem  dx{  ...dxn  reducirtsich  das  Gleichungen- 
system (8.)  auf  (7.).  Dieses  letztere  enthült  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  gerade  m  -f-  h  unabhängige  Gleichungen,  es 
ordnet  also  dem  Punkte  .r,  . . .  ;rn  eine  ebenes  Bündel  von 
00»/»+ä-i  Richtungen  zu,  welches  selbstverständlich  durch  das 
vorhin  erwähnt«'  Bündel  von  oo",~,  Richtungen  hindurchgehl. 
Also  ergiebt  sich  Folgendes: 

Ist  B  das  ebene  Bündel  von  oom~{  Richtungen,  welches  dem 
Punkte  xK  .  . .  xn  durch  das  System  der  Pfaff  sehen  Gleichungen 
(I.)  zugeordnet  wird,  so  entspricht  jeder  in  B  enthaltenen  Richtung 
von  allgemeiner  Lage  ein  ebenes  Bündel  von  ooWH,,'~4  Richtungen, 
welches  durch  B  geht. 

Betrachten  wir  andrerseits  eine  Richtung:  dxx  ...  (lxnJ  für 
welche  alle  A-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (9.)  verschwin- 
den. Einer  solchen  Richtung  entspricht  offenbar  ein  durch  // 
gehendes  ebenes  Bündel  von  höchstens  <x>m+h~i  Richtungen. 
Zugleich  ist  klar,  dass  der  Inbegriff  aller  Richtungen  dxK :  ... :  d.rn, 
für  welche  die  angegebene  Bedingung  erfüllt  ist,  zu  dem  Punkte 
jp,  .  . .  xn  und  dem  Bündel  B  in  einer  invarianten  Beziehung 
steht.  Also  erhalten  wir  den 

Satz  2.  Verschwinden  in  der  Matrix  (9.)  alle  (h  -f-  \)-reihigen 
Determinanten  identisch ,  nicht  aber  alle  h- reih  igen  und  sind 
/),...  Dq  die  h-reihigen  Determinanten ,  welche  nicht  identisch 
verschwinden,  so  ist  das  (ileichungensystem : 


(10.) 
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mit  dem  Systeme  der  PfafPsclien  Gleichungen : 

IM 

(1.)     c/am+Ä.  — jp*  d^m+kdx^  =  0  [k :  —  \  •  •  ■  n  —  m) 

invariant  verknüpft. 

Natürlich  könnte  man  statt  der  h  -  reihigen  Determinanten 
von  (9.)  auch  die  A'-reihigcn  [h'  <  h)  gleich  Null  setzen. 

§3. 

Um  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  auf  einen  be- 
sonderen Fall  anzuwenden,  betrachten  wir  in  sechs  Veränder- 
lichen x{  . . .  j*9  ein  System  von  drei  PFAFF'schen  Gleichungen: 

.)  dxz+k  -Jg*  •  •  •  jJ  dxp  =  0  (UI.m)), 

Das  mit  (H.)  invariant  verknüpfte  System  von  drei  unab- 
hängigen linearen  partiellen  Differentialgleichungen  lautet: 

Ferner  wollen  wir  setzen: 

Daun  ergiebt  sich  aus  Satz  I,  S.  196: 

Mit  dem  Systeme  (14.]  ist  das  Gleichungcnsystcm: 

1 

«^»o,  «,/•=<>,  v=o 

rfa^  :d.rt:  ^  =  93. /•:»./■:  93,/ 

invariant  verknüpft. 

Hier  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden ,  denn  die  Zahl 
der  von  einander  unabhängigen  unter  den  Gleichungen : 

(13.)  93,/*=  0,   93^-0,   SB,/  =  0 

kann  entweder  drei  oder  zwei  oder  eins  sein.  Wir  wollen  alle 
diese  Fälle  der  Reihe  nach  durchgehen. 


.12-) 
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I.  Die  drei  Gleichungen  (13.)  sind  von  einander  unabhängig. 
Das  System  (1  1 .)  ordnet  jedem  Punkte  x{ . . .  a?A  ein  ebenes 

Bündel  //  von  oo*  Richtungen  zu.  Vermöge  (12.)  ist  nun  jeder 
Richtung  von  B  ein  durch  B  gehendes  ebenes  Handel  von  oo4 
Richtungen  zugeordnet.  Auf  diese  Weise  ist  zwischen  den  oo* 
Richtungen  von  B  und  den  oo*  durch  B  gehenden  ebenen  Bün- 
deln von  oo*  Richtungen  eine  eindeutig  umkehrbare  projective 
Beziehung  hergestellt.  Der  Satz  2,  S.  1 97  liefert  hier  nichts. 

II.  Zwischen  93f  /*,  93,  f  und  933/*  besteht  eine  Identität  von 
der  Form :  # 

während  f&t  f  =  0  und  f&tf  =  0  von  einander  unabhängig  sind. 

In  diesem  Falle  ergiebt  der  Satz  2,  dass  mit  dem  Systeme 
(11.)  das  System  der  vier  PFAFF'schen  Gleichungen: 

3 

(15.)     I  dx»**~J^aAM+*d^SÄ°  (*=1>2>3J 

dxs  —  atdxt  —  at  dxt  =  0 

invariant  verknüpft  ist.  Jedem  Punkte  ap,  .. .  xk  wird  von  (15.) 
ein  ebenes  Büschel  von  oo1  Richtungen  zugeordnet,  welches  in 
dem  durch  (1 1 .)  bestimmten  Bündel  B  liegt. 

III.  bestehen  zwei  Identitäten  von  der  Form : 

(16.)         »t/Wf(aW,  »/«AM»./". 

In  diesem  Falle  liefert  der  Satz  2  ein  simultanes  System: 

(|7)      I  äVi+k-Jp*******^0      =  3) 

l    </j?s  —  ß%  dx%  =  0  ,     (/5C,  —  /?,  rf£Ct  =  0  , 

das  mit  (1 1 .)  invariant  verknüpft  ist  und  das  jedem  Punkte  eine 
in  B  liegende  Richtung  zuordnet. 

Durch  das  simultane  System  (15.)  ist  eine  Schaar  von  in- 
finitesimalen Transformationen  definirt,  deren  Symbol  lautet: 

unter  ^  eine  willkürliche  Function  verstanden.  Bezeichnet  man 
die  infinitesimale  Transformation  (18.)  kurz  mit  Xf  und  bildet 


Digitized  by  Google 


200 


Friedrich  Engkl, 


man  die  Ausdrücke:  (A'&4),  ,  (V5l3),  so  findet  man  unter 
Berücksichtigung  der  Identitäten  (16.)  sofort: 


mit  andern  Worten:  das  System:  91,/ =  0,  %J  =  0,  Ä/=  0 
bleibt  bei  allen  inlinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 
(18.)  invariant.  Von  dem  System  der  PFAFF'sehcn  Gleichungen 
(11.)  gilt  das  natürlich  ebenfalls. 


Jetzt  zu  einer  anderen  Anwendung  der  Entwiekelungen 
des  §  2. 

In  meiner  Dissertation  Math.  Ann.  XXII,  S.  \  AT.)  habe  ich 
auf  S.  'V.\  IV.  alle  Transformationen  eines  m  -f-  //)-fach  ausge- 
dehnten Raumes  /*m+„  bestimmt  ,  bei  welchen  die  H-fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten  dieses  Raumes  derart  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  dass  Berührung  erster  Ordnung 
erhalten  bleibt.  Ich  fand  damals  durch  sehr  umständliche 
Rechnungen,  dass  es  im  Falle  m  >  I  keine  anderen  wirklichen 
Transformalionen  von  dieser  Beschaffenheit  giebt  als  die  Punkt- 
transfonnationen  des  /{,„  +  „•  Ich  werde  jetzt  zeigen,  dass  dieses 
Krgebniss  aus  den  Sätzen  des  §  2  mit  Leichtigkeit  erhalten 
werden  kann. 

Sind  r,  ...  zm ,  ./ ,  t„  Punklcoordinaten  des  ttm  +  n  und 

setzt  mau 


so  handelt  es  sich  darum  in  den  m  -f-  n  -f-  mn  Veränderlichen: 


alle  Transformationen  zu  linden,  welche  das  System  der  m  Pfaff- 
schen  (ileichungen: 


(Y»„)  =  0    .no(id.?[,/\  %f,  »,/ 
(,1  =  4,  4,  3  , 


l'ui  Lu  =  1  •  •  •  m  i    i  =H  . . . ») , 


V  •'•»>  />•    «=  i ... »«;  <  =  i . ..  Mj 


i*u 


invariant  lassen. 
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Dem  Systeme  (19.)  entspricht  ein  System  von  n  -f-  mn  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen,  welches  folgendermassen 
lautet: 


(20.) 


(n  =  4  ...  m ;    /  =  1  . . .  w)  . 


Aus  dem  Satze  1,  S.  196  folgt  daher,  dass  mit  dem  System  (19. 
das  Gleichungensystem : 


21. 


r/s, 


r/.T,  =  0 


(j4  s=  1  . . .  m  ;    »  =  1  ...?») 


invariant  verknüpft  ist. 

Um  jetzt  den  Satz  2,  S.  197  anwenden  zu  können,  müssen 
wir  die  Matrix  (9.)  bilden,  welche  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
Gestalt: 


(22.) 


dp%{  '//>,,  ■  dpindxt   0   •   0  f/.r4  0   -  (l.rn  0    •  0 


rfftm  ''/>«,«  '  <IPnm  0     0    '  ilTK    0    0-0     0    •  dxn 


erhält,  sodann  haben  wir  von  dieser  Matrix  alle  m- reihigen 
Determinanten  gleich  Null  zu  setzen  und  die  erhaltenen  Glei- 
chungen zu  dem  Systeme  (19.  hinzuzufügen.  Wir  bekommen 
auf  diese  Weise  das  folgende  mit  (19.)  invariant  verknüpfte 
Gleichungensystem : 

m*  \     I        =  0  »  *  *  *  tlZnl  =  0  '  dx*  =  0  »  '"  d'Tn  =  ° 
W     |  z/1==0,  ...^  =  0  . 
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Hierin  bezeichnen  JK  . .  .  Jq  die  »i-reihigen  Determinanten  der 
Matrix : 


•  .  . 
dpm  ■  dp 


'24.) 


doch  treten  die  Gleichungen:  Jt  =  0 ,  . . .  Jq  =  0  natürlich 
nur  dann  auf,  wenn  m      n  ist. 

Jede  Transformation  in  den  Veränderlichen  3«,  &itPuii  welche 
19.)  invariant  lüsst,  muss  auch  das  System  (23. )  invariant 
lassen.  Ist  nun  m  >>  n,  so  hat  (23.)  die  einfache  Form: 

(25.)     dzK  =  0,  ...(izrn  =  0,  dx{=0,  ...</.rn  =  0  . 

Ist  andererseits  m  ^  n ,  aber  >  1 ,  so  werden  die  J  ganze 
Functionen  zweiter  oder  höherer  Ordnung  von  den  dp^  und  es 
ist  daher  klar,  dass  eine  Transformation,  welche  das  System  (83.) 
invariant  lässt,  auch  das  durch  Fortlassung  der  Gleichungen: 
JK  =  0  ,  . . .  Jq  =  0  entstehende  Gleichungensystem  invariant 
lassen  muss.  Wir  bekommen  somit  den 

Satz  3.  Ist  m  >  1 ,  so  lüsst  jede  Transformation  in  den  Ver- 
änderlichen zH ,  .r, ,  pp{ ,  welche  das  System 

n 

(\ 9.)  d %p  ~2  Pf*  (lao< =  0    (/«  =  *...  *w) 

invariant  lässt,  auch  das  System: 

(25.)      dz^  —  0,  dx{  =  0    (ff  a=  4  . . .  m;  i '  =  1  . . .  n) 

invariant  und  ist  daher  eine  erweiterte  Punktlransfortnation  des 
Raumes  Sf  • . .  sm,  xg  .  •  •  a?n. 

Auch  für  ///  =  4  liefern  uns  die  obigen  Betrachtungen  ein 
bemerkenswerthes  ßrgebniss.  Sie  zeigen  nUmlich,  dass  mit  der 
PFAFp'schen  Gleichung: 


N 


(26.)  dz  —  ^  Pidx^O 

i 

das  System: 

(27.)         r/3  =  0,  f/.-r,=  0,  dpi  =  0    (trs4  ...«) 
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invariant  verknüpft  ist  und  zwar  gilt  diese  Beziehung  offenbar 
nicht  blos  gegenüber  Transformationen  in  den  Veränderlichen 
z,  x,  p  allein,  sondern  auch  gegenüber  allen  Transformationen 
in  3 ,  x{ . . .  xny  Pi  . . .  pn  und  beliebig  vielen  anderen  Veränder- 


Satz  4.  Jede  Transformation  in  den  Veränderlichen :  z}xi...x 
px  . . .  pu1  ut  ...  Wo  ,  welche  die  Pfajf'sche  Gleichung  : 


invariant  lässt,  lässt  auch  das  System : 

(27.)         rfz  =  0,  </.t,=  0,  dpi  =  0  [i'bb  !...«) 

invariant  und  transformirt  daher  die  2«  -f-  i  Veränderlichen : 
z,xt  ...xnipi  . . .  pn  untei'  sich. 

Vor  längerer  Zeit  schon  hat  A.  V.  Bäckli  nd  bewiesen,  dass 
die  Lis'schen  Bertihrungstransformationen  des  Raumes  z,xt  ...xn 
die  einzigen  Transformationen  dieses  Raumes  sind,  bei  welchen 
/i-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  die  sich  in  der  m-len 
Ordnung  berühren,  in  eben  solche  übergeführt  werden  (s.  Math. 
Ann.  IX,  S.  297  ff.).  Auf  Grund  des  Satzes  4  und  des  Satzes  4 
auf  S.  1 65  meiner  vorigen  Miltheilung  (diese  Berichte  1 889)  ist 
es  nun  sehr  leicht,  das  Bäckli  nd 'sehe  Theorem  zu  beweisen.  Ich 
will  mich  damit  begnügen .  das  für  den  Fall  der  Transforma- 
tionen zu  zeigen,  bei  welchen  Berührung  zweiter  Ordnung  er- 
halten bleibt,  also  für  den  Fall  der  Osculationstransformationen. 
Im  allgemeinen  Falle  verfährt  man  ganz  ähnlich. 

Eine  Osculationstransformation  des  Raumes  s,  x{  .  .  .  xn  ist 
eine  Transformation  in  den  Veränderlichen  : 


liehen uq.  Es  gilt  also  der 


(«6.) 


i 


*i  xi,  Pii  Pik  =  Pki    M  =  4  ... fl)  , 
welche  das  System  von  Pfaff  sehen  Gleichungen  : 


(i  =  1  . . .  n) 
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invariant  lässt.  Mit  dem  Systeme  (28.)  ist  nun  das  System  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen : 

invariant  verknüpft  und  also  nach  Satz  4  der  vorigen  Mittheilung 
auch  das  System: 

^,.T,,h         '    Oft         1  ö/>|jt 
(f,  A*  =  1  .  . .  ») 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt  :  die  PFAFF'sche  Gleichung: 

N 

(26.)  dz  —Jg'  PidTi  =  0  . 

i 

Jede  Transformation  in  den  Veränderlichen  3,  xi}  /),  ,  p^,  welche 
(28.)  invariant  lässt,  Uisst  daher  auch  die  Pfaff'scIic  Gleichung 
(26.)  invariant;  folglich  transformirt  sie  nach  Satz  4,  S.  203  die 
Veränderlichen  ff,  Xt  ...  .twj  /),  •  »«Ai  unter  sich,  mit  andern 
Worten:  sie  entsteht  aus  einer  Loschen  Bordhrungstransfor- 
des  Raumes  z ,  sr,  .  .  .  .rn  durch  Erweiterung. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  die  Punkt- 
transformationen des  Rm  +  n  (w^>^)  die  einzigen  Transforma- 
tionen dieses  Raumes  sind,  welche  »-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeiten, die  sich  in  der  /)-ton  Ordnung  berühren,  in  eben- 
solche Uberführen. 


§5. 

Wir  nehmen  jetzt  die  allgemeinen  Untersuchungen  wie- 
der auf. 

Ks  seien  Uf  und  Vf  irgend  zwei  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Schaar  (2.)  und  zwar: 

Ml  IM 

t<r=  v,.  »,,>)«„/',  17=2?  vM[x]  v  • 
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Dann  ergiebt  sich : 

(tu  m  . 

1  ...m 

oder: 

l...m 

Nun  ist  die  Gleichung  (f/T)  ss  0  mit  Ufvmd  Vf  invariant  ver- 
knüpft, also  muss  das  Gleichungensyslem: 

*,/*=0,,  0,    (f/V)  =  0 

eine  simultane  Co  Variante  von  Vf,  Vf  und  von  dem  Systeme: 
0,  . . .  W,,,/*  =  0  sein,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 
Das  Gleichungen^  stein : 

«» 

ist  eine  simultane  Covariante  von  Vf,  Vf  und  von  dem  Systeme 
PFAFF'scher  Gleichungen  (1.). 

Dieses  Ergebniss  können  wir  etwas  anders  aussprechen, 
wenn  wir  die  unendlich  kleinen  Zuwachse  einführen,  welche 
Vf  und  Vf  den  et  ertheilen.  Die  Zuwachse,  welche  ar4 ...  wn 
hei  Vf  erhallen,  mögen  dxA  .  . .  darn  heissen.  die  entsprechen- 
den Zuwachse  hei  Vf:  <5.r,  ...dxH.  Durch  eine  ähnliche  Be- 
trachtung wie  auf  S.  105  f.  finden  wir  den 

Satz  5.  Mit  dem  Systeme  der  Pfa/f1  sehen  Gleichungen : 
m 

<lrm  +  k  ~2»  ^,,m+kfl^  =  0    (Ä-  =  1  ...?>-  m) 
i 

ist  das  Gleichungensystem  : 

Math.-pliys.  CImm.  18».  U 
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m 

i 

M 

t 

*./">=  «.  ...«W=° 

I...M 

£(dxft  Öxt.  -  dXydXp)  («^«J  -  0 

(A  =  1  . . .  n  —  m) 

in  va  riant  tferkn  üpft. 

Dieser  Satz  hat  einen  einfachen  begrifflichen  Sinn.  Ist 
nämlich  x,  .  . .  xn  irgend  ein  Punkt  und  sind  d  xt  .  . .  dxn  und 
ö.i\  .  . .  ö.rn  irgend  zwei  Richtungen,  welche  dem  durch  (1.)  be- 
stimmten Bttndel  von  oom-<  Richtungen  angehören,  so  reducirt 
sich  das  (ileichungensystcm  (29.)  auf: 


M,/'=0,  ...«„,/  =  0 

l..,m 

£  (dxp  Öxt.  —  dxv  dxp)  ($1^  Är)  =  0 


und  dieses  letztere  ordnet  offenbar  im  Allgemeinen  dem  Funkle 
xt  . . .  xn  ein  durch  B  gehendes  Bündel  von  oom  Richtungen  zu. 
Bedenkt  man  weiter,  dass  dxA  ...  dxm  und  dxt  ...  ÖXm  als 
homogene  Goordinaten  der  beiden  in  B  ausgewählten  Richtungen 
aufgefasst  werden  können  und  dass  die  dx„  öxv  —  dxrdx^  die 
homogenen  Coordinaten  des  ebenen  Büschels  sind ,  welches 
durch  die  beiden  Richtungen  dxt  .  .  .  dxm  und  öxt  .  .  .  dxm 
bestimmt  ist,  so  erkennt  man  Folgendes:  Jedem  ebenen  Büschel 
von  oo1  Richtungen,  welches  in  B  enthalten  ist  und  nicht  eine 
ganz  specielle  Lage  hat,  ist  ein  durch  B  gehendes  ebenes  Bündel 
von  oo'"  Richtungen  zugeordnet. 

Wünscht  man  alle  in  B  liegenden  Büschel  zu  finden,  denen 
kein  ebenes  Bündel  von  oo"'  Richtungen  entspricht,  so  hat  man 
nur  die  dxudxt.  —  dx,dxft  so  zu  bestimmen,  dass  die  infini- 
tesimale Transformation : 

]jP  [dXp  öx,  -  dxv  ÖxM)  «J 


206 
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identisch  verschwindet.  Man  findet  auf  diese  Weise  als  Defini- 
tionsgleicbungeu  der  betreffenden  Büschel  diese : 


1...M 


(A  =  1  . . .  n  —  m)  . 


Da  es  nun  von  vornherein  klar  ist,  dass  der  Inbegriff  aller  dieser 
Büschel  mit  dem  Punkte  a\  . . .  rn  und  dem  Bündel  B  invariant 
verknüpft  ist,  so  ergiebt  sich  der 

Satz  6.  Mit  dem  System  der  Pfaff  sehen  Gleichungen : 

m 

l*  •)    <lxm+k  rfa>  =  °   (*»!-..«—  »») 

f«/  r/as  Gleichungensystem : 

M 


(30.) 


1 
IN 


l...m 


2?  [d.TpdXy  -  dxr  öxp)  (?l(lia,.m+t  -  =  0 


fit 


(A  =  4  ...»  —  w) 


invariant  verknüpft. 

1  st  m  =  n  —  1 ,  so  liefert  dieser  Satz  die  bekannte  bilineare 
Covariante  einer  PpAFF'schen  Gleichung.  Dass  ein  derartiges 
bilineares  Gebilde  auch  bei  Systemen  von  Pfafp  sehen  Glei- 
chungen auftreten  muss,  liegt  ja  recht  nahe  zu  vermuthen ;  des- 
halb ist  der  Satz  6  nicht  gerade  sehr  merkwürdig.  Um  so  merk- 
würdiger ist  der  Satz  5,  der  in  dem  besonderen  Falle  m  s  n  —  1 
natürlich  nicht  gefunden  werden  konnte,  weil  er  gerade  in  diesem 
Falle  bedeutungslos  wird. 
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Röhn,  Die  Raumcurvc  vierter  Oidmmg  zweiter  Species1). 
Erster  Theil. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  sind  ursprünglich  dem 
Gedanken  entsprungen,  von  diesen  Raunicurven,  ihren  abwickel- 
baren Flüchen  etc.  Modelle  anzufertigen,  und  ich  denke  später 
der  Gesellschaft  solche  vorlegen  zu  können.  Um  nun  den  ge- 
nannten Zweck  zu  erreichen,  war  es  nothwendig,  von  gewissen 
Flächen  und  Raumcurven,  welche  mit  der  Raumcurvc  4.  Ordnung 
durch  covariante  Beziehungen  verknüpft  sind,  einfache  analy- 
tische Darstellungen  zu  gewinnen,  sei  es  durch  einfache  Glei- 
chungen, sei  es  durch  Parameterdarstellung.  Die  Darlegung 
beginnt  zunächst  mit  der  Parameterdarstellung  der  Raumcurvc 
4.  Ordnung  zweiter  Species,  indem  sie  diese  Curve  im  Zu- 
sammenhang mit  dem  zugehörigen  Hyperboloid  studirt.  Hierbei 
erscheint  die  Raumcurve  durch  eine  ein-dreideutige  Beziehung 
dcfinirt,  die  nach  der  Theorie  der  Covarianten  zweier  binärer 
eubischer  Formen  auf  das  Einfachste  umgeformt  werden  kann. 
Die  so  gewonnene  Parameterdarstellung  bildet  die  Grundlage 
und  liefert  zugleich  einige  besonders  einfache  geometrische 


4  j  Ks  mag  hier  auf  die  wesentlichsten  mir  bekannten  Arbeiten  über 
die  rationalen  Raumcurven  4.  Ordnung  hingewiesen  werden.  Crevona. 
Annali  di  Matern.  Bd.  4,  1864:  Intorno  la  curva  gobha  dcl  4.  ord.  etc. 
Wkyk,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Acad.  Bd.  74,  71  u.  73:  Ueher  die  Ab- 
bildung der  rationalen  Raumcurve  4.  Ord.  auf  einen  Kegelschnitt.  Adler, 
Khcnda,  Bd.  86:  lieber  Raumcurven  4.  Ord.  zweiter  Art.  J olles,  Inau- 
guraldissertation: Die  Raumcurve  4.  Ord.  II.  Species  synthetisch  behandelt. 
Stuhy,  Sitzungsberichte  der  kgl.  sUchs.  Ges.  d.  Wissensch.  4  886:  Ueber 
die  Raumcurve  4.  Ord.  Jolles,  Theorie  der  Osculanten.  Habilitationsschrift, 
Aachen  4888.  Stahl,  Crelle's  Journal  Bd.  404:  Die  Raumcurvc  4.  Ord. 
zweiter  Art  etc.  Ferner  Bd.  4  04  :  Leber  die  Fundamcntalinvolutionen  auf 
rationalen  Curven. 
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Eigenschaften  unserer  Raumcurve.  Hieran  schlicssen  sich  Be- 
trachtungen Uber  covariante  Gebilde  (Flächen,  Raumcurvcn, 
abwickelbare  Flächen),  die  sich  zum  Theil,  jedoch  in  anderer 
Form,  bereits  in  anderen  Abhandlungen  vorfinden ;  es  sei  deshalb 
hier  ein  für  alle  Mal  auf  die  anfangs  citirten  Abhandlungen  ver- 
wiesen. Weiterhin  sinÜ  dann  Parameterdarstellungen  einzelner 
co varianter  Gebilde  gegeben  und  ihre  zwei- zweideutigen  Be- 
ziehungen zur  gegebenen  Raumcurve  4.  Ordnung  aufgestellt; 
es  sind  also  diese  Beziehungen  irrationale  Co  Varianten.  Hier- 
durch wird  eine  Reihe  neuer  Resultate  gewonnen  und  gerade 
hierdurch  gelingt  es,  einfache  analytische  Ausdrücke  für  die  bez. 
covarianten  Gebilde  zu  finden,  was  mit  den  seitherigen  Metho- 
den nicht  möglich  war.  Zum  Schluss  sind  dann  noch  einige 
Specialfälle  der  Raumcurve  4.  Ordnung  zweiter  Species  be- 
handelt. 

I.  Die  Parameterdarstellung  der  rationalen  Ranmcnrve  C4. 

Geht  man  zunächst  von  dem  Hyperboloid  H  aus,  auf  dem 
die  C\  gelegen  ist,  so  kann  man  sowohl  den  Erzeugenden  der 
einen,  als  denen  der  andern  Schaar  Parameter  zuerthcilen.  Die 
Parameter  der  Geraden  der  ersten  Schaar  bezeichnen  wir  mit 
kt  :  ä4,  diejenigen  der  Geraden  der  zweiten  Schaar  mit  Ä,'  :  Ät'. 
Eine  lineo-lineare  Gleichung  zwischen  den  Parametern  kt  :  kt 
und  k[ :  bestimmt  auf  dem  Hyperboloid  H  einen  Kegelschnitt. 
Daraus  folgt  speciell,  dass  sich  die  Erzeugenden  mit  gleichen 
Parametern  in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  treffen.  Eine 
Raumcurve  4.  Ordnung,  welche  von  den  Geraden  der  ersten 
Schaar  je  ein  Mal  und  von  den  Geraden  der  zweiten  Schaar  je 
drei  Mal  getroffen  wird,  wird  dann  bestimmt  durch  die  ein- 
dreideutige  Beziehung : 

*to(MJ  +  *,'*,(*.  W  =  0  . 

wo  y3  und  ip3  allgemeine  Ausdrücke  3.  Grades  in  den  kv  kt  sind. 

Die  Invariantentheorie1)  lehrt  aber,  dass  rp3  und  i//3  als 
lineare  Polaren  der  nämlichen  Form  4.  Grades:  f(ktkt)  darge- 
stellt werden  können.  Dazu  ist  ja  nur  nölhig,  dass  ein  Punkt 


1)  Man  vergleiche:  Üordan's  Vorlesungen  über  Invariantentheorie 
p.  330  ir. 
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t{  :  lt  existirt,  dessen  lineare  Polare  in  Bezug  auf  <p,  =  0  über- 
einstimmt mit  der  linearen  Polaren  eines  bestimmten  Punktes 
ft{  :  (it  in  Bezug  auf  t/>3  =  0.  Dadurch  werden  aber  k{ :  A4 :  ftt : 
linear1)  bestimmt.  Führen  wir  nun  eine  lineare  Transformation  aus, 
indem  wir  in  und  tp3  statt  At:A't  das  VerhiÜtniss  (k{  fi{  -r-kt  ^-|) : 
(Ajfij  -f-  fr,AJ  einsetzen,  so  wird  alsdann: 

ö£4  ~  bk{  1 

woraus  sich ; 

y  =  ö/.=A    und    0  =  Ö-Ä.  =A 

ergibt. 

Die  ein-dreideulige  Beziehung  können  wir  also  in  der  Form: 

(s.)  *,m*,)+*t'A(*,*o=o 

schreiben,  wo  und  /4  die  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Form  i.  Grades  /*(Ät/r4)  =  0  sind.  Zugleich  ist  der  Parameter 
/.  ,  :  /r4  den  Punkten  der  C,  eindeutig  zugeordnet. 

Diese  Darstellung  Ulsst  sich  in  der  folgenden  Weise  geo- 
metrisch deuten.  Die  Relation  l»\  :  kt  =/.*,' :  k't ,  oder  k\  £4  —  k[  —  0 
stellt  auf  dem  Hyperboloid  einen  Kegelschnitt  dar,  den  wir  als 
Hauptkegel 1  schnitt  und  dessen  Ebene  wir  als  Ifauptebene  der  Ct 
bezeichnen  wollen.  DieGleichung:  f[ktkt)  =  0  stellt  vier  Geraden 
der  ersten  Schaar  dar.  Bedeutet  k[:k^  in  der  Gleichung  den 
Parameter  einer  Geraden  der  zweiten  Schaar,  so  stellt  jene 
Gleichung  die  drei  entsprechenden  Geraden  der  ersten  Schaar  dar; 
bedeutet  dagegen  k[  :  k<  daselbst  den  Parameter  einer  Geraden 
der  ersten  Schaar,  so  stellt  die  Gleichung  (2.;  die  erste  Polare 
dieser  Geraden  in  Bezug  auf  das  Quadrupel  f(kt kt)  =  0  dar. 
Zieht  man  also  durch  jeden  Punkt  des  Hauptkegelschnittes  eine 
Erzeugende  der  zweiten  Schaar,  welche  f{ktkt)  ==  0  in  je  einem 
Punktquadrupel  schneidet,  und  bestimmt  die  erste  Polare  jedes 
Punktes  in  Bezug  auf  das  zugehörige  Quadrupel,  so  erhalt  man 
je  drei  Punkte  der  C4.   Ganz  ebenso  ergibt  sich  der  weitere 


\ )  Setzen  wir  <p3  =  ak3  —  bks  und  =  ak3  =  ßk3,  so  verschwinden 
die  linearen  simultanen  Covarianten :  (afc>2(a«  )(&«]  «*  und  («^5(«o)»,io  ak 
für  die  Paranielerwcrthe  Ä,  :     resp.  yu,  :  p9. 
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Satz.  Zieht  man  durch  jeden  Punkt  des  Uauplkegclschnittes  eine 
Erzeugende  der  ersten  Schaar,  welche  f(k[k$  =  0  in  je  einem 
Quadrupel  schneidet,  und  bestimmt  die  lineare  Polare  jedes 
Punktes  in  Bezug  auf  das  zugehörige  Quadrupel,  so  erhalt  man 
je  einen  Punkt  der  nämlichen  6'4.  Selbstverständlich  gehören 
die  Schnittpunkte  des  Quadrupels  f  =  0  mit  dem  Hauptkcgel- 
schnitte  der  C4  an.  Man  gewinnt  also  die  Satze  : 

Wählt  man  auf  einem  Hyperboloid  beliebig  einen  Kegelschnitt 
und  ein  Quadrupel  aus  den  Erzeugenden  einer  Schaar,  und  von- 
struirt  zu  allen  Punkten  des  Kegelschnittes  die  erste  Polare  in 
Bezug  auf  das  Quadrupel  (indem  man  jedes  Mal  eine  Erzeugende 
der  andern  Schaar  zieht  und  die  erste  Polare  in  Bezug  auf  die 
vier  Schnittpunkte  construirt),  so  erhält  man  eine  allgemeine  liaum- 
curve  4.  Ordnung  zweiler  Species.  Umgekehrt  kann  jede  derartige 
Curve  auf  eine  und  nur  auf  eine  Art  in  der  genannten  Weise  erzeugt 
werden.  Wühlt  man  auf  dem  Hyperboloid  den  gleichen  Kegel- 
schnitt wie  vorher  und  ausserdem  ein  Quadrupel  aus  den  Er- 
zeugenden der  andern  Schaar,  welches  den  Kegelschnitt  in  den 
gleichen  Punkten  trifft,  wie  das  vorhergenannte,  und  construirt  zu 
allen  Punkten  des  Kegelschnittes  die  lineare  Polare  in  Bezug  auf 
dieses  Quadrupel,  so  erhält  man  die  gleiche  Raumrurve  4.  Ordnung 
wie  vorher.  Auch  hier  ist  eine  derartige  Erzeugung  nur  auf  eine 
einzige  Weise  möglich. 

Wir  werden  weiterhin  die  Rauracurve  i.  Ordnung  entweder 
durch  die  beiden  Gleichungen : 

f{k\kt)  =  Ak\  +  i Bk3tkt  +  +  i Ük\k*  +  Ek\  , 

oder  durch  die  beiden  Gleichungen  : 

KfAW+kkUW 

definiren,  wo  At :  k%  den  Parameter  des  Curvcnpunktes  bedeutet. 
Die  Gleichungen  [4.]  werden  aus  den  Gleichungen  (3.  erhalten, 
indem  man  die  Variablen  kx  \k%  und  k[:k*%  der  nämlichen  linearen 
Transformation  unterwirft. 
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II.  Die  Transformationen  der  Ct  in  sich;  die  Erzeugenden 
des  Hyperboloides  H,  welche  C\  tangiren. 

Ks  gibt  drei  lineare  Transformationen  der  kt  :  kt1  welche  die 
Gleichung  f(k{kt)  =  0  ungeündert  lassen;  unterwirft  man  die 
Parameter k{ :  k±  der  gleichen  Transformation,  so  bleiben  beide 
Gleichungen  (3.)  und  somit  die  CA  ungeündert.  Bekanntlich  be- 
sitzt / '(Ajlj  eine  Covariante  6.  Grades  T,  welche  in  drei  qua- 
dratische Factoren  zerfallt  und  drei  Paar  Erzeugenden  der  ersten 
Schaar  darstellt.  Bei  jeder  der  genannten  drei  linearen  Trans- 
formationen bleiben  die  Geraden  eines  Paares  ungeändert,  wah- 
rend die  Geraden  der  andern  Paare  sich  vertauschen;  ebenso 
bleiben  die  Geraden  des  entsprechenden  Paares  der  zweiten 
Schaar  ungeandert.  Eine  solche  Transformation  der  Parameter 
k%  :  J5rt  und  k{  :  k't  lasst  also  die  v  ier  Punkte  des  Hyperboloides 
fest,  in  denen  sich  ein  Geradenpaar  der  Covariante  T  l,\h\)  =  0 
mit  dem  entsprechenden  Geradenpaar  der  Covariante  '7(&{&j 
schneidet:  von  diesen  vier  Punkten  liegen  zwei  auf  dem  Haupt- 
kegelschnilt  und  die  beiden  andern  auf  der  04.  Man  kann  nun 
ersichtlich  die  Transformation  der  Parameter  durch  eine  geschaarl- 
involutorische  Raumtransformation  ersetzen,  deren  Leitstrahlen 
das  windschiefe  Viereck  jener  festen  Paare  von  Erzeugenden  zu 
einem  Tetraeder  erganzen.  Da  ferner  die  Geradenpaare  von 
T[ktk\]  =  0  sich  gegenseitig  harmonisch  trennen,  so  schneiden  sich 
die  Lcitstrahlenpaare  der  drei  geschaart-involutorischen  Raum- 
Iransformationen  gegenseitig,  d.  h.  sie  bilden  die  drei  Paar  Gegen- 
kanten eines  Tetraeders.  Hieraus  fliesst  der  bekannte  Satz : 

Jede  rationale  Raumcurve  4.  Ordnung  geht  durch  drei  ge- 
schaart-involutorische  Raumtransformationen  in  sich  über,  deren 
Leitstrahlenpaare  die  Gegenkanten  eines  Tetraeders  bilden,  das 
zugleich  Polar  tetrae  der  des  Hyperboloides  ist,  dem  die  CA  angehört. 
Eine  Seite  des  Tetraeders  fällt  mit  der  Hauptebene  zusammen  und 
die  drei  Eckpunkte  in  ihr  sind  die  Diagonalpunkte  des  Quadrupels 
f[k\kt)  =  0,  das  die  CA  aus  ihr  ausscheidet.  Der  vierte  Eckpunkt 
ist  der  l*ol  der  Hauptebene  in  Bezug  auf  H  und  soll  Hauptpunkt 
heissen.  Die  drei  Tetraeder  kanten  durch  den  Hauptpunkt  sind 
Doppel secanlen  der  Ct  und  schneiden  aus  ihr  die  drei  Punktepaare 
der  Covariante  6.  Grades  T(klki)  =  0  aus. 

Dieses  Tetraeder  soll  Fundamentaltetraeder  heissen.  Machen 
w  ir  dasselbe  zum  Coordinatentetraeder,  so  bedeuten  jene  Raum- 
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Iransformalionen  einen  Vorzeichenwcchsel  für  je  zwei  der  vier 
Coordinaten.  Ist  die  Parametervertheilung  auf  der  ( durch  die 
Gleichungen  (i.)  gegeben,  so  führen  jene  drei  Raumtransfornia- 
lionen  den  Curvenpunkt  h\  :  Är,  in  den  Curvenpunkt  k\  :  —  kt, 
resp.  in  kt  :  k0  resp.  in  kt :  —  über. 

Unter  den  Erzeugenden  des  Hyperboloides  H,  welche  Trisc- 
canlcn  der  C4  sind,  giebt  es  vier,  die  die  C4  berühren.  Für  die 
Parameter  k't  :  k't  dieser  tangirenden  Erzeugungen  oder  Trise- 
cantcn  muss  die  Gleichung  3.  Grades : 

k*(Ak{  +  Bk\)  +  %k\kt(Bh\  +  Ckl)  +  *kKk\{(Jk[  +  Dki) 

eine  Doppelwurzel  aufweisen.  Die  Parameter  der  tangirenden 
Erzeugenden  befriedigen  also  die  Discriminante: 


(Ak;+Bk$  2(ää;+CÄ4')  [Ckl+DkQ  0 

0          {Akl+BkH  HBkl+Cki)  (Ck[  +  Dk't) 

[Bk[+Dk!i  %(Ck[+Dk$  (Dk{+Bk$  0 

0          [Bk'+CkQ  t{Ck*+DkQ  (Dk{  +  Ek't) 


—  0 


Setzen  wir  die  Gleichungsform  (4.)  voraus,  so  ergeben  sich  die 
Parameter  der  berührenden  Trisecanten  aus: 

(5.)       ia3(A;4-f  kl* }-  (3«« +  6««-  1;  =  0  . 

Auf  den  tangirenden  Trisecanten,  die  wir  mit  EiEtE3Ei  be- 
zeichnen wollen,  liegen  die  Berührungspunkte  bibtb3bi  und  die 
ein  fachen  Punkte  pt  pi  p3  p%  respectiv  e.  Für  die  Berührungspunkte 
müssen  die  ersten  Ableitungen  der  Gleichung :  k[fk[kKkx)-\-k!J\(kxkt) 
=  0  verschwinden ;  d.  h.  die  IlEssB'sche  Form  von  /'(*•,  kt)>  nümlich 


r,4  /„ 


=  0 


liefert  die  Parameter  der  Berührungspunkte.  Unter  Annahme 
der  Glcichungsform  (4.)  bestimmen  sich  die  Berührungspunkte  b{ 
aus  der  Gleichung: 

6.)  a{k\  +  k\)  -  (3a4  -  I)  k*k\  =  0  . 
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Die  Parameter  zweier  Punkte  k% :  kt  und  k{ :  A2 ,  welche  der  näm- 
lichen Erzeugenden  angehören,  genügen  der  Gleichung: 

Ist  die  Erzeugende  Tangente  der  C'4,  so  muss  diese  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln  A, :  A4  besitzen:  das  zugehörige  A,:ÄS  liefert 
dann  den  einfachen  Punkt  auf  der  Erzeugenden.  Legt  man  die 
Gleichung  (4.)  zu  Grunde,  so  geht  die  vorstehende  Gleichung 
Uber  in : 

X\(k\  +  3«ä;)  +  l\[k*  +  3ak\)  +  (\  -  9a«)  A,  A, fr4 fr,  =  0  . 
Ihre  Discriminantc : 

(7.)         ia(k\  +  A{)  -  («7o«  -  iXa*  -  I)  AfA*  =  0 

stellt  die  Parameter  der  einfachen  Punkte auf  den  vier  berühren- 
den Trisecanten  dar. 

III.  Vier  Punkte  der  C4  in  einer  Ebene; 
die  ans  der  Parametervertheilling  anf  dem  Hyperboloid  H 

folgenden  Ranmcoordinaten. 

Die  Parameter  der  Punkte  eines  beliebigen  Kegelschnittes 
auf  H  genügen  einer  lineo-linearen  Gleichung: 

k[     ak\  4-  kt 

wo  a    y  d  willkürliche  Constanten  sind. 

Für  die  vier  Punkte  der  Ct ,  welche  diesem  Kegelschnitte  an- 
gehören, gilt  ferner  die  Gleichung:  fr,7i(Mi)  +  *«7t(Mt)  =  °- 
Die  Parameter  von  vier  Punkten  der  C4 ,  welche  einer  Ebene  an- 
gehören, sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(8.)      (akt  +  /MJMMJ  +  (ykx  +  **t)/t(*t*t)  -  0  , 
oder: 

8  a.       ftjfjft«  +  By)  +  k>kt(SBa  +  Afi  +  M'y  +  Bö] 
4-  A{A*(3  Cot  4-  3 Bfi  -f  3 />y  -f-  3  Cd) 

4-         4-  3CP4-  fy+'Ml+ASW +  Jtf  =  o. 
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Sind  nun  k\  :kt,  A, :  Xt ,  ß(  :fft ,  y, :  rt  die  Parameter  von  vier  Punkten 
der  C\,  die  in  einer  Ebene  Heyen,  und  setzen  wir  die  symmetrischen 
Functionen : 


(9.) 


*!  ,"l        =  'S0  I      *1  K  ."i  "|  =  *4  I 

*i  *i    "i  +  *i  *4  ,«4  >\  H  h  •  =  —  $f  , 

*i      "i  iM-i/^H — i — i — h  •  =  st  , 

so  müssen  jene  Parameter  die  Gleichung  erfüllen : 

St  S3  St  S4  S0 

A  3Ä  3C  D  0 

0  .1  3Ä  3C  A) 

/*  3C  3/>  E  0 

0  Ä  3C  3D  Ä 


10.) 


=  0  . 


Denn  die  symmetrischen  Functionen  N4  S3  St  Sx  S0  sind  nichts 
anderes  als  die  Coefficienten  der  Gleichung  8a.) ,  d.  h.  man  erhalt 
die  erste  Horizontal  reihe  der  Determinante  (40.),  indem  man  die 
übrigen  der  Reihe  nach  mit  a,  ß,  y,  d  multiplicirt  und  addirt. 

Nimmt  man  in  der  Determinante  (10.  alle  vier  Parameter 
gleich,  d.,h.  setzt  man : 

so  erhalt  man  die  Gleichung  der  vier  Punkte  mit  stationären 
Ebenen,  oder  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  der  vier  Wendepunkte. 
Werden  drei  Parameter  gleich  gesetzt,  so  wird  die  Khene 
Schmiegungsebene ;  setzt  man  zwei  Mal  zwei  Parameter  einander 
gleich,  so  wird  die  Ebene  Doppeltangentialebene. 

Geht  man  von  der  Gleichungsform  (4.  aus,  .so  Heyen  vier  Punkte 
in  einer  Ebene,  wenn  ihre  Parameter  die  Relation  : 

3«(50  +  SJ  — 5f  =  0  , 

oder : 

(HJ  0  =  3c(Ä-4Xl/i1yl  +  *fAii«tyf! 

erfüllen. 
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Die  Wendepunkte  bestimmen  sich  demnach  aus  der  Gleichung : 


/wischen  Berührungspunkt  k{  :  kt  und  Schnittpunkt  li  :  A,  einer 
beliebigen  Schmiegungsebene  der  C4  besteht  die  Beziehung  : 


Zwischen  den  beiden  Berührungspunkten  einer  Doppeltangential- 
ebene endlich  gilt  die  Beziehung: 


Um  ein  System  von  Raumcoordinaten  aufzustellen,  welches  zu 
der  Ct  in  einfachster  Beziehung  steht,  legen  wir  das  Fundamen- 
tal tetraüder  dem  System  zu  Grunde.  Die  Hauptebene  machen 
wir  zur  Ebene  xh  =  0;  die  Ebenen  xK  =  0,  r4  =  0,  .t,  =  0 
schneiden  dann  aus  dem  Hauptkegelschnitt  die  drei  Punktepaare 
der  Covariante  6.  Grades  T{kx  ftj  =  0  aus,  während  die  Kanten : 
j-t  =  xs  =  0,  =  x{  —  0,  xA  =  xt  —  0  aus  der  C,  die  Punktc- 
paare der  Covariante  T[kx  k\)  =  0  ausschneiden.  Unter  Annahme, 
der  Gleichungsform  (4.  mag  der  Hauptkcgelschnitt  von  ./•,  =  0 

in  dem  Punktepaar  r1  =  0  resp.  oo.  von  xt  =  0  in  dem  Punkte- 

k  k 
paar  .  '  =  -f-  4  resp.  —  1,  von  xa  =  0  in  dem  Paar   1  =  +  i 

resp.  —  i  getroffen  werden. 

Die  Kante  xt  =  x3  =  0  trifft  dann  CA  in  den  Punkten 


(Ii.1. 


(«*}  —  *,**)  fr,  +  [ak>  -  fr,*})  fr,  =  0  . 


(Ii,   *»(AJ-3oA;)-|.t{(A;-3oil{)  +  **(ttAtÄ,  =  0  . 


fr|=-,unt,*;;=-/-fri=='  ■ 
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Der  Kegelschnitt  in.oc,  =  0  hat  also  die  Gleichung:  ksk'%-\-k%k[?=§, 

-a?t=o---      -      a/;  — a4a;  =  o, 

-  o?,=o  -  -  -     -  Mi =°» 

-  x4=o  -  -  -      -      k\ki  —  AtA ; = o. 

Wir  setzen  nun  noch  fest,  dass  das  Hyperboloid  H  durch  die 
Gleichung : 

(15.)  x\  +  x*  —  .tJ  —  x\  =  0 

reprUsentirt  sei, dann  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
von  H  gegeben  durch: 

(16.)  .t,  :  xt :  xz :  .r4 

=  (*,  *j + m;i  :  m;  -  w  •■  m; + :  m  -  M3  • 

Eine  beliebige  Ebene  des  Raumes  ist  bestimmt  durch  die 
Gleichung : 

oder: 

(«  -  ö  [kM  +  /,,/,  ;)  -  \ß  +  y)  (Ar,  A;  -  *,*,'] 

+  P -  y]  (*,  * :  +  a,  /.  ;i  +  {a  +  (J)  (/.-,  ftj  -  a 4  a  r  =  o  . 

Da  aber  die  Klammerausdrücke  nach  16.)  proportional  den 
Punktcoordinaten  sind,  so  erhalten  wir  als  Coordinaten  der  be- 
liebigen Ebene  (17.): 

(18.1  t/,=(«-<$),  w4  =  -0M-y),  «,  =  y-y)!  w4=(a-ffl. 

Speciell  ergeben  sich  hieraus  für  eine  Tangentialebene  von  H 
mit  den  Erzeugenden  A-,  :  As  und  A,'  :  frj  die  Coordinaten : 

(16  a.)  m4  :  f/4 :  j/3  :  f/4 

=  (A4  t{  +  *t*fl :  (A,A,'  -  Af ASV  -  (kt  :  -  A4  A4  —  AtAf')  , 

wie  es  ja  nach  (15.)  sein  muss.  Endlich  finden  wir  als  Coordi- 
naten ei?ies  beliebigen  Punktes  (des  Pols  der  Ebene  (48.)): 

(18a.)    ri  =  -(a-d)1xt  =  ((J  +  y),xi  =  ((i-y),x4  =  (a  +  ö). 
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IV.  Dif  Koordinaten  einer  Ebene  durch  drei  Punkte  der  Ct; 

die  Schmie^nngsebenen. 

Kine  Eben«  soll  einerseits  bestimmt  sein  durch  drei  Punkte 
durch  die  Relation 


/#,  :     .  v,  :  rf  der  Raumcurve  4.  Ordnung,  andererseits 


*j'  =  g*,+f**t 

Die  Schnittpunkte  mit  der  C4  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
(Ha.  .  Sind  also  kx  :  ktf  ).K  :  ).t1  ttt  :  //1T  vk  :  rt  die  vier  Schnitt- 
punkte und  sind  S#l  S41  Stl  S,.  S4  die  durch  (9.)  definirten 
symmetrischen  Functionen,  so  haben  wir: 

Su  sa  l)ti-\-  Ed,    S4  =  Aa  +  . 
Sf  =  3C0  +  A>  +  3Dd  , 

N,  =  3 Ca  +  3A/J  +  3Dy  4  3f  <5  , 
.S,  =  3Äa-M^4  3C;>-}- Äd  . 

Hieraus  bestimmen  sich  aber  die  Grössen  er,  ß,  y,  d",  Zr,,  kt  ein- 
deutig. Schreiben  wir  nümlich  zur  Abkürzung  : 

—  t,  =     itl  vt  ;      st  =  -f-  KK  tut  vK  4  Ä4  /i4  vk  , 

•v,  =  lt  iit  v% ;  —  st  =    /i,  r,  +  ).t  fi4  rfl  +  1,  «,  ?f  , 
so  werden  jene  Gleichungen: 

.    4.  Dß+   .    4   £6*4  s0Ä,  -f    •  =0, 
Da  4  3C0  4   /s>  4  Md  +       -  *t*',  =  0  , 
3Ca  4  $Bß  4  3/>y  4-  3  Cö  4  s<  Ä  ,  -    At  =  0  . 
3Äa4  j4/*4-3C/4-   ffd -f       —  $t  A,  =  0  , 
/1«4  •    +  Äy4-  •    4-   •   —  *,*t  =  o  . 
d.  h.  wir  erhalten ') : 


4)  Man  hätte  auch  a:ß:y:d  aus  der  Gleichung  (8.)  durch  die 
Gleichung: 

*,/,(*) 

darstellen  kennen,  WO  die  Determinanten  noch  den  Factor  Xu  •  u  v  \  • 
enthalten,  doch  ist  diese  Darstellung  viel  zu  eomplidrl. 


«  :  ß  :  y  :  4 
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a  :  ß  :  y  :  ö  :  A ,  :  As  = 


0    D     0  £ 

*n 

0 

/)   3C   Ts  30 

*« 

3C  3B  3  0  3C 

»i 

3  J?  ^   3C  B 

A     0     Ä  0 

0 

—  *3 

Legen  wir  wieder  die  Gleichungsform  (4.)  zu  Grunde,  so  erhalten 
er,  //,  y,  (5  die  Werthe : 


(19.) 


0  =  (*«  —  8«*o)*  —  (*!  —  3«*3<  (*j  -  3flV  > 
7  =  -  [*,  -  3osa)4  +  (*,  -  3r/.g  (*,  -  3o*J  , 
«J=  -(1  -9a*  - 


Die  Coordinaten  der  Ebene  durch  diedrei  Punkte  X{ :  lt ,  (U, :  ,  *>t :  vt 
der  Haumcurve  4.  Ordnung  werden  hiernach  : 


(20.) 


t/,  = 


(4  -  9a*)[s0sl+51s3  —  6as0s3]  , 

(4  _  3 a)  [(*,+ 1 j  (3 as,-  tÄj  -  (*,+  *4) (3  a v 

(1  +  3  a)  [(s0  —  sj  (3  as0  —  st)  +  («, — s, )  (3  a .9, - 


Rücken  die  drei  Punkte  zusammen,  d.h.  setzen  wir:  s0:  s{  :  st :  «a 
=  —  4} :  3  ÄJÄ4 :  —  3  k%k\ :  k\ ,  so  wird  die  Ebene  zurSchmiegungs- 
ehene  im  Curvenpunkte  k\  :  As . 

Daraus  ergeben  sich  als  Coordinaten  einer  Schmiegungsebene : 


(21.) 


n. 


it. 


u.  = 


u.  = 


-(4-9a«)^At[Ä}4-Ä4-2aA;AJ]  , 
+  1-3 o)  (A?  -  A|)  [a(k\  +  AJ)  +  2(1+2 a)AJ *•]  , 
+  (4  +  3  a)  (A?  +  *•)  [n  (k\  +  AJ)  +  2(4  —  2a)A*  *}1  , 
+  (l-9a*)A1Ä-t(A-5-As)  . 


Unter  Zuhilfenahme  der  Gleichung  (12.)  ergeben  sich  aus  21.) 
die  Coordinaten  der  vier  Wendeebenen  : 
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ut  =  —  }  \  +  a  .  V\  —  u  , 


2 


"t  =  ,  ,  .»    V2rt  •  VI  +  rt 

(24a.)  l  +  3fl 

2 


M,  =  r— —  V2«  •  n  —  fi  , 

3     1  —3a 

wobei  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  /2rt,  VT+~ä,  VI  —  «  be- 
liebig gewühlt  werden  können. 

Die  Gleichungen  (20.)  gestatten  uns  noch  eine  interessante 
Frage  zu  beantworten.  Durch  einen  Punkt  A, :  der  Baumcurve 
4.  Ordnung  giebt  es  drei  Schmiegungsebenen,  deren  Berührungs- 
punkte sich  aus  der  Gleichung  (13.)  bestimmen.  Wir  legen  durch 
die  drei  Berührungspunkte  dieser  Schmiegungsebenen  eine  Ebene, 
die  bekanntlich  auch  den  Punkt  A,  :  lt  enthalt,  und  bestimmen 
die  Flüche,  die  von  dieser  Ebene  umhüllt  wird,  wenn  der  Punkt 
:  As  die  Raumcurve  durchlauft.  Nach  (\ 3.)  haben  wir  zu  setzen : 

so  dass  wir  für  unsere  Ebene  die  Coordinaten  erhalten : 

„i  =  (t  — 9ai)2aA1Ä4  ,  ut  =  (1  —  3a)  (1  —  a)  (XJ  —  /*) . 

M,^  (4-r-3oJ(4-ha)W+AJ),  . 

Leo/  /«rt»  r/i/re  Ä  je  drei  Punkte  der  CA ,  deren  Schmiegungs- 
ebenen  Ct  in  dem  nämlichen  weiteren  Punkte  schneiden,  eine  Ebene, 
so  umhüllen  diese  Ebenen  den  Kegel*) : 

lzz"  „*        (1  -  a)1  (1  -f  a)* 

r/essen  Scheitel  in  den  Hauptpunkt  füllt. 

Man  kann  aus  (20.)  den  allgemeinen  Satz  erschliessen :  Ist 
auf  CA  eine  beliebige  eubische  Involution  gegeben,  und  legt  man 
durch  ihre  Punktetripel  Ebenen,  so  umhüllen  dieselben  einen 
Kegel  2.  Ordnung;  aus  (20.  kann  man  leicht  die  Gleichung  dieses 
Kegels  ableiten.  In  geometrischer  Form  lautet  dieser  Satz:  Legt 
man  durch  fünf  Punkte  derf4  und  drei  beliebige  Raumpunkte  ein 
Büschel  von  Flüchen  2.  Grades,  so  schneidet  dasselbe  die  CA  in 
Punktetripel n,  deren  Ebenen  einen  Kegel  2.  Ordnung  umhüllen. 

*)  Vgl.  Crf.vona.  a.  a.  0.  png.  98. 
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V.  Die  Fläche  /,  der  aequianharmonischen  Schnitte 
und  die  Fläche  <#3  der  harmonischen  Schnitte;  die 
abwickelbare  Fläche  der  C\ . 

Unter  der  Flüche  /,  der  aequianharmonischen  Schnitte  ver- 
stehen wir  die  Flüche,  deren  Tangentialebenen  ans  der  rationalen 
Raumcurve  4.  Ordnung  vier  aequianharmonische  Punkte  aus- 
schneiden. Vier  Punkte  der  C4,  die  in  einer  Ebene  liegen,  ge- 
nügen aber  der  Gleichung  (8.)  resp.  (8  a.);  die  quadratische  In- 
variante dieser  Gleichung  bestimmt  also  die  Flüche  /4.  Führen 
wir  in  die  Gleichung  (8.  statt  der  Grössen  «,  ti,  y,  ö  die  Coor- 
dinaten  uA ,  j/4,  itt  ein,  so  geht  dieselbe  unter  Annahme  der 
Gleichungsform  (4.)  Uber  in: 

(8  b.)   0  =  k\  iuA  +  i#J  -  ft>  A-4  [(4  -f  3  a)  ut  -  (1  -  3  a)  mJ 
+  6«A?AJ  u,  - kl  [(I  +  3a)  i/,  +  (1  -  3«)     +        -  uj  . 

Bilden  wir  die  quadratische  Invariante  von  (8  b.),  so  erhallen  wir 
als  Gleichung  der  Flüche  /t: 

(23.)    4„*  -f  (I  -}-  3  a)*  u\  -  (1  -  3«)«  ul  -4(1  +  3  o«]  u\  =  0  . 

Bilden  wir  die  eubische  Invariante1)  von  (8b.)  so  erhalten  wir 
die  Gleichung  der  Flüche  .>.  Classe  0t: 


=  0, 


2(1  -H/)f/4    —  (1-f3a«4  2«, 
(24.)         —  (I-j-3«)i/4        4«//4  (<— 3a)tia 

|        2//,  (<-3oK  2<-«U4 

oder: 

(24  a.)    -  8a(I  -  o*)  »/J  +  8<n/4u«  +  (I  -  «)  1  -{-  3«)*M4i'i 
+  (I  +  a)(\  -  3  a)*  t,4i/*  +  2(1  -  9  a*)     ,/4i/3  =  0  , 

deren  Ebenen  die  C4  in  vier  harmonischen  Punkten  schneiden. 


4 )  Ist :  aa  \  fHj'J  .r,  -j-  6c  -f-  4  da*,  .r.;!  +  c  j =  0  die  Gleichung 
4.  Grades,  so  ist  die  CUblsche  Invariante  in  der  Form  . 

«  -}-  4  c  e    b  +  d        a  —  t 

i  =       b  +  d  c  b  —  d 

a  —  e  b  —  d    a  —  ir  -\-  e  j 

zu  (irunde  gelebt. 

Math.-phya.  ClMM  1S'«0.  4  5 
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Aus  der  Gleich  ungsfonn  dieser  Flüche  erkennt  man  leicht, 
dass  dieselbe  vier  Doppclebenen  besitzt,  die  sich  aus: 


8  a  ,#}  =  (1  -  a)  [\  +  3  «)•  f/*  r=  (4  +  «)  f  1  -  3  a)* u*  =  8  a  (\ -  «») f/; : 


bestimmen:  sie  fallen  also  mit  den  vier  Wendeebenen  der  C,  zu- 
sammen. Die  Fläche  <#3  ist  deshalb  eine  Sie  in  er' sehe  Flüche, 
deren  dreifacher  Punkt  der  Hauptpunkt  und  deren  Doppelgeraden 
die  Doppelsecanten  der  C4  aus  ihm  sind.  Weitere  Eigenschaften 
dieser  Flache  linden  sich  später. 

Fallen  drei  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  zu- 
sammen, so  verschwindet  sowohl  ihre  quadratische,  als  auch 
ihre  eubische  Invariante;  die  Schmiegungsebenen  der  C4  be- 
rühren also  gleichzeitig  die  Flächen  74  und  Ö>3.  Die  abwickelbare 
Flüche  der  C4,  die  wir  mit  Ff>  bezeichnen  wollen,  ist  die  gemeinsame 
Developpable  der  Flüchen  /,  und  </>3 . 

Soll  die  Gleichung  der  Fläche  l\  in  Ebenencoordinaten 
aufgestellt  werden,  so  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Ebenen- 
büschel  durch  die  Tangenten  der  C.  dieser  Gleichuni?  Genüge 
leisten  müssen,  d.  h.  die  gesuchte  Gleichung  ist  nichts  anderes 
als  die  Discriminante  der  Gleichung  4.  Grades  (8b.).  Da  sich 
aber  die  Discriminante  durch  die  beiden  Invarianten  darstellen 
lässt,  so  wird  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Flüche  V(i  von  C4 
in  Ebenencoordinaten : 


wo  unter  /4  und  <f>3  die  linken  Seiten  von  [23.)  respective  (2ia. 
zu  verstehen  sind.  Aus  dieser  Gleichungsform  können  wir  aber 
wichtige  Schlüsse  ziehen.  Ein  Ebenenbüschcl  durch  eine  be- 
liebige Tangente  von  C,  hat  mit  It  zwei  consecutive  Tangential- 
ebenen, also  mit  /J  deren  sechs  gemein;  da  dieser  Büschel  aber 
die  Gleichung  25.)  befriedigen  muss,  so  muss  er  auch  mit  <PJ 
sechs,  also  mit  &3  drei  consecutive  Tangentialebenen  gemein 
haben.  Die  Tangenten  der  C\  sind  also  Haupttangenten  der  Wr 
woraus  dann  weiter  folgt,  dass  die  C4  eine  Hattpttangentencurvr 
der  Stein  er' sehen  Flüche  03  ist. 

Wir  haben  soeben  gesehen,  wie.  sich  die  abwickelbare 
Flüche  der  Steine  «'scheu  Fläche  gegenüber  verhält,  und 
wollen  noch  die  Curre  lif<  bestimmen,  längs  deren  die  1\  die 


[\  —  9fli)  ?V/4u3  =  —  8a(*  —  a*)  u] 


(25.) 
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Fläche  2.  Ordnimg  It  berührt.  Es  kommt  das  ersichtlich  darauf 
hinaus,  dass  wir  die  Pole  der  Schmiegungsebenen  von  (\  in 
Bezug  auf  die  Fläche  /4  aufsuchen.  Nach  (21. ;  und  23.)  erhalten 
die  Funkte  der  B6  also  die  Goordinaten  : 


«.  =  -  ( I  +  3  a)  (*}  -  k\)  [a  [k\  -f-  k\)  -f-  2  ( \  +  2  «) *■ ÄJ]  , 
=      (I  -3a)  (*?+*5)[a(Ai+*i)  +  ^  *  —  , 
ac«  =  4(4  -f  3a*)  A-,  A4  (A-J  —  A-*)  . 


Die  Punkte  und  Ebenen  der  Bü  sind  eindeutig  auf  die  Ebenen 
und  Punkte  der  C4  bezogen,  man  kann  deshalb  leicht  die  Resultate 
von  der  Ct  auf  die  Bft  übertragen. 

VI.  Die  Osculanten1)  der  Ranmcnrve  4.  Ordnung  und  die  «/',. 

Ein  Punkt  der  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  dem  Parameter 
h\  :  kt  hat  die  Coordinaten : 


Setzen  wir  zur  Abkürzung:  k\  -f-  AJ  =  f,  k\  —  k*  =  1,  kj^  =  m, 
so  dass:  f4  —  l*  =  4m*  ist,  so  werden  die  Coordinaten : 

xt  =  f { ,  xt  =  —  (4  +  3  o)  Im ,  xt  =  (1  —  3  a)  im  , 

Es  ergiebt  sich  hieraus  sofort  die  Gleichung: 

(48.)    (1  -  3  a)*  a-J  .rj  —  i  1  -f  3  «j 4  .tJ  .r4  -  4  a:4  X*  =  0  ; 

sie  stellt  den  Kegel  4.  Ordnung  dar,  der  die  (\  aus  dem  Haupt- 
punkt projicirt.  Die  Eigenschaften  dieses  Kegels  erkennt  man 
ohne  Weiteres  aus  seiner  Gleichung. 

Alle  Doppelsecanten  der  (\ ,  welche  eine  feste  Doppel- 
secante  sehneiden,  bilden  bekanntlich  eine  Regelfläche  3.  Ord- 

* 

1    Vergl.  besonders  die  citirten  Arbeiten  von  Study  und  Jollks. 


(27.) 


Kit  ~~     =  "  —  *1 1 

-  (',/,  +  '••/•,)  =  -  (<  +  3a)  *,*,{*?  +  **)  . 

-  -  '•./',)  =  (<  - »«)  *,  *«(*?  -  *J)  . 
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nung .  und  zwar  ist  die  feste  Doppelsecante  die  Doppelgerade 
dieser  Regelfläche.  Es  giebt  nun  drei  Regel  flächen  3.  Ordnung 
von  besonderer  Bedeutung;  ihre  Doppelgeraden  gehen  durch 
den  Hauptpunkt  und  die  Erzeugenden  jeder  Fläche  bleiben  bei 
je  einer  der  drei  geschaart-involutorischcn  Transformationen, 
die  die  (74  in  sich  Überführen,  ungeändert. 

Die  Gleichungen  dieser  drei  Regelflächen  3.  Ordnung  kann 
man  vermöge  der  obigen  Coordinatenwerthe  für  die  Punkte  der 
C4  sofort  anschreiben,  sie  sind: 

[\  -f-  3«)af./\,  -f  2x\r3  +  (1  —  3  a)  xix%a\  =  0  , 
(29.       (1  -  Sa)a*ar%  +  (1  +  3«)^a4  -f-  2.rtx3J-4  =  0  , 
[\  —  :in).riixt  —  %x\x%  +  (\  +  3a)a\ jr,a?4  =  0  . 

Endlich  kann  auch  die  Gleichung  der  Steiner' sehen  Flüche  <Z>V 
die  nach  den  Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  ebenfalls  durch 
die  C4  hindurchgeht,  leicht  in  Punktcoordinaten  angegeben 
werden.  Bedenkt  man,  dass  der  Hauptpunkt  für  die  STEiNKR'sche 
Fläche  dreifacher  Punkt  ist  und  dass  die  Doppelsecanten  aus  ihm 
für  dieselbe  Doppelgeraden  sind,  dass  ferner  die  drei  Raum- 
transformationen,  die  die  C\  in  sich  überführen,  auch  Gleiches 
mit  der  STEi.NKRSchen  Fläche  thun,  so  erkennt  man,  dass  die  ge- 
suchte Gleichung  nur  die  Terrae  x]x\ ,  x{xj,  x\x\,  xtxtx3xA 
enthalten  kann.  Die  Coefficienten  dieser  Terrae  folgen  sofort  aus 
der  Bedingung,  dass  die  Wendeebenen  von  C4  die  Doppelebenen ') 
von  0>,  sind.  So  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Steinerschen 
Flüche  </>3  in  Punktcoordinaten  : 

(30.)  Sax*xl  +  (1  —  a)  I  -f-  3aj4^./-; 

_|_  (i  +  rt)  \  _  3rt)4x;j*  -f-  2(1  —  9af)  xtxtx3xt  =  0  . 

Gehen  wir  nun  zum  Studium  der  Osculanten  unserer  Raum- 
curvc  4.  Ordnung  über.  Zieht  man  im  Punkte  k\  :  /r4  eine  Tan- 
gente an  die  C4,  so  hat  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Tangente  die 
Coordinaten : 

(A'  U*% + A*  Jk) :  (*■  dl * + '*  axj :     Tk, +  *■  u)  ■  [k*  Tkt      6 k j 

{}  Ist  die  Gleichung  der  SteinerscIioii  Flache: 
so  sind  die  Coordinaten  der  Doppelebenen  :  \'at\  «,:>  u3\  a,: \  7tYat  —  I. 
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oder 


(31.) 


./•,  =  -  (I  +  3a)  [lt  At(3  A*  +  k\)  +  Mt(3*5  +  A?)]  , 
ir3  =  1  _  3  «)  [At  A4  (3  k*  —  k\\  -  Xt  k\  (3  k\  —  ft{  ]  , 
*4  =  4[^,(A-!  +  3a*J)  +  M.(*i  +  3a/,;)]  . 


Ist  in  den  Gleichungen  (31.)  k\  :  kt  constant  und  A,  :  kt  variabel, 
so  stellen  sie  wie  gesagt  die  Punkte  einer  Tangente  der  C4  dar. 
Ist  dagegen  in  den  Gleichungen  (31.)  :  Xt  constant  und  k\  :  A, 
variabel,  so  stellen  sie  die  Punkte  einer  Raumcurve  3.  Ordnung 
dar ;  dieselbe  heisst  die  erste  Osculante  der  C4  in  Bezug  auf  den  Punkt 
At :  lt.  Auf  jeder  Tangente  von  C4  liegt  ein  Punkt  der  Osculante; 
man  kann  deshalb  sagen,  dass  die  Strahlen  der  abwickelbaren 
Fläche  zu  den  Punkten  der  Osculante  perspectiv  liegen.  Es 
giebt  einfach  unendlich  viele  Osculanlcn  der  C4,  jede  berührt 
die  6'4  in  einem  Punkt  und  hat  in  ihm  die  gleiche  Schmiegungs- 
ebene  wie  die  C4.  Man  kann  nun  zeigen,  dass  die  Schmicgungs- 
ebenen  aller  ersten  Osculanten  die  Flüche  <Z>3  umhüllen,  oder 
dass  jede  Schmiegungsebene  einer  ersten  Osculante  der  Raumcurve 
4.  Ordnung  diese  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet. 

Bestimmt  man  zunächst  in  einem  Punkte  kt  :  kt  der  Oscu- 
lante [X%:  Xt)  die  Schmiegungsebene,  so  erhalt  man  ihre  Gleichung 
in  der  Form: 

£JL*I  .J'j  >£Tj  i'"4 

T       ~  \+  Sä        T-f-  3  a  T 

kt  /,   M« + lt     kx  lt  -f-  kt  l ,  /. ,  lx  +  a  kt  ).t    =  o  , 

0     kiX%-\-ktXi     Mi — ktlt  a(kikt-\-k%ll) 

—  M«  M«+Mi  —  (^A.-f-A,;.,)  »Mi+Mi 

oder: 

4  1+3«!         I  — 3a  i 

(32.)  Mi -Mi  *  M.-f-M.)      0  (*+«)(M.+MJ 

0         Mt+*t*i     Mi~ Mi  «!M*-r"Mi) 

Mi+*A      0      *(*iM-Mi)  (*—  «)(Mi—  MJ 


=o. 


Digitized  by  Google 


226  Röhn, 

Hieraus  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  die  Schnieglings- 
chrne  im  Punkte  li :  Xt  der  Osculante  [kt :  kt)  identisch  ist  mit 
der  Schm iegungsebene  im  Punkte  k\  :  A4  der  Osculante  [kt :  it). 

Setzt  man  zur  Abkürzung :  A4/.,  4-  k%  A4  =  /; ,  ktlt  —  A4  lt  =  7, 
A,/4  -f-  A'4Ä4  =  r»  so  ergeben  sich  für  die  Schmiegungsebcnen 
der  Oculanlen  die  Coordinalen  !) : 


4     :  (4  -f-  3  «)  ttt :  (1  —  3  0)  u3  :  i  u4  = 


7  —  2r  0  (l+o)p 
0  — /;    7  «r 
/>     0     2r  (I  —  a)fj 


Es  bestehen  also  die  Gleichungen: 

4  m4  7  —  2  (4  +  3  a)  ut  r  +  4  (1  -f  a)  w4  />  =  0  , 
—  ( I  -f-  3 «)  m4/>  -f-  (1  —  3 7  -f-  4 a  u4  r  =  0  , 
4  t/t  p  4-  2  1  —  3  o]  h3  r  +  4  (1  —  «)  «4  7  =  0  , 

die  in  p,  7,  r  linear  und  homogen  sind;  folglich  muss  die  Deter- 
minante ihrer  Coefiicienten  verschwinden.  Diese  Determinante 
stimmt  alier  mit  der  früher  gefundenen  Determinante  (24.)  völlig 
überein ;  die  Schmiegungsebenen  der  ersten  Osculanten  und  die 
Ebenen,  die  die  C,  in  harmonischen  Punkten  schneiden,  umhüllen 
mithin  die  nämliche  STtiNKii'sehc  Flache  (/>.,. 

Wenden  wir  den  gleichen  Process,  der  zu  den  Coordinalen 
31.)  der  ersten  Osculante?  führte,  wieder  auf  diese  an.  so  ent- 
stehen die  Coordinalen  der  zweiten  Osculante  (Ä4 :  : 

xt  =*(*?*; -A-JA«)  =2/j  7, 

•'-,=-11  +3a)[(Aj+Wt+(*;+*{)At^]«  -  I  i  +  3  a)p  r, 
(33.)      =  (1  -  3a)  [(A»-Xj)         (A!  -  A-J)  /,  As]  =  ( 1  -  3  a)  7  r, 
j-4  =  2  [AJ  (  A  *  -f-  a  1,1  -f  Ä«  (/••}  4- «  A  ? ) + 4  a  k\  A ,  X4  As] 

:  =2«r«4-!4  +  «)P*  +  (<-«  7*> 

wo  wiederum  die  früheren  Abkürzungen  angewendet  sind.  Aus 
diesen  Gleichungen  kann  man  p,  7,  r  eliminiren  und  kommt  dann 
auf  die  Gleichung  ;3üV  zurück.  Man  erkennt  also,  dass  einer 
der  beiden  Kegelschnitte,  welche  jede  Schmiegungsebene  der  CA  aus 
der  Steiner  sehen  Flüche  <Z>,  ausschneidet,  die  zweite  Osculante  der 
C4  in  Bezug  auf  den  Berührungspunkt  der  Schmiegttngscbene  ist. 


I)  Setzt  man  hierin  fr,  :  Aa  =  ;  22 ,  so  gehen  diese  Coordinalen  in 
diejenigen  einer  Schmiegungsebene  der  L\  über. 
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VII.  Vorbereitende  Betrachtungen. 

In  Paragraph  III  ballen  w  ir  ein  Syslem  von  Raumeoordinalen 
aufgestellt,  indem  wir  dabei  von  einer  Parametervertheilung  auf 
dem  lhperboloid  H  mit  der  Gleichung:  acj  -f-  a?J  —  x\  —  .1 ;  =  0 
ausgingen.  Wir  wollen  jetzt  ganz  in  der  gleichen  Weise  das 
lhperboloid : 

..4         fi        ^»4  i%t 

"II  i  Ii  _  _j*  _    4  0 

cj  *  c\      cj  c\ 

zu  Grunde  legen,  auf  demselben  eine  Parametervertheilung  aus- 
führen und  darauf  ein  Coordinatensystem  basiren;  dabei  soll  »las 
Hyperboloid  wieder  auf  das  Fundamentaltetraeder  bezogen  sein 
und  die  Coordinaten  sollen  ganz  die  frühere,  Bedeutung  haben. 
Auf  dem  neuen  Hyperboloid  mögen  wir  die  Parameter  der  Er- 
zeugenden der  einen  Sehaar  mit  (>,  :  q*  ,  die  der  Erzeugenden 
der  andern  Schaar  mit  q[  :  q't  bezeichnen.  Wrir  denken  uns  nun 
die  lineare  Transformation : 

ausgeführt,  dann  geht  das  neue  Hyperboloid  über  in  das  Hyper- 
boloid H  und  zugleich  gehen  die  Erzeugenden  des  ersteren  in 
diejenigen  des  letzteren  über.  Wir  denken  uns  ferner  die  Para- 
metervertheilung auf  dem  neuen  Hyperboloid  so  vorgenommen, 
dass  jede  Erzeugende  desselben  den  gleichen  Parameter  aufweist, 
wie  die  entsprechende  Erzeugende  des  Hyperboloides  H.  Hann 
müssen  sich  offenbar  die  Coordinaten  .r[  :  x'% :  x'z :  r[  respective 
Mf :  :  U$t :  u[  ganz  ebenso  ausdrücken  lassen,  wie  in  Para- 
graph III  die  Coordinaten  ./•, :  -.rt :  .r3 :  .r4  resj)ective  //, :  nt:  u3 :  i<t . 
Führen  wir  jetzt  die  obige  Transformation  rückwärts  aus,  so 
gelangen  wir  zu  der  Beziehung  zwischen  dem  ursprünglichen 
Coordinatensystem  und  der  Parametervertheilung  auf  dem  Hyper- 
boloid: 

..4         ,..4  ..4  ...4 

(34.)  *-r  "4™  ~  —      —    ~  =  0  . 

v  c*      cj      cj  e* 

Diese  Beziehungen  sind  in  den  folgenden  Gleichungen  nieder- 
gelegt. Für  einen  Punkt  dieses  Hyperboloides  haben  wir: 


Digitized  by  Google 


228  Röhn, 

M     •    >.     •  <y>     •     f  ■   

i  '     •*  '     3  "      4  ~" ~~ 

und  analog  für  eine  Tangentialebene  desselben: 

14  1  I 

t,  c$  c3  c4 

Eine  beliebige  Ebene  erhält  die  Coordinaten : 

I  111 

m,:m4:m,:  «4  =  -(*—*):  —  •■  ü'+y  :  y  :-(«  +  <>)  , 

wenn  der  Kegelschnitt,  den  dieselbe  aus  dem  Hyperboloid  (:U.) 
ausschneidet,  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  ist. 

Ganz  analog  besitzt  ein  beliebiger  Punkt  die  Coordinaten : 

Xt :  X t :  jc9  :xt  =  —  c,  (o  —  ö)  :  c,  (pf  -f-  y)  :  e,     —  y)  :  c4  er  -|-  d ) . 

Diese  Resultate  haben  ftlr  die  weiteren  Betrachtungen  eine  ein- 
fache Bedeutung.  Ist  ein  Hyperboloid  von  der  Form  (34.)  ge- 
geben, so  bestimmen  wir  auf  ihm  zunächst  eine  Parameterver- 
theilung,  welche  derjenigen  auf  H  entspricht ;  d.  h.  die  Erzeu- 
genden des  Hyperboloids  ;3i.)  müssen  durch  die  erwähnte 
lineare  Transformation  in  solche  mit  gleichen  Parameter  auf  H 
übergeführt  werden.  Dcfiniren  wir  nun  auf  dem  neuen  Hyper- 
boloid eine  Raumcurve  4.  Ordnung  (oder  eine  abwickelbare 
Flache  4.  Classe)  durch  die  Gleichung: 

so  können  wir  nach  Obigen  sofort  die  Coordinaten  ihrer  Punkte, 
ihrer  Schmiegungscbenen  etc.  (oder  ihrer  Ebenen ,  der  Punkte 
ihrer  Rttekkehreurve  etc.)  angeben.  Sind  wir  umgekehrt  in  der 
Lage,  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Raumcurve  4.  Ordnung 
oder  der  Ebenen  der  abwickelbaren  Flache  4.  Classe]  aufzu- 
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stellen,  so  können  wir  nach  Obigem  die  Gleichung  des  zuge- 
hörigen Hyperboloides  erschliessen.  Ist  speciell  in  der  voran- 
stehenden Gleichung  die  Conslante^  gleich  der  Constanten  a  der 
Curve  C4 ,  so  führt  die  Transformation  Xj  =  c^x-  nicht  nur  das 
neue  Hyperboloid  in  H,  sondern  auch  die  neue  Curve  4.  Ordnung 
in  die  C,  Uber. 

VIII.  Die  Doppelcurve  />„  der  abwickelbaren  Fläche  /'„; 
die  zwei-zweideutige  Transformation  zwischen  den  Cnrveu 
6'4  und  D6;  die  lineare  Transformation  zwischen  6'4  nnd  />„. 

Die  abwickelbare  Flüche  /',.  der  rationalen  Raumcurvc  4. 
Ordnung  besitzt  eine  Doppelcurve  der  6.  Ordnung,  die  wir  />n 
nennen;  ihre  Punkte  sind  mit  denjenigen  der  C4  durch  eine 
zwei-zweideutige  Beziehung  verknüpft.  Jede  Tangente  /., : 
der  C4  wird  nämlich  von  zwei  weiteren  getroffen,  deren  Para- 
meter Ä, :  sich  aus  der  Gleichung  (1 4.)  ergeben;  so  entsprechen 
jedem  Punkte  der  C4  zwei  Punkte  der  />,. ,  die  auf  der  Tangente 
jenes  Punktes  liegen.  Durch  jeden  Punkt  der  />,.  gehen  zwei 
Krzeugendcn  der  /'6,  oder  Tangenten  der  C4;  es  entsprechen 
also  einem  Punkte  von  auf  der  Curve  C4  die  beiden  Berührungs- 
punkte der  Erzeugenden,  die  sich  in  jenem  Punkte  schneiden. 

Wühlen  wir  eine  der  vier  Tangenten  Ei  unserer  C4 ,  welche 
auf  dem  Hyperboloid  H  liegen  und  also  die  C4  noch  in  einem 
Punkte  pi  schneiden,  so  fallen  ihre  beiden  Schnittpunkte  mit  der 
/>6  zusammen  und  zwar  in  den  Punkt  />,.  Dieser  Punkt  bildet 
deshalb  einen  Rückkehrpunkt  der  Doppelcurve  l>G  (der  Mantel 
der  abwickelbaren  Flüche  /',.  durchschneidet  in  /),  ihre  Rück- 
kehrcurve  und  bildet  so  eine  Spitze  der  Z>J.  Die  Doppelcurve  D6 
besitzt  vier  Spitzen  *),  welche  in  die  Punkte  pt  pt  p3  pA  der  C,  fallen. 
Die  Schmiegungsebenen  in  diesen  Spitzen  der  7>ß  sind  zugleich 
Schmiegungsebencn  der  C\  in  den  Berührungspunkten  £>,  der 
tangirenden  Trisecanten  k\. 

In  einer  beliebigen  Doppeltangentialcbenc  der  C4  ent- 
sprechen dem  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  als  Punkt  der 
/>,.  die  beiden  Berührungspunkte  auf  der  C\.  Geht  die  Doppel- 
tangentialebene in  eine  Wendeebene  der  (\  über,  so  rücken  der 

1)  Man  vergleiche  über  alle  diese  Dinge  Cremona  a.  a.  O.  pg.  92  fl. 
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zugehörig«'  Punkt  der  />,.  und  mit  ihm  die  beiden  Berührungs- 
punkte in  den  Wendepunkt  der  C4  Berührungspunkt  der  Wende- 
ebene hinein.  Die  Gurren  C\  und  l),t  schneiden  sich  in  den  Wende- 
punkten u\ ,  wti  10,,  w4  der  Ct;  einem  Wendepunkt,  betrachtet 
als  Punkt  der  />,.,  entspricht  auf  der  C4  wiederum  der  Wende- 
punkt und  zwar  doppelt  gezählt.  In  einer  Wendeebene  liegen 
•  drei  consecutive  Tangenten  der  C'4,  und  da  jede  die  Df>  —  ab- 
gesehen vom  Wendepunkt  —  noch  in  einem  Punkte  schneidet, 
so  oseulirt1  jede  Wendeebene  die  Dü  in  einem  Punkte,  der  auf 
der  Tangente  im  Wendepunkt  liegt.  Ausserdem  berührt  jede 
Wendeebene  die  Dr  in  dem  Wendepunkt  und  schneidet  sie  noch 
in  einem  weiteren  Punkte;  es  ist  dies  der  Doppclpunkt  der 
Curve  3.  Ordnung,  die  von  der  Wendeebene  aus  /'„  ausge- 
schnitten wird. 

Die  Doppelcurve  />,.  liegt  auf  einer  Flüche  i.  (Irades  — ;  denn 
man  kann  sofort  eine  solche  Fläche  angeben,  die  mit  D.,  mehr 
««Is  Ii  Punkte  gemein  hat.  Die  />  muss  den  Schnitt  von  —  mit 
einer  Flüche  3.  Ordnung  bilden;  denn  es  giebt  keine  Geraden, 
welche  die  /'  in  mehr  'als  sechs  Punkten  schneiden  und  also 
keine  Geraden,  die  die  Dt.  in  mehr  als  drei  Punkten  treffen.  Wir 
werden  das  Nähere  hierüber  weiter  unten  erfahren;  jedenfalls 
können  wir  aber  schliessen,  dass  die  Doppelcurve  Dlt  rational  ist, 
als  Schnitt  einer  Fläche  2.  Ordnung  und  einer  Fläche  't.  Ordnung, 
der  ausserdem  vier  Spitzen  aufweist. 

Die  Pn  cKBR'schen  Formeln  belehren  uns  dann  des  Weiteren, 
dass  die  abwickelbare  Fläche  der  Dr>,  wir  wollen  sie  Kt;  nennen, 
von  der  i.  (Ilasse  ist,  und  da  K(.  rational,  so  ist  sie  von  der 
gleichen  Berchaflenheit  wie  die  Heeiprokalllächo  der  gegebenen 
Raumcnrve  CA.  Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Schmieuuncs- 
ebenen  der  />,.  eine  Fläche  2.  Grades  berühren,  und  dass  durch 
die  Erzeugenden  der  einen  Schaar  je  drei,  durch  die  der  anderen 
Schaar  je  eine  Schmiegungsebene  passirt.  Die  linearen  Trans- 
formationen, die  die  C,  in  sich  Uberführen,  hissen  auch  die  /). 
ungeändert;  das  Fundamcntallclrat'dcr  der  C\  ist  deshalb  zu- 
gleich das  Fundamentaltetra^dcr  der  Fläche  K,.,.  Ks  ergiebt  sich 
so  auf  der  Fläche  2.  Grades,  die  die  Schmiegungsebenen  von  D( 

\)  liier  ist  ein  Versehen  bei  Crv.mona,  der  angiebt,  dass  die  Wende- 
ebene  die  /),;  im  Wendepunkt  oseulirt.  Kin  ähnliches  Versehen  macht  er 
bei  den  Schmiegungsebenen  in  den  Spitzen  der 
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berühren,  eine  Parametervertheilung,  welche  derjenigen  auf  H 
entspricht  (siehe  §  VIF,  und  die  Parameter  dieser  Schmiegungs- 
ehenen  genügen  einer  Gleichung: 

Wir  haben  es  wie  gesagt  im  vorliegenden  Talle  mit  zwei 
rationalen  Gebieten  C4  und  D%  zu  thun,  die  auf  einander  zwei- 
zweideutig bezogen  sind;  zugleich  kennen  wir  für  beide  Gebiete 
diejenigen  Punkte,  deren  entsprechende  im  anderen  Gebiete 
coincidiren.  lieber  solche  zwei-zweideutigen  Beziehungen  sind 
uns  aber  die  beiden  Siitze  bekannt.  Das  DoppelverhHltnis  der 
> r  ier  singulären  Punkte  Punkte,  deren  entsprechende  coincidiren; 
ist  für  beide  Gebiete  gleich.  Jede  zwei-zweideutige  Beziehung 
kann  in  vierfacher  Weise  auf  die  Form1): 

(35.)  a{ ,  Äf  q*  -f-  au  k*  q\  +  ati  k*  q\  +  an  k*    +  *«„  /,  t  k%  q{  q±  =  0 

gebracht  werden.  Die  singulUren  Punkte  haben  dann  in  beiden 
Gebieten  die  gleichen  Parameter;  aus  dem  Parameter  eines  sin- 
gulUren Punktes  folgen  die  der  übrigen,  wenn  man  den  reci- 
proken,  den  negativen  und  den  negativ  -reeiproken  Werth 
desselben  bildet. 

Die  Parametervertheilung  /,,  :  kt  auf  der  C4  hat  bereits  die 
hier  erwähnten  Eigenschaften,  ihre  singuüircn  Punkte  liegen  in 
b{  bibibi  und  ihre  Doppclpunkte2,  in  w%  >c3  m*4.  Auf  der  Gurve 
/>„  ist  nun  die  Vertheilung  eines  Parameters  o, :  ps  so  vorzu- 
nehmen ,  dass  ihre  singulären  Puukte  ti\  w9  tr3  ivt  die  gleichen 
Parameter  erhalten  wie  die  singulären  Punkte  bk  fc4  b3  bt  auf 
t\.  Hiermit  ist  aber  die  Parametervertheilung  auf  1>6  völlig 
lixirt,  und  es  erhalten  dadurch  die  Doppelpunkte  pt  ;>4  />3  px 
auf  />,.  von  selbst  die  gleichen  Parameter  wie  die  Doppelpunkte 
m?i  uyt  wt  M'|  auf  C4 . 

Um  nun  den  analytischen  Ausdruck  der  zwei-zweideutigen 
Verwandtschaft  zu  gewinnen,  erinnern  wir  uns,  dass  auf  C\  die 
Parameter  der  Punkte  wt  wt  w3  w4  der  Gleichung: 


1)  Vergl.  meine  Abhandlung  »Icher  Regelllachen  4.  Ordnung«  M«Ui. 
Annal,  Bd.  28.  §  I. 

2)  Doppelpunkt  bedeutet  hier  und  in  der  Folge  nicht  einen  Doppel- 
punkt der  Curvc,  sondern  einen  Doppclpunkt  der  Verwandtschaft,  d.  h. 
einen  Punkt,  der  einem  singulären  Punkte  des  anderen  Gebietes  entspricht. 
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.Ii.)  *H-*i-jj*f*i  =  0, 

und  diiss  die  Parameter  der  Punkte  i,  Otl>,b,  auf  C,  derOleiehung 

(6.  q  +  ^  +  L=Äj*|  =  o 

genügen. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (12.  sind  reell,  wenn  0<ji<^  I 
ist ;  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6.)  sind  reell,  wenn  —  \  <[  a <T0, 
«der  wenn  1  <^  «  <Ü  oo  ist.  Ist  demnach  +  oo  ^>  a ^>  1 ,  so  be- 
sitzt die  C4  vier  reelle  berührende  Trisecanlen,  dagegen  keine 
reellen  Wendeebenen;  ist  1  ^>«^>0,  so  giebt  es  vier  reelle 
Wendeebenen,  dagegen  keine  reellen  Trisecanlen,  die  tangiren ; 
ist  0  >  a  ^>  — J ,  so  sind  wieder  die  vier  tangirenden  Trise- 
canlen reell,  aber  die  Wendeebenen  imaginär;  ist  endlich  —  J 
]>•  a  >  —  oo,  so  sind  gleichzeitig  Wendeebenen  und  berührende 
Trisecantcn  imaginär.  Die  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung 
kann  nicht  gleichzeitig  vier  reelle  Wendeebenen  und  vier  reelle  tan- 
girende  Trisecantcn  besitzen.  Oder  mit  anderen  Worten :  Eris- 
tiren  bei  der  rationalen  Raumcurve  vierter  (h'dnung  vier  reelle 
Wendeebenen  ,  so  kann  die  Doppelcurve  ihrer  Developpabeln  keine 
reellen  Spitzen  aufweisen,  und  timgekehrt :  wenn  die  Spitzen  der 
Doppelcurve  reell  sind,  so  sind  die  Wendeebenen  der  C4  imaginär. 

Da  hiernach  die  singulären  Punkte  auf  /),.  imaginär  sind, 
wenn  diejenigen  auf  CA  reell  sind,  und  da  den  singuUircn  Punkten 
auf  beiden  Curven  gleiche  Parameter  zugehören,  so  geht  daraus 
hervor,  dass  die  reellen  Punkte  von  />6  imaginäre  Parameter  und 
die  imaginären  Punkte  reelle  Parameter  erhalten.  Ist  einmal  die 
durch  (35.)  vermittelte  Paramcterdarstellung  von  D6  gefunden, 
so  braucht  man  nur  nachträglich  noch  eine  einfache  lineare 
Transformation  des  Parameters  vorzunehmen,  damit  die  reellen 
Punkte  von  D(i  auch  reelle  Parameter  aufweisen.  Auch  die  Coef- 
ficienten  «1er  Relation  (35.)  können,  wie  leicht  einzusehen,  nicht 
reell  sein;  sie  sollen  nun  bestimmt  werden. 

Die  singuliiren  Punkte  b{  auf  C4  folgen  aus  der  Gleichung: 

(36.)         IJ  +  k't  +  <±  üh  ~  <  k.    =  „  , 

da  alsdann  35.)  eine  Doppelwurzel  besitzt.  Für  diese  Doppel- 


Digitized  by  Google 


Die  Raimcirve  4.  Ordnung  zweiter  Species.  233 

wurzel  qx  :  Qt,  welche  den  Parameter  des  Doppelpunktes  yi  auf 
Üt.  bildet,  gilt  die  Gleichung: 

e? :  al  =  t«M*i  4-  «„*{) :  («U*J  +  ««,*!)  • 

Hieraus  folgt  :  k{  :  k\  =  (r/n  ?*  —  «„?*)  :  (aH  q*  —  auQ*)  und 
dieser  Werth  in  (36.)  eingesetzt  liefert  die  vier  Doppelpunkte, 
welche  jenen  singulären  Punkten  entsprechen.  So  bestimmen 
sich  die  v  ier  Doppelpunkte  />,  auf  l)ft  aus  der  Gleichung : 

(37.) ^  "?i "  -  y ' + = 0  • 

Vergleichen  wir  die  Gleichung  (36.)  mit  6.)  und  die  Gleich- 
ung (37.  mit  (12.  ,  nachdem  wir  hierin  h\  :  A4  durch  q{  :  q%  er- 
setzt haben,  so  finden  wir  als  Werthe  der  Constanten : 

au  =  Vi  +3«  +  \  \  —3«  , 

«14  =  v  r+~3«  —  vr^~äü7 , 

und  als  Gleichung  der  zwei-ztveideutigen  Beziehung  zwischen  (\ 
und  Dü : 

(38.)        (*|    +  k*  qI,  [\  T+J7i  +  >  T~T7i)  + 

-H*??J  +      ( Vf+aS-  V  T^37i)  +l*KS(4-9d?)*Afi4i  =  0 . 

Diese  Beziehung  ist  noch  vierfacher  Art,  indem  die  Wurzel- 
zeichen noch  beliebig  gewühlt  werden  können. 

Nachdem  nun  einmal  durch  diese  zwei-zweideutige  Ver- 
wandtschaft auf  der  Doppelcurve  I)6  die  Paraineterverlheiluni» 
gewonnen  und  somit  auch  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen 
den  Curven  Dr>  und  C4  hergestellt  ist,  können  wir  dazu  Uber- 
gehen, die  Goordinaten  der  Punkte  und  Schmiegungsebenen  von 
Pc  als  Functionen  ihrer  Parameter  darzustellen.  Die  Analogie  der 
Ausdrucke ,  die  wir  hier  erhalten ,  mit  den  entsprechenden  bei 
der  Curve  Cv  Ulsst  uns  im  Hinblick  auf  den  Inhalt  des  vorigen 
Paragraphen  zu  einer  Reihe  von  Resultaten  ftir  die  Curve  />0  ge- 
langen. 
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Die  Punkte  auf  der  Ct  ordnen  sich  derartig  in  Quadrupel 
an,  dass  diese  bei  den  linearen  Transformationen  der  C\  in  sieh 
ungeHnderl  bleiben  und  nur  ihre  Funkte  sieh  vertauschen.  Die 
Parameter  der  Punkte  eines  solchen  Quadrupels  genügen  der 
Gleichung: 


(39.; 


wo  p  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Daraus  folgt 


A-{  +  A-j  =  2  pk*k\  ,    kl  ±  k*  —  kt  kt  V  2  p  ±  2  , 

so  dass  die  Coordinaten  der  Punkte  des  Quadrupels  mit  Berück- 
sichtigung der  Gleichungen  (27.)  die  Werthe  erhalten : 


(40.) 


r.  = 


x,  = 


x,  = 


XA  = 


V2/>-}-2  |  2/j  -  2  , 
-(1  +3a)>a";r+2  , 


(1  -3«)  V2/>-2  , 
2/>-f-6r/  . 


Ebenso  erhiilt  man  für  die  Coordinaten  der  Sehmiegungsebenen 
in  den  Punkten  des  Quadrupels  mit  Rücksicht  auf  (21.) : 


H.) 


ut  =-(1  -9a»)(p-a]  , 


K,  = 


(I  —  3«) (ap  +  1  -f-  2rt)  V2/>  —  2  , 
(1  +  3a) 2a)  )  2;>  -j-  2  , 


=  (1  -  9  a1)  1  )  2>  +  2  V  2f>  -  2  . 


Sowohl  in  40.)  wie  in  (4t.)  unterscheiden  sich  die  einzelnen 
Punkte  des  Quadrupels  durch  die  Vorzeichen  ihrer  Wurzil- 
grossen ;  für  den  niimlichen  Punkt  gellen  in  allen  Gleichungen 
die  gleichen  Wurzelzeichen. 

Für  die  Wendepunkte  der  Cl  haben  wir  in  (39/  die  Con- 
\ 

staute  p  —  -  zu  setzen,  so  dass  die  Wendepunkte  ir,  tr4  tr3  u\ 
und  die  bez.  Wendeebenen  die  Coordinaten  bekommen: 
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%V'\      vi  -«  , 

* 



-(1  +  3a)  }  i<i  V\+a  , 



(1  -3  a)  V2Ü  ]/4  —  fl  , 



2(1+  3  a'); 

"« 

"i 

(1  -3a)2V2a  Vi  +  a  , 

(1  +  3a)2V2«  Vi  -«  , 

(1-9  o»)  . 

(42  b.)  •) 


27 rt«  _  48a*  -  1 

Setzen  wir  in  (39.]  die  Constante  p  =   jjj  ,  so  er- 

halten  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  pK  pt  p3  p4 : 


Xt  =  VT— 9a*  M  +ä  V1  -a  . 
.rt  =  -  2 /  Vä  Vi -3a  VI  +  a  , 
*3  -  2/ Va  Vl  +  3a  VT^i  , 
•T,  —  1  +3a*  . 

Die  Schmiegungsebenen  in  den  Punkten  b%  />,  a3  />4  ergeben 

sich  für  v  =  ' — r  ,  also  werden  ihre  Coordinaten : 

1  2  a 


II,  —  V  1  +  a  V  1  —  a  , 


(44.] 


Uf  -  /VT-M  Va  V1+3a  , 
a3  —  i  VI  —  a  Va  V\  —3a  , 
u4  =  -  V4  — 9o* . 


Nimmt  man  hierbei  in  (44.)  die  gleichen  Wurzelvorzeichen  wie 
in  (43.),  so  beziehen  sich  die  Coordinatenwerthe  auf  zwei  Punkte 
pl  und  bf)  die  auf  der  niimlichen  Erzeugenden  von  H  liegen. 

Stellen  wir  jetzt  die  entsprechenden  Fragen  bei  der 
Doppelcurve        Von  den  Schmiegungsebenen  der  />„  wissen 


1    Ui«*se  Werlhe  sind  schon  in  (21a.  gefunden. 
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wir,  dass  sie  eine  Fläche  vierler  Klasse  Kfi  umhüllen  und  dass 
sie  eine  Flache  zweiten  Grades  —  sagen  wir  T  —  berühren. 
Die  Fläche  T  sei  durch  die  Gleichung  (34.)  dargestellt  und  es 
soll  die  Parametervertheilung  auf  T  derjenigen  auf  H  (siehe  §  VII) 
entsprechen ;  dann  genügen  die  Parameter  der  Schmiegungs- 
ebenen  von  />fi  der  Gleichung : 

(45.)     e;  [Q>  +  s  a  e,  ei)  +  ti  M  + s «  «,  ??)  =  «. 

wo  u  den  gleichen  Werth  hat  wie  in  (4.).  Es  stimmt  nämlich 
dann  die  hier  bewirkte  Parametervertheilung  auf  Df)  mit  der 
durch  die  zwei-zweideutige  Beziehung  gegebenen  überein.  Das 
ist  aber  in  der  That  nöthig;  denn  sonst  würde  das  Doppel  ver- 
hältniss  der  Parameter  der  vier  Spitzen  von  Dft  in  beiden  Fällen 
verschieden  sein,  während  es  doch  bei  jeder  Parameterver- 
theilung stets  den  gleichen  Werth  behalten  muss. 

Die  singulären  Punkte  u\  wt  tc3  u\  auf  Dt)  sind  nun  auf 
zweierlei  Weise  definirt;  einmal  fallen  sie  mit  den  Wendepunkten 
von  Ct  zusammen,  zum  andern  entsprechen  sie  den  singulären 
Punkten  6f  auf  C4.  Ihre  Goordinaten  sind  deshalb  einerseits 
durch  die  Gleichungen  (42  a.)  gegeben,  andererseits  müssen  sie 
den  Ebenencoordinaten  in  (ii.)  entsprechend  gebildet  sein.  Denn 
die  Schmiegungsebenen  von  D9  sind  ganz  ebenso  definirt  auf  T, 
wie  die  Punkte  von  CA  auf  H,  und  in  Folge  dessen  gilt  Gleiches 
auch  für  die  Punkte  von  />6  und  die  Schmiegungsebenen  von  Ct. 
Wir  erhalten  also  für  die  Punkte  wf  die  Doppelbestimmung : 

xx  =  «  vr+s  V*~zrä  =  c,  Vi  +  «  vi^Ti  , 

.Ta  =  —  i\  +  3  o)  V%ä  H~+  a  =  ct  i  VV+7i  V«  VI  +  3«  , 
T9  =  A  -  3a)  K«ä  \  f^ä  =  -  c,i  \  1  -  u  \7i  }  \  -3n  . 
., ,  =2(1+  3o»)  =  4-  c<  V  I  —  9«1  . 

Hieraus  bestimmen  sich  die  Constanlen: 

•  l/l  +3«  l/r=3ä  1  +  3  0« 

Zu  den  nämlichen  Constanten  r,  müssen  wir  gelangen,  wenn 
wir  die  doppelte  Darstellung  der  Punkte  /),  benutzen  ;  ihre  Coor- 
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dinaten  sind  einmal  durch  43.)  gegeben,  zum  andern  analog  zu 
(42b.)  gebildet;  also: 


a  4  =  V  1"^9  o*  V T+a  M  —  a  =  —  C,(  I  —9  a*)  Vt-H*  V  , 

x%  -    —  2t  V  ä  V  f^3a  V 1  -f-  a  =  c,  2  ( I  —  3  a)  V  2  a  V  I  +a  , 

a?s  =  2 1  Kä  V  I  -f  3«  Vl^I  =  —  c3  2  (4  +  3 a)  V2o  VT^ä  , 

.r4  =  1  +  3 a*  =  —  c4  (I  —  9a4)  . 

Diese  Gleichungen  liefern  ersichtlich  die  gleichen  Werthe  für 
die  c, . 

Auch  die  Schmiegungsebenen  in  den  Spitzen  der  Doppel- 
curve  Dft  haben  eine  doppelte  Darstellung  nach  (44.)  und  ent- 
sprechend (42  a.)  und  führen  zu  den  nämlichen  Werthen  der  c,. 

Es  lassen  sich  nun  unmittelbar  die  folgenden  Resultate  er- 
schliessen. 

Wendet  man  auf  die  Punkte  und  Schmiegungsebenen  der 
rationalen  Mumcurve  C4  die  reciproke  Raumtransformation 


(40.)  x[  =  wt  ,    xl  =  iy  u%  , 


xl  -  iß. 


—  3a  (  1+3«* 

n,  ,    x[  =  ^=== — =  u. 


a«,  so  fjre/ien  dieselben  in  die  Schmiegungsebenen  und  Punkte  der 
Doppelcurve  Z)0  i'Arer  Developpabeln  über.  Diese  Transformation 
führt  zugleich  auch  die  Ebenen  und  Punkte  von  D&  in  die  Punkte 
und  Schmiegungsebenen  von  C4  über.  Die  Gleichungen  (46.)  be- 
stimmen vier  verschiedene  reciproke  Transformationen,  indem  man 
die  Vor  seichen  der  Wurzeln  noch  beliebig  wählen  kann  ;  die  Trans- 
formationen sind  imaginär.  Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen 
(21 .)  und  27.)  kann  man  die  Coordinaten  der  Punkte  und  Schmie- 
gungsebenen von  D(t  direct  anschreiben.  So  werden  z.  B.  die 
Coordinaten  der  Punkte  von  Dft: 

x ;  =  -  vT+TT,  vT^Ta  e,  ?,  fc!  +  -  «  . 

(e?-el)[«(e;+ei:+2(i+ä«)efeli  - 


(«.) 


e? + ei)  [«(?{+«)+*(<-  «  «)  «i 


=  (i  +  3  ««)   fä  (e;  -  ej) . 

SI»tb.-pbjri.  Cluse.  WM.  1 6 
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Die  Schmiegungsebenen  der  Doppelcurve  Dc  berühren  die 
Flache  2.  Grades  T : 

und  zwar  berühren  sie  dieselbe  längs  einer  rationalen  Raumcurve 
4.  Ordnung  h\. 

Wendet  man  die  reciproke  Transformation  auf  die  Fläche  /4 
an.  so  gewinnt  man  die  Flüche  2.  Die  Doppelcurve  Dfi  liegt  auf 
der  Fläche  2.  Grades  2: 

Aus  (34a.)  ergiebt  sich  durch  die  obige  Substitution  auch 
die  Flüche  3.  Ordnung,  welche  die  Curve  Dt  aus  der  Fläche 
2.  Grades  _*  ausschneidet. 

Wir  wollen  hier  noch  einen  Begriff  einführen,  der  es  uns 
ermöglicht,  unsere  Resultate  in  bequemer  Form  auszusprechen. 
Jede  rationale  Raumcurve  4.  Ordnung  liegt  auf  einem  Hyperboloid 
und  bestimmt  zwei  abwickelbare  Flächen;  die  eine  wird  von 
ihren  Tangenten  gebildet,  die  andere  von  den  Ebenen  umhüllt, 
welche  das  Hyperboloid  in  ihren  Punkten  berühren.  Die  erstere 
heisst  kurz  die  Developpable  der  Raumcurve,  die  letztere  soll  die 
zur  Raumcurve  conjugirte  Developpable  heissen ,  da  ihre  Erzeu- 
genden zu  den  Tangenten  der  Raumcurve  in  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  conjugirt  sind.  Wir  haben  nun  den  Satz:  Jeder 
rationalen  Haumcurve  4.  Ordnung  entspricht  eine  zweite  in  der 
Art,  dass  die  abwickelbare  Flache  der  ersten  eine  Doppelcurve 
besitzt,  welche  zugleich  Rückkehrcurve  für  die  der  andern  conju- 
girte Developpable  ist.  Es  giebt  vier  lineare  Transformationen, 
welche  die  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  den  beiden  zugehörigen 
Developpabcln  in  die  andere  und  ihre  Developpabeln  überführen. 
So  geht  die  Curve  h\  aus  der  Curve  C4  hervor  durch  die  Trans- 
formationen : 


l/l-f3a 

a?;  =  x,  ,    xl  =  i  y  -y-  -x 

.  ,;  =  i  j/i 


3  a  ,  _  L±lg! 

Xm   «       X.    _______       ,  : —  X . 

V4-|-3aH-3a 
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Die  abwickelbare  Fläche  der  Curve  Dtt  —  wir  nannten  sie 
K(>  —  besitzt  eine  Doppelcurve,  welche  rational  und  von  der  4. 
Ordnung  ist.  Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  Gelegenheit 
finden  diese  Doppelcurve  darzustellen,  indem  wir  dort  die  zu  ihr 
reeiproke  Fläche  behandeln. 

Die  abwickelbare  Fläche  Ffi  ist  zugleich  Doppeldeveloppable 
der  Curve  Dc,  d.  h.  sie  wird  umhüllt  von  den  Ebenen,  welche 
D(t  zwei  Mal  berühren.  • 

Ueber  die  Realitätsverhältnisse  wird  in  einem  späteren 
Paragraphen  ausführlich  gehandelt. 

IX.  Die  Developpable  JIfi  der  Doppeltangentialebenen  von  CA 
und  ihre  Rückkehrcurve  ftfi;  die  zwei-zweideutige  Verwandt- 
schaft zwischen  (\  nnd  der  Fläche  //,.:  die  lineare  Trans- 
formation von  C4  in  il0;  die  lineare  Transformation 

von  Ä€  in  Dc. 

Die  zwei-zweideutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten  von 
C4  und  den  Ebenen  von  JIrt ,  d.  h.  den  Doppeltangentialebenen 
von  C4  ist  folgender  Art.  In  jedem  Punkte  von  C4  gibt  es  zwei 
Tangentialebenen,  welche  die  CA  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
berühren,  also  entsprechen  jedem  Punkt  von  C4  die  beiden  Doppel- 
tangentialebenen, die  durch  ihn  hindurchgehen.  Jeder  Doppeltan- 
gentialebane  entsprechen  die  beiden  Punkte,  in  denen  sie  die 
Curve  C4  berührt. 

Die  Punkte  64  fe4  bs  64  sind  die  singulären  Punkte  der  Ver- 
wandtschaft auf  C4 ,  denen  auf  J76  Doppclebenen  entsprechen, 
es  sind  das  die  Ebenen,  die  in  p,p37>4  das  Hyperboloid  H  be- 
rühren. Die  Wendeebenen  von  C4  bilden  die  singulären  Ele- 
mente auf  //,,,  denen  auf  C4  die  Doppelpunkte  te4  wt  testo4  ent- 
sprechen. Legen  wir  der  Verwandtschaft  wieder  die  Gleichungs- 
form (35.) 

zu  Grunde,  dann  gelten  für  die  singulären  Elemente  64  h%  6,  64 
auf  C4  wieder  die  Gleichungen  (36.)  und  (6.)  und  für  die  Dop- 
pelelemente wt  w,  tvs  w%  die  Gleichungen  (37.)  und  (12.).  Es 
ist  also  die  zwei-zweideutige  Verwandtschaft  zwischen  C4  und  J76 
genau  durch  dieselbe  Gleichung  (38.)  dargestellt,  wie  die  zwischen 
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C4  und  D(>.  Hiermit  ist  für  J7r>  resp.  /iG  eine  Parameterverthei- 
lung  gegeben,  und  es  sind  dadurch  offenbar  die  Curven  R6  und 
l)ft  ein-eindeutig  auf  einander  bezogen ,  wie  das  weiter  unten 
noch  genauer  dargelegt  wird.  Auch  was  Uber  die  RealiUitsver- 
hällnisse  von  D9  im  vorigen  Paragraphen  gesagt  wurde,  gilt  ganz 
ebenso  für  die  Fläche  fl,  und  ihre  Rückkehrcurve  H6;  das  Wei- 
tere hierüber  findet  sich  später. 

Um  die  Coordinaten  der  Schmiegungsebenen  und  der  Punkte 
von  /?,.  zu  erhalten,  verfahren  wir  genau  wie  in  §  VIII.  Die 
Developpable  fTft  ist  von  der  vierten  Klasse,  ihre  Ebenen  berühren 
eine  Fläche  zweiten  Grades  M  längs  einer  rationalen  Raumcurve 
vierter  Ordnung  P4.  Auf  dieser  Fläche  zweiten  Grades  M  wird 
nach  §  VII  eine  Parametervertheilung  vorgenommen,  die  der- 
jenigen auf  H  entspricht,  so  dass  die  Parameter  der  Punkte  und 
Schmiegungsebenen  von  tfft  sich  durch  die  Gleichung 

a,'(a?  +  :*«a,*?  +  o^(o\  4-3aas(7j)  =  0 

bestimmen,  wo  a  wieder  die  nämliche  Constante  wie  in  :  4.)  be- 
deutet. Diese  Parametervertheilung  auf  R6  resp.  7TG  muss 
nämlich  wieder  übereinstimmen  mit  derjenigen,  die  sich  aus 
der  zwei-zweideutigen  Verwandtschaft  ergiebt.  Dort  erhalten 
aber  die  Doppelebenen  auf  77ft  die  gleichen  Parameter,  wie  die 
Wendepunkte  auf  Cv  sie  bestimmen  sich  also  aus  {{%.);  hier  er- 
giebt sich  für  die  Schmiegungsebenen  in  den  Spitzen  von  Hfi 
ebenfalls  die  Gleichung  (12.),  wie  das  auch  sein  muss.,  da  jene 
Doppelebenen  nichts  anderes  als  diese  Schmiegungsebenen  sind. 

Demgemäss  erhalten  wir  für  die  singulären  und  die  Doppel - 
ebenen  von  JIB  wieder  eine  zweifache  Bestimmung.  Die  Doppel- 
ebenen sind  einerseits  die  Tangentialebenen  von  H  in  den  Punkten 
/?,.,  andrerseits  entsprechen  sie  den  Punkten  ut-  auf  C4 ;  wir  er- 
halten deshalb  für  ihre  Coordinaten ,  wenn  wir  die  Gleichung 
der  Fläche  M  wieder  in  der  Form  (35.)  voraussetzen ,  die  dop- 
pelten Werthe: 

u,  =  VÜ^  VT+7i  >  « a  =  2  VT+ä  \T^L  •  i  , 
,ti  =  -  iiVäv T=37i  v  1+5  =  -  (1  + 3 a)  Via  Vi+ä  •  i  , 

ut  =  —  (1  +  3a4)  =  -  2  1  +  3a*]  1  ■ 
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Demnach  erhalten  die  Constanten  c,  die  Werthe : 

_       \  —  t  4  3a 

Cl  ~~  K4— 9a1  '       C*  ~"  2V2  Fl~=^ 

,  _  -  i   1  —  3  a_  _ 
2V2  V1  +  3« 

Betrachten  wir  die  singulüren  Ebenen  von  /Tc,  welche  sowohl 
Wendeebenen  von  C4  sind  als  auch  den  Punkten  6,-  auf  C4  ent- 
sprechen, so  linden  wir  die  doppelten  Werthe  ihrer  Coordinaten: 


v 


9«*)  Vi  4-  «  V  1  —  «  =  V\  +  ofl-ai, 
„4  =  (1  _  3«)  2  V2«"  VT^r7«  =  i  V Vä  Vl~+3«  i  , 

ut  =  (I  +      2  v  2«"  VT=i  =  i  VC-7i  Va  VT=Ta~  i  , 
=  (1  —  9«*)  =  -  K4— 9a1 


c4 


Hieraus  folgen  aber  die  nämlichen  Werthe  für  die  Constanten  c^. 
Wir  folgern  nun  die  Satze:  Wendet  man  auf  die  Punkte  und 
Schmiegungsebenen  der  rationalen  Raumcurve  CA  die  reciproke 
Raumtransformation  : 


.....        ,           1  ,       —  t    I  -4-  3  (i 

(54.)     .j?;  ==  ,     i  «,  ,        =  — ~  u.  . 

>  1  +  3«  Vl-3«  2>2  H  — 3a 


-/  1-3« 

2K2  VI -f-3«   3  4 

an,  so  ^eften  dieselben  in  die  Schmiegungsebenen  und  Punkte  der 
Rückkehrcurve  Re  ihrer  Doppeldeveloppabeln  über\  umgekehrt  führt 
dieselbe  auch  die  Punkte  und  Schmiegungsebenen  von  /?6  in  die 
Ebenen  und  Punkte  von  C4  über.  Indem  man  in  (51 .)  den  Wurzeln 
verschiedene  Vorzeichen  beilegt,  erhält  man  vier  verschiedene  reci- 
proke Transformationen ;  dieselben  sind  imaginär. 

Die  Coordinaten  der  Doppeltangentialebenen  von  Ct  werden 
in  Rücksicht  auf  (27.)  : 
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u[  =  V  1  +  3«  Vi  —  3«  [a\  —  a\)  , 


(52.) 


u;  =  -  liVl  VI  -3a  (7,  cr4  (of  +  ff}] 

w,'  =  2*  V2  V'F+3«  a.er.faf  —  ff*)  , 
u;  =  a*  +  6aafa*  +  a«  . 


£>!€  Doppeltangentialebenen  von  Ci  berühren  die  Fläche  zweiten 
Grades  M  : 


und  zwar  längs  einer  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  Pv 
Aus  der  Gleichung  für  /4  ergiebt  sich,  dass  die  Rückkehr- 
curve  Rg  der  Doppeldeveloppablen  von  C4  auf  der  Fläche  zweiten 
Grades  A. 

(54.)    ( \  _9a«)  j  J-2  ( I  — 3a)<r»+2  ( I  +3o)  X*  -  ( I  +3 o«)     =  0 

//<'#/.  Die  Spitzen  von  /f„  liegen  in  den  Punkten  6,  64  6,  64  und 
die  Tangenten  von  C4  in  diesen  Punkten  sind  zugleich  die 
Spitzentangenten. 


Wenn  wir  wieder  den  Begriff  der  zu  einer  rationalen  Raum- 
curve vierter  Ordnung  conjugirten  abwickelbaren  Flüche  zu  Hülfe 
nehmen,  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Jeder  rationalen 
Raumcurve  vierter  Ordnung  entspricht  eine  zweite  in  der  Art, 
dass  erstere  die  Doppelcurve  der  abwickelbaren  Fläche  vierter 
Klasse  bildet,  welche  zu  letzterer  conjugirt  ist.  Die  Doppel- 
tangentialebene der  erstgenannten  Raumcurve  umhüllen  die  zur 
zweiten  conjugirte  abwickelbare  Flüche.  Es  giebt  vier  lineare 
Transformationen,  welche  die  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung 
mit  den  zugehörigen  Developpabeln  in  die  andere  und  ihre  Develop- 
pabeln  überführen.  So  erhalt  man  die  Curve  P4  aus  der  Curve 
C4,  wenn  man  die  Transformationen  : 


i  (l+3r>) 


1 1 


anwendet. 
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Untersuchen  wir  noch  zum  Schluss  die  ein -eindeutige  Be- 
ziehung, welche  zwischen  der  Doppelcurve  Dft  und  der  Rückkehr- 
curve  /?Ä  der  Doppeldeveloppabeln  besteht.  Jede  DoppelUmgen- 
tialebene  von  Ct  ist  einerseits  Schmiegungsebene  in  einem  Punkte 
der  H6 ,  andrerseits  schneiden  sich  die  beiden  in  ihr  liegenden 
Tangenten  in  einem  Punkte  von  Df:  diese  Punkte  entsprechen 
sich  eindeutig.  Nimmt  man  speciell  die  Ebene,  welche  in  pi  das 
Hyperboloid  H  berührt,  so  entspricht  ihr  auf  Dfi  die  Spitze,  die 
selbst  in  pi  liegt,  und  auf  Iifi  die  Spitze,  die  nach  fallt.  Sind 
nun  a'j  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  Bfi  und  x{  die  eines 
Punktes  auf  />,.,  so  erhalten  wir  für  die  Spitzen  auf  /<„  resp.  />,,: 


'  xt  =  V  \  +  u  V 1  —  a  ,  x  [  =  V I  —  9  a*  V  I  -f- «  V  1  —  a  , 


x-t  =  i'V I  +  «  Va  VI  +  3ö  ,     .r;  =  -  8*Ta  1  1  -3a  V  1  +  o  , 


j*3  =  —  iV\  —aVa  V\  —  3a,  .r;  =  2i  V«  H  -f- 3 a  V  \  —  a  , 
X4  =  Vi  -  9a*,  =  !  + 3a1  . 

Demnach  geht  die  Doppelcurve  Df>  der  abwickelbaren  Flüche  von  CA 
durch  die  lineare  Transformalion  : 

**\      .  .         [±3a   ,       ,  I  — 3a  %l 

(oo.j     x{ — .t,  ,     at —        -     xti    x3 —         ,^     J3  i 

—  9a«  , 

in  die  Rückkehrcurve  H6  der  Doppeldeveloppabeln  von  CA  über. 
Diese  Transformation  ist  so  beschaffen,  dass  jeder  Punkt  auf  Dt. 
in  denjenigen  Punkt  auf  liü  tibergeht,  dessen  Schmiegungsebene 
ihn  passirt.  Aus  dieser  Transformation l)  folgen  drei  weitere,  wenn 
man  sie  mit  den  linearen  Transformationen  der  /),.  in  sich  com- 
binirt,  d.  h.  wenn  man  bei  zwei  der  Coordinaten  a  /  das  Vor- 
zeichen wechselt.  Die  Transformation  '55.)  welche  Dü  in  R6 
tiberführt,  verwandelt  auch  alle  zu  DCi  covarianten  Gebilde  in 
die  entsprechenden  bei  /?Ä.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die 
Doppelcurve  der  abwickelbaren  FlHche  von  Dt  —  sie  sei  mit  F, 


I)  Man  hätte  die  Transformation  auch  erhalten  können  durch  Com- 
bination  der  beiden  reciproken  Transformationen,  die  die  Punkte  von  C4 
in  die  Ebenen  von  Rn  resp.  D„  verwandeln. 
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bezeichnet  —  aus  CA  durch  die  Transformation  (55.)  hervorgeht. 
Sind  x-  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  F4  und  x{  diejenigen 
eines  Punktes  von  C4,  so  ist: 

.T;  =  (1-9(1*)^,  a^  =  -2(!-3a).r4,  ara'  =  — 2(1  +  3a)ar, , 

(1  +  3 aijxi  . 

Die  Curve  b\  liegt  auf  der  Fläche  2.  Grades  N : 

l00''     (l_9a1),"t"  4(4— 3a)f     4(1  +  3 a)*      (1  +  3a*)4  ~"  * 


X.  Uebersicht  über  die  verschiedenen  Curven  und  Flächen. 

C4,  rationale  Raumcurve  4.  Ordnung. 

H ,  Hyperboloid  durch  die  Raumcurve  C4, 

r6,  abwickelbare  Flache  gebildet  von  den  Tangenten  der  C4. 

/4,  Flüche  2.  Grades,  welche  von  der  I\t  längs  einer  Curve 
b".  Ordnung  berührt  wird, 

<Z>3,  STEixER'sche  Fläche,  welche  von  den  Erzeugenden  der 
längs  der  Curve  C\  osculirt  wird, 

D€t ,  Doppelcurve  der  Fläche  r« , 

2,  Fläche  2.  Grades  durch  die  Curve  />f>, 

Ksl  abwickelbare  Fläche  4.  Classe  gebildet  von  den  Tan- 
genten der  DgJ 

T,  Fläche  2.  Grades,  welche  von  der  Kft  längs  einer  Raum- 
curve 4.  Ordnung  berührt  wird, 

A'4,  Curve  4.  Ordnung,  in  der  sich  K„  und  T  berühren, 

F4,  Doppelcurve  4.  Ordnung  der  Fläche  Kt>, 

N,  Fläche  2.  Grades  durch  die  Curve  P4J 

/7(i ,  abwickelbare  Fläche,  welche  von  den  Doppeltangential- 
ebeneh  der  C4  umhüllt  wird, 

M,  Fläche  2.  Grades,  welche  von  J7(>  längs  einer  Raumcurve 
4.  Ordnung  berührt  wird, 

Pt,  Curve  4.  Ordnung,  in  der  sich  /I6  und  M  berühren, 

/?„,  Rückkehrcurve  der  Fläche  JT6, 

A,  Fläche  2.  Grades  durch  die  Curve  fl,  . 
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SITZUNG  VOM  7.  JULI  1890. 

Hermann  Wiener,  Ueber  geometrische  Analysen. x)  Vor- 
gelegt von  Neimakx.   Mit  2  Figuren. 

VI.  Das  Rechnen  mit  Verwandtschaften.2; 

29.  Für  ein  jedes  Gebiet  der  Geometrie  sieht  man  sieh  an 
einem  bestimmten  Punkt  der  Entwickelung  genötigt,  eine  Ana- 
lysis  auszubilden. 

Die  Analysis  greift  in  zwei  Richtungen  helfend  ein :  da  wo 
die  Anschauung  wegen  der  Häufung  der  Begriffe  nicht  mehr 
ausreicht,  soll  sie  das  Vorwärtsschreiten  anbahnen;  da  wo  die 
Gewohnheit  uns  den  inneren  Zusammenhang  der  Dinge  ver- 
wischt, soll  sie  die  Begriffe  zergliedern  helfen.  Denn  wir  kön- 
nen uns  nur  schwer  von  den  inneren  Gründen  dessen  Hechen- 
sehaft geben,  was  uns  durch  häufigen  Gebrauch  selbstverständ- 
lich geworden  ist.  Und  so  bestimmen  das  »zu  schwer«  und  das 
trügerische  »zu  leichU  die  beiden  Grenzen  des  rein  anschau- 
lichen Denkens.  Dem  Fortschritt  auf  der  einen  Seite  steht  daher 
auf  der  anderen  die  Erkenntniss  der  Grundlagen  gegenüber,  auf 

1)  Dieser  Aufsalz  bildet  die  Fortsetzung  der  beiden  früheren:  »Die  Zu- 
sammensetzung zweier  endlichen  Schraubungen  zu  einer  einzigen«  (S.  43 
bis  23)  und  »Zur  Theorie  der  Umwendungen«  (S.  71  bis  87).  Um  mich 
leichter  auf  frühere  Stellen  berufen  zu  können,  habe  ich  die  Sätze  durch- 
nummerirt. 

8)  Der  Inhalt  des  Abschnittes  VI  beschäftigt  sich  im  Wesentlichen  mit 
dem,  was  man  sonst  auch  das  »Rechnen  mit  Operationsproducten«  nennt. 
In  fast  allen  Arbeiten,  die  solche  Producte  (Polgen)  behandeln,  sind  die 
zu  Grunde  gelegten  Operationen  Verwandtschaften.  Der  BegrilT  »  Operation « 
ist  aber  weiter,  und  umfasst  ausser  den  Verwandtschaften  (Transforma- 
tionen) auch  die  Verknüpfungen,  seien  es  nun  Verknüpfungen  von  ObjectjMi 
(z.  B.  Multiplication  von  Zahlen)  oder  von  Verwandtschaften  (z.  B.  Zu- 
sammensetzung zweier  Bewegungen  zu  einer  einzigen  ;  Bildung  von  Folgen). 
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welchen  ein  Gebiet  beruht,  und  in  beiden  Beziehungen  muss 
eine  brauchbare  Analyse  leistungsPdhig  sein. 

Aber  seit  Grassm ann  ist  allmählich  immer  mehr  das  Gefühl 
dafür  wach  geworden ,  dass  man  noch  eine  weitere  Forderung 
an  eine  solche  Analyse  zu  stellen  hat,  nämlich ,  dass  sie  selbst 
anschaulich  sei.  Unter  einer  anschaulichen  Analyse  ist  eine 
solche  zu  verstehen,  bei  welcher  mit  jedem  Schritt ,  den  wir  in 
der  Rechnung  mit  Zeichen  machen,  ein  bestimmter  geometrischer 
Vorgang  der  Objecte  parallel  geht,  die  durch  jene  Zeichen  aus- 
gedrückt werden;  so  dass  an  jeder  Stelle  der  Entwicklung 
der  Uebergang  von  der  Rechnung  zur  Anschauung,  oder  umge- 
kehrt ermöglicht  ist.  Das  beste  Beispiel  einer  solchen  anschau- 
lichen Analysis  ist  in  Grassmann's  Ausdehnungslehre  ge- 
geben 1). 

30.  Um  nun  auf  die  Analysis  der  Umwendungen  zu  kommen, 
so  verhehle  ich  mir  in  Bezug  auf  den  ersten  der  erwähnten 
Punkte  keineswegs,  dass  sie  noch  einer  weiteren  Entwickelung 
bedarf,  um  in  einfachster  Weise  die  wichtigen  Aufgaben  zu 
lösen,  die  ihr  vor  Allem  zufallen  müssen,  wie  die  Frage  nach 
den  Gruppen  von  Bewegungen2).  Doch  werden,  wie  ich  hoffe, 
die  folgenden  Betrachtungen  als  eine  erste  Vorarbeit  dazu  dienen 
können.  Vorläufig  kommt  es  mir  mehr  auf  den  zweiten  Punkt 
an :  die  Grundlagen  der  Theorie  der  Bewegungen  soweit  klar- 
zustellen, dass  der  Zusammenhang  mit  anderen  Theorien,  die 
auf  denselben  Grundlagen  beruhen,  deutlich  hervortritt. 

Jeder  Schritt,  den  wir  dabei  rechnerisch  machen,  liisst  sich 
auch  an  den  geometrischen  Gebilden  anschaulich  verfolgen,  so 
dass  wir  es  also  mit  einem  anschaulichen  Verfahren  zu  thun 
haben.  Und  zwar  gilt  diese  Veranschaulichung  nicht  nur 
für  die  im  Früheren  angestellten  kinematischen  Betrachtungen 
sondern  ebenso  gut  für  die  anderen  denselben  Grundgesetzen 
folgenden  geometrischen  Theorien.  Daher  wird  Jeder,  der  nur 
in  einem  dieser  Gebiete  bewandert  ist  —  sei  dies  nun  die 

1)  Der  Unterschied  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  von 
der  Grassm ANN'schen  Analysis  besieht  darin ,  dass  jene  alle  Beziehungen 
geometrischer  Gebilde  in  Zahlbeziehungen  umsetzt,  diese  aber  mit  den  Ge- 
bilden [Strecke,  Feld  (Moment \  Linientheil  (Kraft)  u.  s.  w.]  selbst  rechnet. 

•  2)  Materiell  ist  diese  Frage,  mit  welcher  die  andere,  nach  der  Anzahl 
der  möglichen  Kristallsysteme,  aufs  Innigste  zusammenhangt,  durch  die 
Arbeiten  von  C.  Jordan,  L.  Souncee  und  Schöüfltess  erledigt. 
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Kinematik,  oder  die  allgemeinere  Lehre  von  den  Spiegelungen, 
sei  es  die  Theorie  der  Projectivitäten  oder  die  allgemeinere 
der  Kreisverwandtschaften  u.  s.  f.  —  sich  in  diesem  Gebiet 
für  jede  Formel  das  anschauliche  Bild  suchen  können. 

« 

84.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  von  den  Um  Wen- 
dungen zu  allgemeineren  Theorien  kommt. 

Die  Umwendungen,  und  allgemeiner  die  Bewegungen  setzen 
einen  starren  Körper  voraus,  der  sich  bei  der  Bewegung  in 
keiner  Weise  verändert.  Dabei  konnte  für  alle  Betrachtungen, 
die  wir  in  den  vorigen  Kapiteln  anstellten,  zweierlei  als  neben- 
sachlich angesehen  werden.  Das  eine  war  die  Gestalt  des 
Körpers,  das  andere  der  Weg,  den  er  beim  Uebergang  von  der 
Anfangs-  zur  Endlage  beschrieb. 

Was  das  Erste  betrifft,  so  war  bei  der  ganzen  Bewegung 
nur  die  jeweilige  Lage  eines  Dreiecks  (7.)  als  bekannt  voraus- 
zusetzen, um  die  Bewegung  fest  zu  legen.  Mit  dem  Dreieck 
kann  man  dann  eine  beliebige  Anzahl  weiterer  Punkte  starr 
verbunden  denken ,  ohne  irgend  etwas  in  der  Betrachtung  zu 
andern.  Es  steht  nun  nichts  im  Wege,  alle  Punkte  des  Raumes 
mit  dem  Dreieck  starr  zu  verbinden ;  und  so  kommen  wir  zum 
Begriff  der  Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems,  und 
verstehen  darunter  eine  solche  Bewegung ,  welche  alle  Punkte 
des  Raumes  gleichzeitig  erfasst. 

Das  Zweite,  die  Unabhängigkeit  des  Ergebnisses  von  den 
verschiedenen  Zwischenlaßen,  weist  uns  darauf  hin,  die  Zwischen- 
lagen  Uberhaupt  hinwegzudenken  und  uns  stets  bloss  die  An- 
fangslage 2i,  und  die  Endlage  — a  des  starren  raumlichen  Svstems 
vorzustellen;  dadurch  kommen  wir  zum  Begriff  der  Beziehung, 
Zuordnung  oder  Verwandtschaft.  In  dieser  entspricht  jedem 
Punkt,  der  im  System  ~,  enthalten  ist,  ein  ganz  bestimmter 
Punkt  in  2"4  ;  die  Punkte  sind  dabei  im  einen,  wie  im  anderen  Sy- 
stem so  verbunden,  dass  jeder  Figur  in  eine  congrnente  Figur 
in  -4  entspricht. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden  Auffassungen 
macht  sich  noch  geltend  im  Ausdruck  der  Gleichheit.  Zwei  Be- 
wegungen können  sehr  verschieden  von  einander  sein  und  doch 
die  eine  durch  die  andere  ersetzbar  genannt  werden ,  nümlfch 
dann,  wenn  beide  das  System  aus  der  Anfangslage  auf  zwei 
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verschiedenen  Wegen  in  dieselbe  Endluge  bringen.  Sollen  aber 
zwei  Beziehungen  (Verwandtschaften)  einander  gleich  sein,  so 
muss  durch  beide  das  System  2{  in  gleicher  Weise  auf  2t  be- 
zogen sein,  so  dass  also  zwei  Elemente  von  2,  und  2, .  die  sich 
'  vermöge  der  einen  Beziehung  entsprechen,  es  auch  vermöge  der 
anderen  thun.  Dann  sind  aber  die  beiden  Beziehungen  nicht  , 
nur  durch  einander  ersetzbar,  sondern  vollkommen  identisch. 
Und  auch  bei  Folgen  von  Verwandtschaften,  denen  wir  alsbald 
näher  treten  werden,  kann  man  statt  der  Ersetzbarkeit  die 
Gleichheit  setzen ,  falls  man  das  Ergebniss  der  Folge  als  Haupt- 
sache, die  einzelneu ,  sie  zusammensetzenden  Verwandtschaften 
als  Nebensache  betrachtet. 

32.  Durch  die  Auffassung  der  Bewegung  als  Verwandtschaft 
wird  die  Möglichkeit  zu  Erweiterungen  gegeben.  So  kann  man 
sich  eine  Verwandtschaft  zwischen  den  Punkten  des  Raumes 
vorstellen,  vermöge  welcher,  wie  bei  der  vorhin  geschilderten 
Congruenz,  alle  gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  des  Systems 
2,  denen  der  entsprechenden  Punkte  in  2{  gleich  geblieben 
sind,  doch  so,  dass  jedem  Tetraeder  des  einen  Systems  kein 
congruentes,  sondern  ein  symmetrisches  des  anderen  entspricht. 
Von  einem  stetigen  Uebergang ,  wie  er  bei  der  Bewegung  statt-  ^ 
fand,  kann  hier  nicht  mehr  die  Rede  sein,  und  in  der  Thal  ge- 
hört diese  Verwandtschaft  der  allgemeinen  Theorie  der  Spiege- 
lungen an,  in  welcher  unstetige  Operationen,  die  Spiegelungen 
an  Punkten  und  Ebenen,  als  erzeugende  Operationen  auftreten. 

Noch  andere  Verallgemeinerungen  erhalten  wir,  indem  wir 
weitere  Eigenschaften  der  erst  betrachteten  Verwandtschaften 
fallen  lassen.  Geben  wir  z.B.  die  Gleichheit  der  Theile  auf  und 
setzen  die  Aehnlichkeit  an  ihre  Stelle,  oder  verlangen  wir  bloss, 
dass  Punkte,  die  auf  einer  Geraden  lagen,  wieder  ebenso  liegen, 
oder  sogar  nur,  dass  Punkte,  die  sich  benachbart  waren,  es 
bleiben,  so  gewinnen  wir  dadurch  viel  allgemeinere  Verwandt- 
schaften. Bei  allen  den  genannten  treten  die  zwei  Falle  auf,  die 
wir  im  vorigen  Beispiel  als  Congruenz  und  Symmetrie  unter- 
schieden,  nümlich  der  eine  Fall,  wo  das  erste  System  durch 
stetige  Veränderung  in  das  zweite  Übergeführt  werden  kann, 
und  der  zweite  Fall,  wo  dies  nicht  möglich  ist.  Bei  ihnen  allen 
werden  wir  also  in  gleicher  Weise  von  den  Zwischenlagen  ab- 
sehen müssen  und  sie  als  Verwandtschaften  zu  betrachten 
hoben. 
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Solche  Verwandtschaften ,  wie  sie  in  den  verschiedensten 
Formen  in  Erscheinung  treten ,  sind  Gegenstand  der  schönsten 
und  fruchtbarsten  Arbeiten  eines  Möbiis  gewesen.  Sie  können 
alle  als  Beispiele  für  die  ganz  allgemeinen  Betrachtungen  dienen, 
die  wir  jetzt  anstellen  wollen. 


33.  Wir  gehen  dazu  Uber,  die  einfachsten  Gesetze  Uber 
das  Rechnen  mit  Verwandtschaften  abzuleiten1}. 

A.  Erklärungen. 

a)  Wird  ein  System  2  ~,  durch  eine  Verwandtschaft  2(  in 
ein  System  — 4  übergeführt,  dieses  durch  eine  Verwandtschaft  s-8 
in      u.  s.  f.  schliesslich  durch  eine  Verwandtschaft  $  in 

— „ ,  so  verstehen  wir  unter  der  Folge  der  Verwandtschaften 
%  58,  •  •  •  Ä'  diejenige  einzelne  Verwandtschaft,  welche  in  -n 
überführt. 

Dass  das  System  2?,  durch  die  Verwandtschaft  51  in  2, 
übergeführt  werde,  drücken  wir  in  Zeichen  aus  durch : 

Die  Folge  von  mehreren  Verwandtschaften  2(,  $8,  •  • .  £  be- 
zeichnen wir  durch  Nebeneinanderschreiben  derselben,  also  durch 
K9***ft.  Ist  also: 

so  ist:  St  {«»...  8}  2Ä  . 

Demnach  sind  zwei  Folgen  von  Verwandtschaften  einander 
gleich,  wenn  sie  das  System  2t  in  dasselbe  System  In  überführen. 


1)  Diese  Rechengeselze  werden  allenthalben  gebraucht,  wo  man  es 
mit  Verknüpfungen  zu  thun  hat.  Trotz  ihrer  Einfachheit  müssen  sie  aber 
doch  einmal  bewiesen  werden,  und  da  ich  nirgends  die  Beweise  gefunden 
habe,  so  stelle  ich  oben  die  wichtigsten  dieser  Sätze  nebst  ihren  Beweisen 
zusammen,  sodass  ich  auch  für  diesen  Aufsatz  nur  elementare  Kenntnisse 
vorauszusetzen  brauche,  und  zugleich  eine  Vereinfachung  in  der  Ableitung 
der  Rechengesetze  für  involutorische  Verwandtschaften  im  folgenden  Ab- 
schnitt VII)  erziele,  der  zum  vorliegenden  Abschnitt  ganz  parallel  verläuft. 

2)  Unter  dem  System  verstehen  wir  die  Gesammtheit  aller  Elemente, 
die  überhaupt  der  Operation  unterzogen  werden  können,  also  z.  B.  bei 
einer  raumlichen  Punkt-Transformation  die  Gesammtheit  aller  Punkte  des 
Raumes;  dabei  werden  meist  2",  und  ra  dieselbe  Gesammtheit  von  Ele- 
menten umfassen,  aber  in  einer  anderen  Anordnung. 
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4      Ist  also:  ^4{«©- -$)2n 

und:  2,  {£9tf..$}2n  , 

so  ist:  2l93..ft=ß9R--*ß  =  $R  , 


wenn  SR  die  einzelne  Verwandtschaft  ist,  zu  welcher  sich  die 
übrigen  in  ihrer  Folge  zusammensetzen. 

b)  Die  Verwandtschaft,  welche  das  System,  Element  für  Ele- 
ment, in  sich  überführt,  heisst  die  identische  Verwandtschaft 
(Identität). 

Wir  bezeichnen  *)  sie  mit  1. 

Es  ist  also : 

u.s.f. 

AUS: 

und  aus:  54{«}2;  {1 

folgen  dann  die  Formeln: 

1  H  =  Ä  ,  «1=9f, 
für  jede  beliebige  Verwandtschaft  2(. 

c)  Führt  eine  Verwandtschaft  $  das  System  J%  in  24  über, 
so  nennen  wir  diejenige  Verwandtschaft ,  welche  2t  in  2{  über- 
führt, die  Umkehrung  der  ersten. 

Wir  bezeichnen2)  die  Umkehrung*)  von  St  durch 
Es  ist  also: 

d.  h.  :  91«-«  =  1  . 

Umgekehrt  erhalten  wir  den 

Satz.   Ist  eine  Verwandtschaft  $('  so  beschaffen,  dass 

so  ist  9T  die  Umkehrung. von  ?t. 

I)  und  2)  Diese  Bezeichnungsweisen  folgen  nothwendig  aus  der 
Schreibweise  der  Folge,  welche  sie  formal  als  Product  erscheinen  lasst. 
H.  Grassmann  hat  (Ausdehnungslehre  1844,  §  6  und  9)  Kennzeichen  dafür 
angegeben,  ob  eine  Verknüpfung  von  Operationen  als  Addition  oder  als 
Multiplication  aufzufassen  ist.  Wir  haben  unbeschadet  der  im  einzelnen 
Falle  noch  zu  treffenden  Entscheidung  die  Folge  allgemein  in  der  Form 
eines  Productes  geschrieben,  wie  dies  auch  sonst  gebräuchlich  ist. 

3)  Solche  Beziehungen,  bei  denen  sich  eine  Umkehrung  nicht  bilden 
lässt,  sind  also  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen;  ebenso  diejenigen,  bei 
denen  sich  nicht  aus  je  zweien  eine  einzige  neue  als  ihre  Folge  bilden  lässt. 
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Denn  es  ist  dann : 

also:  2*{«}2t{*'}**, 
ferner:  j;{*-«}24  , 

also  nach  a) :  2f  =  2l-<  . 

Zusatz.  Die  Identität  ist  ihre  eigene  Umkehrung. 

Denn  setzt  man  in  der  Gleichung  MSI-'  =  1  für  %  die  1, 
so  erhält  man  Ä~*  =  I. 

B.  Das  associative  Gesetz. 

34.  Satz,  F#r  die  Folge  dreier  Verwandtschaften  gilt  stets 
das  associative  Gesetz : 

(«©)C  =  «(8G)  • 

Beweis:  Ist: 

21{«}2,{8}2,{«}24  , 
so  lüsst  sich  dies  auch  schreiben  (33  a.): 

oder:  24  *4  ,     2,  {*(»«)}  2,  , 

was  sich  (33a.)  mit  der  Aussage  des  Satzes  deckt. 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens *)  erhalten  wir 
das  associative  Gesetz  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Verwandt- 
schaften, welches  auch  so  ausgesprochen  werden  kann: 

Znsatz.  Bei  einer  Folge  von  mehreren  Verwandtschaften 
lassen  sich  aufeinander  folgende  —  ohne  Aenderung  der  Reihen- 
folge —  beliebig  in  Klammem  schliessen,  oder  auch  alle  Klam- 
mern weglassen. 

Folgerang  X,  Kommen  in  einer  Folge  von  Verwandtschaften 
eine  derselben  und  ihre  Umkehrung  unmittelbar  nach  einander  vor, 
so  können  beide  weggelassen  werden. 

Denn  es  ist  : 

=  Ä  •  •  SM  SD  •  •  CS  (nach  33c), 

=  91-.93$..<S  (nach  33b.), 

w.  z.  b.  w. 


4)  Die  allgemeine  Herleitung  dieses  Satzes  für  n  Glieder,  wenn  er  für 
drei  gilt,  findet  sich  bei  H.  Grassmann,  Ausdehnungslehre  4844,  §  3. 
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Fügt  man  einer  Folge  von  Verwandtschaften 

die  umgekehrte  Folge  ihrer  Umkehrungen 

2fl"2-'  ..©-««-»  =  X' 
hinzu,  so  erhält  man: 

da  zuerst  (SttStt-1)  in  der  Mitte  wegbleiben  kann,  sodann  auch 
(ßß-»)  u.s. f.,  und  schliesslich  =  1  bleibt.  Daher  ist. 

xr  =  i  , 

also  (33c,  Satz) : 

£'  =  £-*;  d.h.: 

Folgerung  II.  Man  erhalt  die  Umkehrung  einer  Folge  von 
Verwandtschaften,  indem  man  die  umgekehrte  Folge  ihrer  Um- 
kehrungen  bildet. 

C.  Verbindung  und  Umformung  der  Gleichungen. 

35.  Satz.  Ist        «  •  •  ö  =  ©  •  •  S 

und  =  , 

so  ist  auch        $1     ©<S  ••$>  =  £••  S@     $  . 

Denn  führt  die  Folge  $1  •  •  33  das  System  ^4  in  die  Folge 
S  •  •  £  dieses  in      über,  so  ist: 

also  :     2,  {  31  •  •  »6  •  •  X  }  2,  ,        {  @  •  •  3©  •  •  $>  }  2,  , 
woraus  der  Satz  folgt. 

Fügt  man  so  zu  einer  gegebenen  Gleichung 

21  •  •  95  =  G  •  •  5 
noch  die  stets  richtige  Gleichung  hinzu : 

.£  =  <£..  J)  , 

so  erhalt  man ,  je  nachdem  man  sie  als  zweite  oder  erste  Glei- 
chung in  der  Zusammensetzung  nimmt : 

8  ••  93  (X    Ss(f«  g£  % 

oder:  ff  • .  $>«  •  •  ©  =  (£  •  •  35  <£  •  -  3  ,  d.h.: 
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Znsatz  I.  Man  kann  in  einer  Gleichung  zwischen  Verwandt- 
schaften eine  beliebige  Anzahl  von  Verwandtschaften  auf  beiden 
Seiten  vorn,  oder  auf  beiden  Seiten  hinten  in  derselben  Reihenfolge 
hinzufügen. 

Fügt  man  so  in  der  Gleichung 

Ä ..  ö  =  (5 ..  3 

auf  beiden  Seiten  die  Umkehrung  der  rechts  stehenden  Folge, 
also  (vgl.  34,  Folgerung  II)  die  Folge  5-1  .  .  (£""'  hinten  bei, 
so  wird : 

«..©g"1  ,  d,  h.. 

Zusatz  II.  Jüan  kann  jede  Gleichung  zwischen  Verwandt- 
schaften so  umformen,  dass  auf  der  einen  Seite  der  Gleichung  die 
identische  Verwandtschaft  steht. 

Ist  nun  eine  Gleichung  zwischen  n  Verwandtschaften  auf 
diese  Form  gebracht,  also : 

*.«.  1  , 

und  man  fügt  auf  beiden  Seiten  vorn  SIn  und  hinten  $f„~'  bei, 
so  erhalt  man : 

oder:  «,  . .  9ln_«  =  4  . 

Und  ebenso  erhalt  man  daraus : 

Fügt  man  noch  auf  beiden  Seiten  der  gegebenen  Gleichung 
die  Umkehrung  der  linken  Seite  hinzu,  so  wird: 

i  =  «-!^,..«r«rl,  d.h.: 

Zusatz  HI.  Ist  eine  Gleichung  zwischen  Verwandtschaften 
so  umgeformt,  dass  auf  der  einen  Seite  die  identische  Verwandt- 
schaft steht,  so  kann  man  der  anderen  Seite  2n  verschiedene  Ge- 
stalten geben,  indem  man  mit  ihr  und  ihrer  Umkehrung  alle  cycli- 
schen  Vertauschungen  vornimmt. 

D.  Die  Ueberführung  von  Verwandtschaften. 

3(3.  Es  sei  durch  eine  Verwandtschaft  $(  ein  System  2i  in 
ein  Svstem  JS#  übergeführt.  Werden  nun  die  beiden  Systeme 
~,  und  2",  gleichzeitig  einer  einzigen  Verwandtschaft  SB  unter- 
worfen, so  wird  durch  93  das  System  2,  etwa  in  das  System  J,' 

Matb.-phy«.  Classe  1890.  <7 
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und  -4  in  2t'  übergeführt  werden.  Bezeichnen  wir  dann  eine 
Verwandtschaft,  welche  3/  in  2:,'  tiberführt,  durch  Ä',  und  be- 
denken ,  dass  die  beiden  Systeme  — ,  und  3„  deren  Beziehung 
die  Verwandtschaft  21  vermittelt,  durch  93  in  die  beiden  Systeme 
2{'  und  -4'  tibergeführt  werden,  deren  Beziehung  21'  vermittelt, 
so  können  wir  sagen:  Es  wird  die  Verwandtschaft  2(  durch  die 
Verwandtschaft  93  in  die  Verwandtschaft  91'  übergeführt. 

Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Begriffs  will  ich  ihn  durch 
das  Beispiel  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  der  Vor- 
stellung etwas  nüher  bringen,  indem  ich  auf  den  landläufigen 
Begriff  der  Bewegung  zurückgreife. 

Wir  können  uns  eine  Bewegung  SB  vorstellen,  welche  zu 
gleicher  Zeit  zwei  mit  einander  starr  verbundene  Körper  2{  und 
J4  erfasst,  und  sie  mit  den  Körpern  3/  und  3f*  zur  Deckung 
bringt.  Wenn  aber  der  Körper  2t  mit  dem  Körper  ^4  con- 
gruent  ist,  also  auch  3/  mit  3/,  so  giebt  es  eine  bestimmte 
Schraubung  2(,  welche  3,  mit  2t  zur  Deckung  bringt,  anderer- 
seits aber  auch  eine  Schraubung  2T,  welche  3/  mit  3/  zur 
Deckung  bringt,  so  dass  durch  !ö  nicht  nur  3f  und  J4  in  34* 
und  3/,  sondern  auch  die  Schraubung  0  in  die  Schraubung  2T 
übergeführt  wird. 

Man  sieht '),  dass  in  dem  starren  System,  welches  2K  und  2"4 
umfasst,  die  Schraubung  21  genau  so  verlaufen  muss,  wie  21'  in 
dem  starren  System  von  2",'  und  2t'.  Aber  gleich  im  Sinne  der 
Ersetzbarkeit  können  die  in  einander  überführbaren  Schrau- 
bungen nicht  genannt  werden,  obwohl  sie  congruent  sind. 

Kleiden  wir  diese  Betrachtungen  für  den  Fall  der  allge- 
meinen Verwandtschaften  in  Formeln,  so  können  wir  schreiben : 

2/  { St' }  Jt'  . 

Diese  vier  Formeln  lassen  sich  (unter  Berücksichtigung  von 
33c)  in  eine  Reihe  schreiben : 

^{2I}J4{«}-'{21'-,}^/{®-,}^) 
oder:  Jt  {  2(9321'-^-'  }  3,  , 

also  (33b):  NW1  SB-'  =  \  , 


1)  Man  vergleiche  C.  Jordan,  Annali  di  Matematica,  Serie  II,  II  U<. 
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oder  wenn  man  auf  beiden  Seiten  (nach  35,  Zusatz  I)  die  Folge 
hinten  hinzufügt  (wegen  34,  Folgerung  I): 

Ist  umgekehrt  diese  Gleichung  gegeben,  so  folgen  die  eben 
benutzten  Formeln  genau  in  der  umgekehrten  Ordnung  aus  der 
letzten,  und  die  ersten  Formeln  sagen  dann  aus,  dass  die  Ver- 
wandtschaft durch  die  Verwandtschaft  93  in  5T  übergeführt 
werde. 

Satz.  Wird  eine  Verwandtschaft  51  durch  eine  Verwandt- 
schaft 93  in  eine  Verwandtschaft  W  übergeführt,  so  ist : 

• 

Und  umgekehrt :  Gilt  diese  Gleichung,  so  wird  91  durch  93  in  8T 
übergeführt. 

Fügt  man  der  Gleichung  beiderseits  vorn ,  bezw.  hinten, 
die  Verwandtschaft  93""'  bei,  so  erhält  man: 

93-'«a3  =  5l' ;     $l  =  939l'!ö-1  ,  d.h.: 

Zusatz.  Ist  eine  Verwandtschaft  %  gegeben,  so  ist  diejenige 
Verwandtschaft  in  welche  sie  durch  eine  weitere  Verwandt- 
schaft 93  übergeführt  wird,  gleich  SB   1  93. 

Ist  &'  gegeben,  so  ist  die  Verwandtschaft  welche  durch  93 
in  sie  übergeführt  wird,  gleich  93  9r33~1. 

37.  Satz.  Werden  durch  eine  Verwandtschaft  93  zwei  Ver- 
wandtschaften SHif  9l4  in  die  Verwandtschaften  §f4'  überge- 
führt, so  wird  die  Folge  der  ersteren  in  die  Folge  der  letzteren 
übergeführt. 

Die  Verwandtschaften 

werden  durch  die  Verwandtschaft  93  übergeführt  (nach  36.  Zu- 
satz in: 

Dann  wird: 

§l1'3t4'  =  93-19f193  93-,3f,93  =  «-,«l^sS8  =  2(lt'  , 
W.  z.  b.  w. 

Zusatz.  Dasselbe  gilt  für  die  Folge  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Verwandtschaften. 

Der  Beweis  wird  wie  vorhin  geführt. 

47» 
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38.  Satz.  Besteht  zwischen  zwei  Folgen  von  Verwandt- 
schaften eine  Gleichung,  so  besteht  sie  in  derselben  Weise  zwischen 
den  Verwandtschaften .  in  welche  die  ersten  durch  eine  beliebige 
Verwandtschaft  93  übergeführt  iverden  l). 

Die  zwischen  den  gegebenen  Verwandtschaften  bestehende 
Gleichung  lüsst  sich  (35,  Zusatz  II)  auf  die  Form  bringen: 

Dann  ist  zu  beweisen,  dass  auch : 

wenn     ,  21,,  ..  Wn  durch  93  bezw.  in  $(,',        ..  $ln'_,, 

*$Ln'  übergeführt  werden. 

Es  ist  nach  36.  Zusatz) : 

Zusatz.  Weiss  man,  dass  zwei  Folgen  von  Verwandtschaften 
einander  nicht  gleich  sind,  so  können  auch  die  entsprechenden 
Folgen  derjenigen  Verwandtschaften  ,  in  welche  die  ersten  durch 
irgend  eine  Verwandtschaft  33  übergehen,  nicht  gleich  sein. 

Denn  wären  die  letzten  Folgen  einander  gleich,  so  rnüssten 
auch  diejenigen,  in  welche  sie  durch  93" 1  Ubergeführt  werden, 
(1.  h.  die  gegebenen  Folgen,  einander  gleich  sein. 

Da  das  gewöhnliche  Zeichen  der  Ungleichheit  ^  hier,  wo 
von  grösser  und  kleiner  nicht  die  Rede  ist,  nicht  angewandt 
werden  kann,  so  gebrauchen  wir  das  Zeichen  »ungleich«  ={=  und 
schreiben: 

um  auszudrücken,  dass  die  Verwandtschaft  W  von  der  Ver- 
wandtschaft 93  verschieden  sei. 

Anmerkung.  Folgt  allgemeiner  aus  irgend  einer  Gleichung 
eine  zweite  und  auch  umgekehrt  aus  der  zweiten  die  erste ,  so 
bleibt  aus  demselben  Grunde,  wie  im  Zusatz)  diese  Abhängig- 
keit auch  richtig,  wenn  man  Ungleichheitszeichen  statt  der  bei- 
den Gleichheitszeichen  setzt. 


\)  Jede  Gleichung  zwischen  Folgen  von  )'erivandtschaften  besitzt  also 
hinsichtlich  jeder  Verwandtschaft  ,  Transformation  ' ,  welche  jene  Verwandt- 
svhaften in  andere  uberfuhren,  die  wichtige  Eigenschaft,  die  man  als  Inva- 
rianz bezeichnet. 
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E.  Vertauschbarkeil  von  Verwandtschaften. 

39.  Erklärung.  Zwei  Verwandtschaften  %  und  93  heissen 
vertauschbar,  wenn  die  Folge  der  ersten  und  der  zweiten  gleich 
der  Folge  der  zweiten  und  der  ersten  ist,  also  wenn : 

Satz.   Sind  zwei  Verwandtschaften  vertauschbar,  so  wird 
jede  derselben  durch  die  andere  in  sich  übergeführt. 
Denn  einerseits  drückt  die  obige  Gleichung 

aus,  dass  9(  durch  93  in  3t,  d.h.  in  sich,  übergeht  [36,  Satz),  und 
dieselbe  Gleichung  in  der  Form 

93«  =  9(93 

geschrieben,  drückt  aus,  dass  93  durch  %  in  93,  d.  h.  in  sich, 
übergeht. 

Umkehrung.  Wenn  eine  Verwandtschaft  durch  eine  zweite 
in  sich  übergeführt  icird,  so  wird  auch  die  zweite  durch  die  erste 
in  sich  übergeführt,  itnd  die  beiden  Verwandtschaften  sind  ver- 
tauschbar. 

Denn  jede  dieser  Aussagen  deckt  sich  mit  der  oben  ange- 
schriebenen Gleichung. 

VII.  Das  Rechnen  mit  involutorischen  Verwandtschaften1. 

40.  Die  so  einfachen  Gesetze  für  das  Rechnen  mit  Ver- 
wandtschaften erleiden  für  den  Fall  der  involutorischen  Ver- 


4)  Die  involutorischen  Verwandtschaften  spielen  seit  den  grund- 
legenden Arheiten  von  Möbius  und  v.  Staudt  eine  wichtige  Rolle  in  der 
Geometrie.  Ersterer  war  vom  Begriff  der  Symmetrie  (an  Ebenen,  Punk- 
ten, Geraden)  ausgegangen  ,  wie  er  sich  in  der  Lehre  von  den  Krystallen 
entwickelt  hatte ,  und  zeigte,  wie  sich  dieser  Begriff  nach  verschiedenen 
Seiten  hin  verallgemeinern  lässt,  und  zuletzt  auf  die  involutorische  Colli- 
neation  führt.  Man  vergleiche  die  Aufsatze  in  Möbius  ges.  Werken  II  849 
(1849);  II  861  (1851);  II  409  1856j;  besonders  aber :  »Leber  Erweiterungen 
des  Begriffs  der  Involution  von  Punkten-  II  878  (1855).  Ebenso  hat  er  in 
der  Theorie  der  Rreisverwandtschaflen  die  involutorischen  unter  diesen 
mit  besonderer  Ausführlichkeit  behandelt:  II  819  (1858);  II  243  (1855), 
bes.  §  20—23. 

v.  Staudt  hat  schon  vor  Möbius  die  involutorische  Collineation  ab- 
geleitet, und  zwar  in  rein  geometrischer  Weise,  Geometrie  der  Lage  1847) 
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wandtschaften  noch  weitere  Vereinfachungen,  die,  wie  ich 
glaube,  schon  an  und  für  sich  den  Standpunkt 1  rechtfertigen 
werden,  den  ich  in  den  vorigen  und  folgenden  Aufsätzen  ver- 
trete. Dieser  Standpunkt  Iiisst  sich  kurz  so  bezeichnen : 

Wo  es  auch  immer  möglich  ist,  in  einer  bestimmten  Klasse 
von  Verwandtschaften  eine  jede  als  Folge  von  involutorischen  Ver- 
wandtschaften aufzufassen ,  ist  die  Theorie  dieser  allgemeineren 
Verwandtschaften  auf  diejenige  der  sie  zusammensetzenden  invo- 
lutorischen Verwandtschaften  aufzubauen2). 

§  17,  und  auch  die  Polarsysteme  2.  Ordnung  als  involutorische  Verwandt- 
schaften aufgefasst,  ebenda  §  18. 

Nehmen  wir  noch  dazu  die  quadratische  Verwandtschaft ,  welche 
jedem  Punkt  der  Ebene  denjenigen  anderen  zuordnet,  der  ihm  in  zwei 
Polarsystemen  zugleich  conjugirt  ist  (vgl.  z.  B.  v.  Staudt,  Beitröge  (1856) 
§  23  u.  24),  so  haben  wir  damit  die  allgemeiner  bekannt  gewordenen  in- 
volutorischen Verwandtschaften  aufgezählt. 

t)  Es  ist  von  Interesse,  zu  bemerken,  dass  während  für  die  weil- 
tragenden LiE'schen  Theorien  das  Stetige  (in  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen) die  Grundlage  bildet,  für  das  engere  oben  umgrenzte  Gebiet  das 
/>i'scre/c(inden  involutorischen  Verw  andtschaften)  in  den  Vordergrund  tritt. 

2)  Nachdem  ich  von  der  Betrachtung  einer  Projectivität  als  Folge  zweier 
Involutionen  (vgl.  meine  Habilitationsschrift :  »Rein  geometrische  Theorie 
etc.«  Darmstadt  4  885  §  12;  und  späterhin  der  ebenen  Collineation  als  Folge 
zweier  quadratischen  Verwandtschaften  ausgegangen  war,  erhielt  ich  die 
Leberzeugung  von  der  Allgemeinheit  dieser  Methode  erst,  als  ich  (im  vorigen 
Herbst  einerseits  auf  Anregung  derArbeitcn  von  ScHöJfFLiESS  über  die  Krystall- 
systeme  versuchte,  die  Grundlagen  der  Kinematik,  unter  Hinzuziehung  der 
symmetrischen  Systeme  einheitlicher  zu  gestalten ,  und  andererseits  (für 
ein  Colleg  über  conforme  Abbildung  W.S.  89/90)  mir  die  Theorie  der  Kreis- 
verwandtschaften in  rein  geometrischer  Weise  zurecht  legte.  Ich  fand, 
dass  jede  dieser  Verwandtschaften  als  Folge  zweier  involutorischen  Ver- 
wandtschaften dargestellt  werden  kann,  und  dass  diese  Darstellung  be- 
sonderen Vortheil  für  die  Zusammensetzung  zweier  der  allgemeinen  Ver- 
wandtschaften bietet  (vgl.  Art.  II). 

Wie  ich  durch  die  Güte  des  Herrn  W.  Kiedler  erfahre,  hat  schon  vor 
mir  und  vor  Birsside  (vgl.  Art.  25)  Halphen  die  Zusammensetzung  zweier 
Schraubungen  geleistet  [Nouv.Ann.  de  Math.  III.  Serie.  I  296—299  (1882)], 
und  zwar  in  ganz  analoger  Weise,  wie  ich  os  später,  unabhängig  davon, 
gethan  habe.  Doch  obgleich  er  die  Zerlegung  der  Schraubenbewegung 
in  zwei  L'mwendungcn  (vgl.  Art.  4  0  meiner  Arbeit)  zu  seiner  Construction 
benützt,  so  schliesst  er  den  Satz,  dass  jede  Bewegung  durch  eine  Schrau- 
bung zu  ersetzen  ist,  nicht,  wie  es  nun  nahe  gelegen  hätte,  daraus,  dass 
jede  Bewegung  aus  zwei  ümwendungen  zusammengesetzt  worden  kann 
Art.  17  meiner  Arbeit*  ,  sondern  daraus,  dass  jede  Bewegung  durch  zwei 
Schraubungen  ersetzt  werden  kann,  die  sich  nach  der  Construction  zu 
einer  einzigen  vereinigen. 
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A.  Erklärung. 

H.  Unter  einer  inuolutorischen  Verwandtschaft1)  verstehen 
wir  (i.)  eine  solche  nicht  identische  Verwandtschaft2],  die  zwei 
Mal  hinter  einander  angewandt  die  identische  Verwandtschaft 
ergiebt. 

Eine  Verwandtschaft  s  ist  also  invoiutorisch,  wenn  : 

=  i ,  *  4=  < , 

(wo  wir  s1  für  ss  schreiben' . 
Fügt  man  der  Gleichung: 

ss  =  I 

beiderseits  die  Verwandtschaft  s~*  hinzu,  so  erhält  man  (wegen 
ss~ 1  =  1):  s  =  s~*  . 

Hat  man  umgekehrt  eine  Verwandtschaft  2(,  für  welche 

ist,  so  folgt  daraus  durch  beiderseitige  Hinzufügung  von  21: 

«*  =  I  ; 

2f  ist  also  —  wenn  es  nicht  die  identische  Verwandtschaft  ist 
—  eine  involutorische  Verwandtschaft.  D.  h. : 

Satz.  Jede  involutorische  Verwandtschaft  ist  gleich  ihrer 
Umkehrung. 

Umkehrung.  Jede  nicht  identische  Verwandtschaft,  die  ihrer 
Umkehrung  gleich  ist,  ist  invoiutorisch. 

Wenn  man  bedenkt,  wie  wichtig  für  alle  mathematischen 
Operationen  die  Frage  nach  der  Umkehrung  ist,  wie  sie  z.  B.  bei 

Ist  so  einerseits  Einfaches  auf  Weitläufigeres  aufgebaut,  so  geht  an- 
dererseits daraus  hervor,  dass  bei  Halphen  die  Umwendung  nicht  grund- 
sätzlich als  erzeugende  Operation  auftritt. 

I]  Es  ist  vielleicht  angebracht,  die  »involutorische  Verwandt- 
schaft«  kurz  als  »Spiegelung«  zu  bezeichnen,  und  zwar  für  gleiche 
räumliche  Systeme  zu  sagen:  Sp.  an  einer  Ebene,  an  einem  Punkt,  an 
einer  Geraden  (Umwendung) ;  für  Punktepaare,  die  durch  zwei  feste  Punkte 
harmonisch  getrennt  sind:  Sp.  am  Punktepaar  (harmonische  Spiegelung,!; 
für  eine  involutorische  Kreisverwandtschaft:  Kreisspiegelung;  ferner  pro- 
jective  Sp.  (Involution);  collineare  Sp.  u.  s.  f. 

2)  Würden  wir  die  Identität  ebenfalls  als  involutorische  Verwandt- 
schaft rechnen,  so  wäre  es  unmöglich,  Klassen  zu  bilden  (wie  das  im  VIII.  Ab- 
schnitt geschieht)  ,  die  z.  B.  aus  solchen  Verwandtschaften  bestehen,  die 
sich  aus  je  zwei  involutorischen  zusammensetzen,  ohne  dass  die  involuto- 
rischen  selbst  zur  Klasse  gehörten  denn  es  wäre  s  die  Folge  von  s  und  1). 
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* 

den  arithmetischen  Operationen  Addition,  Multiplication  u.  s.  w. 
die  Einführung  neuer  Zahlgrössen  (der  negativen,  gebrochenen 
u.s.w.)  nothig  macht,  so  erhält  man  einen  Begriff  von  der  Trag- 
weite dieser  Eigenschaft,  welche  bewirkt,  dass  jede  solche  Ver- 
wandtschaft schon  selbst  das  leistet ,  was  von  ihrer  Umkehrung 
verlangt  wird. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  Sätze  des  vorigen  Kapitels  auf 
die  involutorischen  Verwandtschaften  anzuwenden. 

B.  Folgerungen  des  associativen  Gesetzes. 

42.  Aus  34,  Folgerung  I  erhalten  wir  vermittelst  des  vori- 
gen Satzes: 

Satz.  Kommen  in  einer  Folge  von  Verwandtschaften  zwei 
gleiche  involutorische  Verwandtschaften  unmittelbar  nach  einander, 
so  können  sie  weggelassen  werden. 

Es  ist  also: 

H$s©  =  ttj8  u.s.w. 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  34,  Folgerung  II,  der 

Zusatz.   Man  erhält  die  Umkehrung  einer  Folge,  die  aus 

lauter  involutorischen  Verwandtschaften  besteht,  indem  man  ihre 

umgekehrte  Folge  bildet. 

Ist  also:  S/..  UV  es  9t , 

so  ist:  vu    ts  =  9*~'  . 

C.  Umformung  der  Gleichungen. 

43.  Ftliit  man  in  einer  Gleichung: 

s$l  =  SB  oder  iil  =  X 

beiderseits  die  Verwandtschaft  s  vorn ,  bezw.  t  hinten  hinzu,  so 
wird  (wegen  .v4  =  1  und  /*  =  \  ): 

${  =  S<B,      =  d.h.: 

Satz.  Steht  in  einer  Gleichung  von  Vertoandtschaften  auf  der 
einen  Seite  am  Anfang  —  oder  am  Ende  —  eine  involutorische 
Verwandtschaft,  so  kann  sie  von  da  auf  die  andere  Seite  an  den 
Anfang  —  bezw.  das  Ende  —  hinübergeschrieben  werden. 


Digitized  by 


UEBBR  GBOMETRISCUB  ANALYSEN. 


26t 


D.  Die  CeberfUhrung  und  die  harmonischen 
Verwandtschaften. 

44.  Bei  der  Allgemeinheit  und  grundlegenden  Einfachheit 
der  vorigen  Betrachtungen  ist  zu  vermuthen,  dass  diejenigen 
Begriffe,  die  sich  aus  ihnen  unmittelbar  ergeben,  von  besonderer 
Wichtigkeit  sein  müssen.  Das  bestätigt  sich  bei  dem  BegrifV. 
den  wir  jetzt  ableiten  wollen,  nümlich  bei  dem  der  harmonischen 
Verwandtschaften l),  welcher  in  der  Geometrie  von  weittragender 
Bedeutung  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  irgend  eine  Verwandtschaft  U  ge- 
geben, so  können  wir  irgend  eine  involutorische  Verwandtschaft 
s  mit  ihr  zusammensetzen;  d.h.  wir  bilden  eine  neue  Verwandt- 
schaft 93,  welche  bestimmt  ist  durch: 

woraus  dann  folgt  (43.): 

Dadurch  haben  wir  eine  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Verwandtschaften  und  ©  erhalten ,  welche  wechselseitig  ist, 
indem  93  aus  W  auf  dieselbe  Weise  folgt,  wie  St  aus  $8. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt  (35,  Zusatz  I): 

s  =  =5(93-'  . 

Diese  letzte  Gleichung  lilsst  sich  35,  Zusatz  III]  in  vier  ver- 
schiedenen Weisen  auf  die  Form  bringen,  dass  auf  der  einen 
Seite  die  Identität  steht: 

oder  '2} : 

($(©-')*  =  *,  (jBH-ijt^H,  pt-ije)tÄ<j  (53-1^-1^.1. 


1)  Der  Namo  ist  daher  genommen,  dass  wenn  zwei  Punktepaare 
harmonisch  sind,  die  beiden  Involutionen,  deren  Doppelpunkte  sie  sind, 
die  oben  abgeleitete  Eigenschaft  besitzen. 

3)  Diese  Beziehungen  hat  C.  Stepuanos  [Math.  Ann.  XXII  320  (1883)] 
für  Projectivilötcn  aufgestellt  und  C.  Segre  [Journ.  f.  Math.  C  346—330) 
zur  Bildung  der  Büschel  von  Projectivitäten  verwandt.  Diese  letztere  Ar- 
beit war  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Gestaltung  der  oben  entwickelten 
Analysis. 

»Harmonisch«  ist  für  Projectivitäten  identisch  mit  »apolar««,  sonst  aber 
sind  es  verschiedene  Begriffe. 
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Erklärung.  Wir  nennen  zwei  von  einander  verschiedene 
Verwandtschaften  2(  und  SB  zu  einander  harmonisch,  wenn 
eme  der  Gleichungen  gilt: 

(«8-«)»  =  1  ,    (S«~l)f  =  I  ,   (ST 1 93)4  =  I  ,    (59-' «)•  =  1  . 

Aus  jeder  dieser  Gleichungen  folgen  die  drei  übrigen. 
Die  Voraussetzung  der  Verschiedenheit  der  beiden  Ver- 
wandtschaften können  wir  schreiben : 

oder : 

So  erhalten  wir  als  Bedingungen  der  harmonischen  Beziehung . 
(flSB-i)»-H  (  ^  |  u.s.w. 

Nun  folgt  aus  diesen  beiden  letzten  Formeln  auch  umge- 
kehrt, dass  die  Verwandtschaft  2t  $8" 1  involutorisch,  also  ihrer 
Umkehrung  $891"'  gleich  sei,  und  dasselbe  gilt  von  2(""'53  und 
ihrer  Umkehrung  23"'  3t.  Jene  haben  wir  mit  s  bezeichnet,  diese 
können  wir  s'  nennen,  d.  h.: 

Daraus  folgt  (35,  Zusatz  I) : 

©  =      =  , 

21  =  5«8  =  SB*'  . 

Diese  Gleichungen  sagen  nun  aus  (36.),  dass  durch  die  Ver- 
wandtschaft 2t  sowohl,  wie  durch  99,  die  involutorische  Ver- 
wandtschaft s  in  s'  Übergeführt  werde. 

Satz.  Sind  zwei  Verwandtschaften  2t  und  23  harmonisch,  so 
giebt  es  eine  involutorische  Verwandtschaft  s,  welche  sowohl  durch 
2t,  wie  durch  23  in  eine  und  dieselbe  involutorische  Verwandt- 
schaft s'  übergeführt  wird. 

45.  Satz.  Sind  2(  und  23  harmonische  Verwandtschaften,  so 
sind  auch  (£2t  und  (£23  und  ebenso  2t 3)  und  232)  harmonisch,  wo 
(£  und  2)  beliebige  weitere  Verwandtschaften  sind  ]) . 

Denn  es  ist: 


1)  Vgl.  Sf.gre  a.  a.  0.  Art.  I. 
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also,  da:  =  <  ,    ST1«  4=  1  , 

((««)-' («»))*  =  1  ,    (ff«)"1  (£93)  #  1  , 
(vgl.  38,  Anmerkung!  und  ebenso : 

46.  Satz.  Durch  jede  Verwandtschaft  geht  eine  involulorische 
Verwandtschalt  in  eine  involutorische ,  zwei  harmonische  Ver- 
wandtschaften in  zwei  harmonische  Uber 

Denn  geht  durch  irgend  eine  Verwandtschaft  s  inS',  9(  und 
©  in  W  und  93'  über,  so  gehen  (38.)  die  Formeln: 

,-4=1    und  =  ««-'4=1 

über  in : 

3'«=  1  ,    ©'  4=  1«  und  1  ,  4=  1  , 

was  (nach  VI.  und  44.)  sich  mit  der  Aussage  des  Satzes  deckt. 

E.  Vertauschbarkeit. 

47.  Sind  zwei  involutorische  Verwandtschaften  /  und  u 
vertauschbar,  d.  h.  ist: 

tu  =5  ul , 
so  wird  (43.):  [tu)*  =  I  , 

oder  (41.):  (ftT1)1  =  I  , 

d.  h.  es  sind,  wenn  /  von  u  verschieden  ist,  t  und  u  zu  einander 
harmonisch. 

Sind  umgekehrt  t  und  u  harmonische  involutorische  Ver-  • 
wandtschaften,  so  ist : 

(<M-')*  =  (*W)*=  I  , 

also:  tu  =  ut  ,  d.  h.: 

Satz.  Zwei  von  einarider  verschiedene  vertauschbare  involu- 
torische Verwandtschaften  sind  harmonisch.  Und  umgekehrt:  zwei 
harmonische  involutorische  Verwandtschaften  sind  vertauschbar. 

i$.  Wegen 

(/„)*=  !  ,    tu  +  1 


I)  Es  sind  also  die  involutorische  und  die  harnionische  Eigenschaft 
jeder  beliebigen  Verwandtschaft  gegenüber  invariant. 
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ist  die  Folge  tu  seihst  eine  involutorische  Verwandtschaft ,  wir 
nennen  sie  s  und  haben : 

tu  =  s  ,    stu  =  1  , 

was  man  auch  schreiben  kann  (35?  Zusatz  III) : 

stu  =  I  ,  uts  =  I  , 
tus  =  i  ,  sut  =  \  y 
ust=\  ,    tsu  =  I  . 

Daraus  bestimmen  sich  s,  /.  u : 

s  =  tu  =  ut  , 
t  =us  =  su  , 

u  =  st  =  ts  ,  d.  h. : 

Satz.  Zwei  vertauschbare  involutorische  Verwandtschaften 
und  ihre  Folge  bilden  drei  involutorische  Verwandtschaften ,  von 
denen  jede  die  Folge  der  beiden  andern  ist,  und  jede  mit  jeder  i%er- 
tauschbar,  also  jede  zu  jeder  harmonisch  ist. 

Aus  den  letzten  Gleichungen,  sowie  aus : 

s*  =  I  ,    /*  =  1  ,    u*  =  1 

folgt,  dass  drei  solche  Verwandtschaften  zusammen  mit  der 
Identität  eine  Gruppe  bilden,  worunter  eine  Gesammtheit  von 
Verwandtschaften  verslanden  ist,  von  der  Art,  dass  die  Folge 
von  irgend  zweien  derselben  wieder  der  Gesammtheit  angehört. 

VIII.  Klassen  und  Gruppen  von  Verwandtschatten,  deren 
jede  eine  Folge  von  involutorischen  Verwandtschaften  ist. 

49.  Um  die  bisher  abgeleiteten  allgemeinen  Sätze  für  ein- 
zelne Gebiete  der  Geometrie  fruchtbar  werden  zu  lassen,  können 
wir  nicht  mehr  bei  der  Annahme  beharren,  dass  die  zu  betrach- 
tenden Verwandtschaften  ganz  beliebige  sein  sollen ,  sondern 
wir  müssen  uns  Beschränkungen  auferlegen,  durch  welche  wir 
zu  gewissen  abgegrenzten  Klassen  von  Verwandtschaften  ge- 
langen. 

Wir  begrenzen  unsere  Aufgabe  gemäss  des  in  40.  aufge- 
stellten Grundsatzes  so: 

Wtr  wollen  uns  auf  die  Theorie  derjenigen  Klassen  von  Ver- 
wandtschaften beschranken,  in  welchen  sich  jede  einzelne  als  Folge 
von  involutorischen  Verwandtschaften  darstellt. 
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a)  Zu  solchen  Klassen  von  Verwandtschaften  gelangen  wir 
am  leichtesten,  wenn  wir  von  einer  bestimmten  Klasse  von  in- 
volutorischen Verwandtschaften  ausgehen,  und  aus  ihnen  Folgen 
bilden. 

Wurden  wir  nun  aus  je  zwei,  aus  je  drei  u.  s.  w.  der  ge- 
gebenen involutorischen  Verwandtschaften  wieder  neue  Ver- 
wandtschaften bilden,  so  würden  wir  eine  unendliche  Anzahl 
von  neuen  Klassen  zusammengesetzter  Verwandtschaften  be- 
kommen. Soll  sich  diese  Anzahl  nicht  ins  Unendliche  steigern, 
so  müssen  wir  noch  eine  weitere  Annahme  machen : 

Wir  setzen  voraus,  dass  wir  nur  bis  zu  einer  gewissen  An- 
zahl von  Gliedern,  die  in  eine  Folge  von  involutorischen  Verwandt- 
schaften eintreten,  neue  Verwandtschaften  bekommen,  dass  aber 
jede  grössere  Anzahl  sich  auf  eine  geringere  Anzahl  zurück- 
führen lüsst. 

Ein  Beispiel  dazu  haben  wir  in  den  aus  Umwendungen  zu- 
sammengesetzten Bewegungen  kennen  gelernt,  bei  welchen  jede 
beliebige  Folge  von  Umwendungen  sich  auf  die  Folge  von 
zweien  zurückführen  lasst.  Da  auch  jede  einzelne  Umwendung 
sich  in  eine  Folge  von  zweien  zerlegen  lasst,  haben  wir  hier 
nur  eine  einzige  Klasse  von  Verwandtschaften. 

Weitere  Beispiele. 

Die  involutorische  Verwandtschaft,  von  der  wir  ausgehen,  sei  die 
Spiegelung  eines  räumlichen  Systems  an  einem  Punkt : 

Ein  System  X,  heisst  an  einem  Punkt  S  in  ein  System  2t  gespiegelt, 
wenn  für  je  zwei  entsprechende  Punkte  Ax  und  A«  der  beiden  Systeme  die 

Streckengleichung  gilt:  AXS  =  SA9  . 

Die  Verwandtschaft  ist  involutorisch,  da  ihre  Wiederholung  A2  wie- 
der in  .-I,  überführt. 

Wir  wollen  alle  Verwandtschaften  bilden  ,  die  aus  der  Folge  von  2, 
4,  ..  in  oder  anderes  Beispiel)  von  I,  9,  ...  8n  —  4  dieser  Spiegelungen 
bestehen. 

bilden  w  ir  zuerst  die  Folge  der  Spiegelung  am  Punkte  S  und  derjenigen 
am  Punkte  T ,  d.  h.,  wenn  wir  die  Verwandtschaft  mit  demselben  Zeichen 
wie  den  Spiegelpunkt  belegen,  die  Folge  S  T.  Für  jeden  Punkt  At  erhült 
man  den  entsprechenden  Punkt  A2  aus  : 

A,{ST)Ai 

oder: 

«t  {S}Att{T)At. 

Es  ist  also : 

Ax  N  =  SAxt ,    AXi  r«=  TA2  , 
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Ai  S  +  SX„  +  Alt  T      TAt  —  %SA„  +  iAltT  =  iST  ; 
d.  h. : 

Satz.  Die  Folge  der  Spiegelungen  an  zwei  Punkten 
S,  T  ist  gleich  einer  Verschiebung  um  die  doppelte 

Strecke  ST. 

Umkehrung.  Jede  Verschiebung  eines  räumlichen 
Systems  um  eine  Strecke  a  ist  gleich  der  Folge  der 
Spiegelungen  an  zwei  Punkten  S,  T,  von  welchen  der 
eine  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Der  andere  ist  dann  aus  der  Gleichung  2  S  T  =  a 

zu  bestimmen. 

Zu»atx.  Eine  Folge  von  Spiegelungen  an  zivei  Punkten  S,  T  ist  gleich 
einer  solchen  an  S'  V,  d.  h.  es  gilt  die  Verwandtschaftsgleichung . 

S  T  =  S'  T  , 

xvenn  die  Streckengleichung  gilt: 

ST=YT'  . 

Bilden  wir  nun  die  Folge  von  drei  solchen  Spie- 
gelungen STU,  so  bestimme  man  den  Punkt  1'  so, 
dass:     

ji  rt=sr  d.h.  tv  — sv, 

und  erhält  so  die  Verwandtschaftsgleichung: 
STU  =  SSV  =  V  . 

Daraus  folgt: 

Jede  Folge  einer  ungeraden  bezw.  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen 
eines  räumlichen  Systems  an  Punkten  ist  gleich  einer  solchen  Spiegelung 
bezw.  gleich  der  Folge  von  zweien. 

Wir  haben  so  zwei  Beispiele  gewonnen ,  in  welchen  es  nur  je  eine 
Klasse  von  Verwandtschaften  giebt. 

Verlangen  wir  (weiteres  Beispiel)  die  Klasse  von  Verwandtschaften 
zu  bestimmen,  die  sich  aus  einer  beliebigen  Anzahl  von  Spiegelungen  an 
Punkten  bilden  lassen ,  so  finden  wir,  dass  dieselbe  in  zwei  Unterklassen 
zerfällt,  nämlich  in  die  beiden  Klassen  der  vorigen  Beispiele. 

b)  Statt  von  den  involulorischen  Verwandtschaften  auszu- 
gehen, und  von  da  zu  den  allgemeineren  zu  gelangen,  können 
wir  auch  den  umgekehrten  Weg  machen : 

Liegt  uns  irgend  eine  bestimmte  Klasse  von  Verwandtschaften 
vor,  so  haben  wir  zuerst  zu  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  jede 
dieser  Verwandtschaften  als  Folge  von  involulorischen  Verwandt- 
schaften  aufzufassen  l). 


1)  Dies  ist  oft  auf  verschiedene  Weisen  möglich.  So  kann  jede  ebene 
Collineation  als  Folge  von  zwei  quadratischen  involulorischen  Verwandt- 
schaften, oder  als  Folge  von  drei  involulorischen  Collineationen  aufgefasst 
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50.  Auf  die  erst  geschilderte  Weise  kommen  wir  zu  abge- 
grenzten Klassen  von  Verwandtschaften;  bilden  wir  aber  wieder 
aus  ihnen  Folgen,  so  können  daraus  wieder  neue  Klassen  ent- 
stehen. So  erhielten  wir  eine  Klasse  von  Verwandtschaften,  die 
jede  Folge  einer  ungeraden  Anzahl  von  Spiegelungen  an  Punk- 
ten enthielt ;  bilden  wir  aber  die  Folge  zweier  solcher ,  so  er- 
halten wir  eine  Verwandtschaft,  die  der  Klasse  nicht  mehr  an- 
gehört. 

Um  auch  hier  eine  Grenze  zu  setzen,  machen  wir  die 
weitere  Annahme: 

Wir  wollen  vorzüglich  solche  Klassen  von  Verwandtschaften, 
die  aus  involutori sehen  zusammengesetzt  sind,  betrachten,  bei 
welchen  die  Folge  von  je  zweien  stets  wieder  eine  Verwandtschaft 
der  Klasse  ergiebt. 

Eine  dieser  letzteren  Bedingung  genügende  Klasse  nennt 
man  eine  Gruppe  von  Verwandtschaften  ■] . 

Als  Beispiele  kann  die  Klasse  der  Bewegungen,  und  die  Ge- 
sammtheit  der  Verwandtschaften  dienen,  welche  aus  Folgen 
von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Spiegelungen  an  Punkten  be- 
stehen. 

Es  wäre  wünschenswerth ,  noch  weitere  Beispiele  dafür 
anzuführen,  um  daraus  erkennen  zu  lassen,  wie  die  gewonnenen 
Grundsatze  dazu  dienen ,  die  verschiedenartigsten  Gebiete  der 
geometrischen  Forschung  theils  unter  gemeinsamem  Gesichts- 
punkt zusammenzufassen,  theils  in  ihren  wechselseitigen  Be- 
ziehungen zu  durchschauen.  Doch  halte  ich  es  für  zweck- 
massiger, diese  Beispiele  —  in  den  folgenden  Arbeiten  — 
ausführlicher  zu  behandeln,  und  so  die  allgemeinen  Betrachtungen 
hier  abzubrechen. 

werden.  Besonders  wichtig  sind  die  Zerlegungen ,  bei  welchen  (wie  bei 
der  letzteren)  die  involutorische  Verwandtschaft  selbst  zu  der  betrachteten 
Klasse  gehört. 

1)  Zu  jeder  Verwandtschaft  einer  Gruppe  kann  man  sehr  leicht  die 
Gesammtheit  der  harmonischen  Verwandtschaften  finden  (und  zwar  jede 
nur  einmal) ,  indem  man  sie  mit  jeder  involutorischen  Verwandtschaft  der 
Gruppe  zu  einer  Folge  verbindet  (oder  auch,  indem  man  alle  umgekehrten 
Folgen  bildet). 

So  findet  man  z.  B.  zu  jeder  räumlichen  Collineation  zweierlei  har- 
monische Collineationen,  da  es  (vgl.  Möbics  und  v. Staudt  a.a.O.)  zweierlei 
involutorische  Collineationen  giebt,  und  zwar,  wie  man  leicht  sieht,  OO6 
der  einen,  oo8  der  anderen  Art. 
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M.  Krause,  Ueber  die  Differentialgleichungen,  denen  die 
doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten.  11. 

In  zwei  früheren  Notizen1!,  von  denen  die  letzte  die  gleiche 
Ueberschrift  wie  die  vorliegende  hat,  ist  erstens  eine  Methode 
angegeben  worden,  wie  man  unendlich  viele  Differentialglei- 
chungen aufstellen  kann,  denen  doppelt  periodische  Functionen 
zweiter  Art  Genüge  leisten  und  zweitens  ist  die  Anwendbarkeit 
derselben  an  einigen  Beispielen  gezeigt.  Es  soll  nun  dazu  über- 
gegangen werden,  in  systematischer  Weise  die  Gleichungen  zu 
entwickeln,  die  man  auf  Grund  der  vorliegenden  Methode  inte- 
griren  kann.  Hierbei  soll  von  solchen  mehr  principiellen  Be- 
trachtungen, wie  sie  in  den  Arbeiten  der  Herrn  Picard2)  und 
Floqiet^j  vorkommen,  zunächst  abgesehen  werden,  es  soll  viel- 
mehr der  Schwerpunkt  der  Untersuchungen  auf  die  wirkliche 
Herstellung  von  Gleichungen  gelegt  werden,  die  mit  Hülfe 
unserer  Functionen  integrirt  werden  können.  Derartige  Probleme 
sind  in  den  letzten  Jahren  von  den  Herren  Hermitb,  Brioschi, 
Mittag-Leffler  u.  A.  behandelt  worden.  Es  möge  vor  Allem  auf 
das  Werk  von  Herrn  Hermite  »Sur  quelques  applications  des 
fonctions  clliptiques,  Paris  1885«  und  auf  eine  Arbeit  von  Herrn 
Mittag-Leffler  verwiesen  werden,  die  sich  im  \\.  Bande  der 
Annali  di  Matematica  vorfindet.    Mit  den  Untersuchungen  der 


1)  Diese  Berichte,  Silzung  vom  4.  Mörz  1889,  8.  Marz  1890. 

2)  Memoire  sur  les  equations  difftfrenticlles  lineaires  a  coefficients 
doublement  päriodiqucs.  Crelle  90. 

3,  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  i»  coefficients  periodiques. 
Annales  de  l'tfeole  normale  2,  MI  und  8,  I. 
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genannten  Herren  berühren  sich  die  folgenden  in  einigen  Punkten, 
wenngleich  der  Ausgangspunkt  und  die  angewandten  Methoden 
andere  sind.  Es  soll  in  einigen  Notizen  versucht  werden,  erstens 
die  schon  aufgestelltenTypenintegrirbarerDifTerentialgleichungen 
auf  Grund  unserer  Methoden  zu  entwickeln  und  zweitens  eine 
Reihe  neuer,  wichtiger  Typen  hinzuzufügen. 

Die  Gesichtspunkte,  die  für  die  Untersuchung  massgebend 
sind,  sind  die  folgenden: 

Die  doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  können 
erstens  nach  der  Zahl  der  von  einander  verschiedenen  Unendlich- 
keitspunkte eingetheilt  werden.  Wir  beschranken  uns  zunächst 
auf  diejenigen  Functionen,  die  nur  eine  Unendlichkeitsstelle  be- 
sitzen. Diese  kann  dann  beliebig  gewählt  werden.  Wir  wählen 
sie  gleich  der  Nullstelle  von  #0(t).  Dann  kann  die  Frage  so 
präcisirt  werden,  es  sollen  alle  linearen  Differentialgleichungen 
aufgestellt  werden,  denen  die  Functionen: 

&t!v+a%)...&i(v  +  an) 

Genüge  leisten. 

Diese  Differentialgleichungen  wiederum  können  nach  den 
Ordnungszahlen  eingetheilt  werden.  Die  Untersuchung  wird  sich 
darauf  zu  richten  haben, der  Reihe  nach  alle  Differentialgleichungen 
erster,  zweiter,  dritter  etc.  Ordnung  der  verlangten  Art  aufzu- 
stellen. Wir  wollen  in  der  folgenden  Notiz  uns  auf  die  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  beschränken.  Drittens  wird 
die  weitere  Eintheilung  nach  der  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte 
vorzunehmen  sein,  die  die  Coefficienten  besitzen.  Wir  werden 
erstens  alle  diejenigen  Differentialgleichungen  aufzustellen  haben, 
deren  Coefficienten  nur  den  Unendlichkeitspunkt  des  vorgelegten 
Integrales  als  Unendlichkeitspunkt  besitzen,  dann  solche,  die 
daneben  noch  1 ,  2,  •  •  •  m  Unendlichkeitspunkte  anderer  Art  be- 
sitzen. Im  letzteren  Falle  beschränken  wir  uns  zunächst  auf  die 
Gleichungen,  deren  Integrale  einen  einfachen  Unendlichkeits- 
punkt besitzen. 

Viertens  werden  wir  die  Differentialgleichungen  nach  der 
Natur  der  übrigen  Integrale  zu  classificiren  haben  und  zwar 
werden  die  Gesichtspunkte  derart  sein,  dass  wir  annehmen,  alle 
andern  Integrale  haben  die  Form  des  vorgelegten,  zweitens 
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dasselbe. ist  nicht  der  Fall.  Wir  beschränken  uns  zunächst  auf 
den  ersten  Fall. 

Hiermit  sind  die  Gesichtspunkte  aufgestellt,  die  es  erlauben, 
in  systematischer  Weise  die  Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Glei- 
chungen zu  untersuchen. 

§<• 

Aufstellung  aller  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  deren  Integrale 
einen  »-fachen  Unendlichkeitspunkt  haben,  welcher  zu  gleicher  Zeit 
der  einzige  Unendlichkeitspunkt  der  Coefflcienten  ist. 

Um  zu  den  in  der  Ueberschrift  charakterisirten  Differential- 
gleichungen zu  gelangen,  haben  wir  die  Function  zu  betrachten : 

und  sämmlliche  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  zu  bilden, 
deren  Coefflcienten  nur  im  Punkte  v  =  -  unendlich  gross 
werden. 

Dann  folgt,  dass  der  Goefficient  von: 

lediglich  eine  Potenz  von  ^0(r)  sein  kann,  denn  wenn  noch 
andere  Factoren  auftreten  würden,  so  würden  wir  zu  Differen- 
tialgleichungen gelangen,  deren  Coefficienten  im  Allgemeinen 
noch  für  andere  Punkte  verschwinden.  Wir  haben  also  behufs 
Bildung  der  vorgeschriebenen  Differentialgleichungen  die  Aus- 
drücke zu  Grunde  zu  legen: 


wobei  /.  jedenfalls  grösser  als  n  +  2  sein  muss. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  kleinste  Zahl  Ä,  für 
welche  eine  Differentialgleichung  2.  Ordnug  existirt,  gleich 
2n  +  1  ist. 

Dann  haben  alle  gesuchten  Differentialgleichungen  die  Form: 
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wobei  fK  fr)  die  allgemeinste  ganze  doppeltperiodische  Function 
dritter  Art  von  der  Ordnungszahl  n,  f%(v)  die  allgemeinste  ganze 
doppeltperiodische  Function  dritter  Art  von  der  Ordnungszahl 
n  -f-  1  ist,  vorausgesetzt,  dass  sie  im  Uebrigen  denselben  Be- 
dingungsgleichungen Genüge  leisten,  wie 

nachdem  sie  mit  ^{v)*4*  •  ■  .  resp.  &tt[v)n  •  q  [v  multip- 
licirt  sind. 

Dann  aber  lilsst  sich/t(r)  linear  aus  n  beliebigen  Functionen 
derselben  Art  zusammensetzen,  wenn  dieselben  nur  linear  von 
einander  unabhängig  sind  und  dasselbe  gilt  von  /",(<),  wenn 
wir  nur  an  Stelle  von  n:  n-f-  4  setzen.  Im  Uebrigen  ist  die  Wahl 
der  Functionen  willkürlich  und  es  ist  klar,  dass.  wenn  wir  das 
Problem  für  ein  System  gelöst  haben,  dass  wir  es  dann  von  selbst 
für  alle  möglichen  Systeme  gelöst  haben.  Es  folgt  das  unmittel- 
bar aus  den  einfachsten  Principien  der  Transformationstheorie. 

Wir  wählen  nun  die  folgenden  Functionen : 

wobei  die  Summen  in  bekannter  Weise  zu  erstrecken  sind. 

Mithin  finden  wir  als  Typus  aller  gesuchten  Differential- 
gleichungen die  Gleichung: 

Nun  soll  aber  ein  zweites  vom  ersten  linear  unabhängiges  In- 
tegral dieselbe  Form  wie  das  erste  haben.  Dann  folgt  aus  den  ein- 
fachsten Principien  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  dass 

der  Factor  von  im  Unendlichkeitspunkte  höchstens  von 

d  w  1 

<8* 
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der  Ordnungszahl  \,  der  Factor  von  <p(v)  höchstens  von  der 
Ordnungszahl  2  unendlich  gross  werden  kann.  Mithin  erhalten 
wir  als  Typus  die  Differentialgleichung : 

d*rp(v)  drp(v) 

+  c« '        =  (f) [v]  (c° +  °'  * sn  ,r)  * 

Zu  genau  demselben  Resultate  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  k 
grösser  als  2  n  -f  1  gewählt  hatten. 

Durch  richtige  Wahl  von  l  können  wir  ferner  ct  zum  Ver- 
schwinden bringen. 

Unter  solchen  Umstünden  finden  wir  den  bekannten  : 
Lehrsatz.  Als  einzige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche  den  sämmtlichen  in  der  Ueberschrift  aufgestellten  Beding- 
ungen Genüge  leistet,  kann  die  Lame' sehe  angesehen  werden. 


Aufstellung  aller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
deren  Integrale  einen  einfachen  Unendlichkeitspunkt  haben,  während 
die  Coefficienten  noch  einen  zweiten  einfachen  Unendlichkeitspunkt 

besitzen. 

Wir  wollen  nun  das  Problem  des  vorigen  Paragraphen  dahin 
verallgemeinern,  dass  wir  die  Annahme  hinzufügen,  dass  die 
Coefficienten  ausser  dem  ursprünglichen  Unendlichkeitspunkte 
noch  weitere  besitzen.  Das  Problem  ist  in  seiner  allgemeinen 
Form  ein  schweres.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  «  =  1  ins 
Auge  fassen,  d.  h.  annehmen,  dass  die  vorgelegte  Function  lautet: 

und  für  diesen  Fall  die  verschiedenen  Möglichkeiten  untersuchen. 
Erstens  können  nun  die  Coefficienten  noch  einen  und  nur  einen 
zweiten  Unendlichkeitspunkt  besitzen,  den  wir  von  der  ersten 
Ordnung  annehmen.  Es  möge  dieses  der  Punkt  sein: 

pasa  +  |-    oder    w  =  —  a  -f-  i h"  . 

Dann  folgt  ganz  analog  wie  im  vorigen  Paragraphen,  dass  wir 
zur  Bildung  dieser  Gleichungen  den  Ausdruck  zu  Grunde  legen 
müssen: 


Digitized  by  Google 


Ueber  die  dopp.  periodischen  Functionen  zweiter  Art.  273 

(l*w<v) 

*.(«•  +  «)•  w  - 

und  dass  die  gesuchten  Gleichungen  die  Form  haben : 

».(v+ay^tf-  *?-W+ft{v) .  *oW»^|£3  _  ,w  .ÄW .  <>o(r)  ( 

wobei  ft(c]  und  /*3(r)  wieder  ganze  transcendente  Functionen 
bekannter  Art  sind,  die  zwei  resp.  drei  unbekannte  Constanten 
linear  in  sich  enthalten.  In  der  Form  dieser  Functionen  herrscht 
wieder  Mannigfaltigkeit  und  es  ist  zur  Charakterisirung  unserer 
Gleichungen  vollkommen  genügend,  eine  bestimmte  Form  heraus- 
zugreifen. Wir  setzen: 

ft  M  =  <  •  ^0  [V)  •  ^0  [V  +  a)  +  cl  •     (r)  •     (t>  +  a)  , 
/, M  =  c3  •     M"  ■  ».{v  +  a)  +  c4'  •  #0(r)  •         •  »fl  (t>  +  a) 

+c;.^j(v).^0{ü+o)  , 

so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  2.  Ordnung: 

=  y(r)  (c3  +  c«  '     '  sn  10  "  sn  (w  +  A*  •  sn*  tr)  . 

Die  Grössen  c„  c, . . .  c5  sind  einstweilen  unbekannte  Constanten. 
Zwischen  ihnen  müssen  vier  und  nur  vier  Bedingungsglei- 
chungen bestehen,  da  die  zu  Grunde  gelegte  Function: 

».(»  +  a).  *.(••)•  • 

von  der  Ordnungszahl  4  ist  und  daher  sich  durch  r/er  andere 
richtig  gewählte  linear  darstellen  lassen  muss.  Die  vier  Be- 
dingungsgleichungen ergeben  sich  am  Einfachsten,  wenn  wir 
um  den  Punkt  w  =  i  A"  und  w  =  —  a  +  /  A"  herum  entwickeln 
und  die  Coefficienten  der  negativen  Potenzen  links  und  rechts 
einander  gleich  setzen.  Wir  wollen  nun  setzen: 
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Wir  sind  hierzu  berechtigt,  indem  wir  ja  A  beliebig  wühlen 
können.  Dann  können  wir  die  Differentialgleichung  schreiben  : 

+  (c,  +  U  +  c,  •  *•  .  n  *  . .  («  +  a))  *3hk  J 

=  ff ,  (f)  (— A4 — A  -c,  -r-c3+ (c4 — A)A4  •  sn  w  •  sn  (w+a)  -f-c5  •  A4sn4  ir). 

Nun  ist  bekanntlich : 

1        \      1  +  A4 

=  — |  5 —  w  -f-  •  •  •  j 


sn  </;     tu  6 

1  _  1    1  cn«-dna     /    I  ('-+  A*)\ 

snw-sn  tc-f-or)     *rsna       sn4a       Un3«     3*  sna/ 

mithin  ergeben  sich,  wie  eine  einfache  Rechnung  lehrt,  die 
Gleichungen: 

<3->  2-^=c-  . 

,4.,         e.  +  «i  =  c.  2»fLi*»£  _  5trr&*  , 

•  '  1  *     sn4a  sna 

(5.)  c,  -f-  2  A  =  —  c4  •  Äf  •  sn  tu  •  sn  [w  —  a)  , 

<6-)  ("4-  +  T~~ —  (*f  •  sn«*t  —  1  -  />")) 

'  *  \sn3  a      2 sna  v  7 

=  _  Cj  _j_ ä*  +  A ct  +  -~tC*~  cn  a . dn a + J  (A4  sn*w  —  I  —  A4) . 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  sind  die  Grössen  A, 
die  zu  den  beiden  Integralen  gehören,  einander  gleich  oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  muss  nun  im  Allgemeinen  c,  =  0  sein. 

In  der  That,  wäre  dasselbe  nicht  der  Fall,  so  müssten  die 
beiden  Grössen  ui  und  w',  die  zu  den  beiden  Integralen  gehören, 
den  Relationen  Genüge  leisten : 

A  =  snw  ■  sn  (w  —  a)  =  sn  to  ■  sn  (w'  —  o)  , 

wobei  A  eine  eindeutiy  fixirte  Grösse  ist.  Andererseits  ist  aber 
aus  (6.)  sn4w  eindeutig  bestimmt.  Es  führt  das  im  Allgemeinen 
zu  einem  Widerspruch,  der  nur  so  gelöst  werden  kann,  dass 
c,  =  0  angenommen  wird.  Dann  würde  weiter  folgen : 
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c, -f2A  =  0,    ^  =  0 

d.  h.  der  Unendlichkeitspunkt  —  a  +  /  A"  füllt  in  diesem  Falle 
einfach  heraus,  so  dass  wir  keine  neue  Gleichung  erhalten. 

Wir  sind  also  berechtigt  anzunehmen,  dass  die  beiden 
Werthe  von  k  von  einander  verschieden  sein  müssen. 

Dann  aber  folgt  aus  Gleichung  (4.),  dass  sein  muss: 

ct  =  2  sn  et  , 

also  nach  Gleichung  (3.). 

c,  =  0  , 
ferner  folgt  aus  Gleichung  (i.) 

 2   cn  «  •  dn  a  c4 

1  "~  sn  a         sn  a 

Nun  können  wir  aber  ferner,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch 
zu  thun ,  annehmen ,  dass  c{  =  0  ist.  In  der  That  wenn  wir  für 
diesen  Fall  das  Problem  gelöst  haben,  so  haben  wir  es  im  Allge- 
meinen auch  gelöst,  da  wir  nur  nöthig  haben,  die  Integrale  mit 
einem  Factor  e*w  zu  multipliciren. 

Unter  solchen  Umstanden  gestalten  sich  unsere  Gleichungen 
folgendermassen: 

C,=  0,  Cj=2sna,  c4=  2cna«  dna ,  cg=0, 
2  X  ä  —  2  A4  •  sn  er  •  sn  cj  •  sn  (w  —  et)  , 


CO 


2s"°(si+ük<A-,SD,"'-,-<1)) 

, .            _  cn  er  •  dn  «  —  sn  a  •  A  . 
:  A4  —  c3  +  2  i  ener  dn«  . 


sn4« 

Die  letzte  Gleichung  können  wir  schreiben : 

(.     cnadncA*    M    .             cn*adn4a       2  ,t 
l  )  —  A-sn4<u  =  c3  z  — =  1—  Ar==C, 
sn4a    /                            sn4a  sn*a 

wie  wir  die  rechte  Seite  kurz  bezeichnen  wollen. 

Es  nimmt  dieselbe  eine  besonders  einfache  Form  an,  wenn 
wir  setzen : 

10  =  u  -\-  u  . 
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Es  ergiebt  sich  hei  dieser  Substitution  nach  einigen  leichten 
Rechnungen  die  Form : 

(8.)       k%  •  sn*a  •  sn*  u  —  sn*a  (4  -f-  k*  —  C)  -+-1  =  0. 

Wir  erhalten  also  eine  lineare  Gleichung  mit  der  Unbekannten 
sn*t/.  Aus  derselben  sind  die  beiden  Werthe  u  und  damit  die 
beiden  Werthe  ut  bestimmt,  die  zu  den  beiden  Integralen  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  gehören.  Die  Werthe  u  unter- 
scheiden sich  von  einander  um  das  Vorzeichen,  die  Werthe  w 
haben  die  Form  a±w.  Die  beiden  Werthe  die  zu  diesen 
beiden  Werthen  von  w  gehören,  sind  dann  schliesslich  aus  der 
Gleichung: 

l  =  —  k*  snc-snw-  sn (<o  —  a) 

bestimmt. 

Damit  sind  wir  am  Ziel.  Wir  finden  den 

Lehrsatz.  Als  Typus  aller  Differentialgleichungen  der  in  der 
Ueberschrift  Charakter isirten  Art  ergiebt  sich  die  Differential- 
gleichung: 

-7^-  -f-       •  sn a  •  sn  w  •  sn  [w  -f-  or     ;  v  ; 

dur  die 

—  <P  '  )  (ra  —  2  /,*  •  cn  a  •  dn  a  •  sn  w  •  sn  (w  -f-  a) )  . 

Die  beiden  Integrale  derselbeii  können  nach  angegebenen  Regeln 
unmittelbar  bestimmt  werden. 

§»• 

Aufstellung:  aller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren 
Integrale  einen  einfachen  Unendlichkeitxpunkt  haben,  während  die 
Coefficienten  noch  zwei  weitere  von  einander  verschiedene 
einfache  Unendlichkeitspunkte  besitzen. 

Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  nehmen  an,  dass 
die  Coefficienten  zwei  von  einander  verschiedene  weitere  Un- 

endlichkeitspunkte  besitzen ,  die  Punkte  v  =  —  a  -f-     ,  v  = 

—  b  -f-  —  oder  tc  =  —  «-{-  i  K' ,  w  =  —  (i  -+»  i  A". 

Dann  können  wir  zunächst  vollkommen  so  wie  im  vorigen 
Paragraphen  verfahren. 
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Als  Typus  aller  gesuchten  Differentialgleichungen  können 
wir  die  Differentialgleichung  zu  Grunde  legen: 

ff(v) (c4+c5- A*snV  +c,;-Ä *  sn;u*  +  «)• sn ir-f-c7 -Ä**sn [w-{-ß)sn w). 

Zwischen  diesen  7  Grössen  ci . . .  c.  müssen  dann  5  Bedingungs- 
gleichungen bestehen,  die  wir  durch  Entwickelung  beider  Seiten 
um  die  Punkte  tv  =  ik',  w  =  —  a-j-/A",  w  =  —  ß  -f-  i'A''  herum 
erhalten.  Dieselben  lauten : 

(2>)  2~s^"~snV  =  C5  ' 

[6'       C'-C*      sn4«     +  f>      snV        sn«     sn,*  ' 

Ms^  +  2s^«:/',-sn,^^^)  + 


C«  i         ,  criß  •  dnß  ,  c. . 

—  c4'H  \-  .cn«-dn«-f-c;-     '  (A*- sn* io  —  i  —  Ii*) , 

sn*  a  sn*^  : 


cn«  •  dn«  -f-  Ä*  •  sn*«  •  sn 10  •  sn(w  —  «) 
v  '  *  sn«  ' 

.  ,  cn  ff  •  dn  ff  -f  A  *  •  sn*  ß  •  sn  io  •  sn  (cu  —  ff) 

(b.)     c7  _  c,  •  — 

In  diesen  Gleichungen  ist  der  Abkürzung  wegen  gesetzt: 

cZ—c^  +  SJl,  c4'  =  c4  — A*  — A*c4,  c6'=c6  —  Act,  c7'  =  c7—  Ac, . 

Es  folgt  dann  genau  so  wie  im  zweiten  Paragraphen,  dass  wir 
berechtigt  sind  c,  =  0  anzunehmen,  dass  ferner  nur  der  Fall  zu 
neuen  Resultaten  führen  kann,  dass  die  Werthe  von  A,  die  zu 
beiden  Integralen  gehören,  von  einander  verschieden  sind.  Dazu 
muss  aber  die  Gleichung  bestehen 

(70  2  -   %  =  c ,  =  0  , 

sna     snff      6  1 
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ferner  nimmt  Gleichung  (3.)  die  Form  an: 

A           cnadna  cn^dn^       c.  c. 

0  =  c'i  •     cnt„  h  c3 


sn*o  s      snV         sna     snß  ' 

während  Gleichung  (4.)  wird: 

_  (|  +  *■)  -f  p  snUo  = 
sn3a     sn3/*     v  ; 

,  ,        ,    .  cncr  dnor      .  .  cnpf  dntf 

4     x  '        v     sn*«         v  '         w  sn*/tf 

Aus  den  Gleichungen  [5.J  und  (6.)  folgern  wir 

8.)   —  2  X  =  c,  •  fc*  •  snw  ■  sn  (w  —  er)  -f-  c3  •  A1  •  sn  io  •  sn  (w  —     , " 

,„  ,  cncr-dn«  cnß-dnß 

9.1  — r-*-  4- 

;  sna  sn,*  ~ 

Al(sna- snw- sn(w  —  a)  —  sn^-snw-sn(w  —  0))  =  A  , 

A  =  Cf'  —  ^  • 
c2  c, 

Um  aus  Gleichung  ^8.)  die  Werthe  von  w  zu  finden,  machen  wir 
dieselbe  Substitution,  die  Herr  Hermite  bei  der  Discussion  der- 
selben Gleichung  anwendet,  wir  setzen 

,  <*  +  ß 
w  =  «H  ^—  , 

also : 

a-ß 

(10.)  2 

Dann  wird,  wie  Herr  Hermite  nachweist: 
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(II.) 


sn  a  •  sn  tu  •  sn(w  —  a)  —  sn  fi  •  sn  u  •  sn  (w  —  (J)  = 
sn  (.-«.  sn  («  -  a-±?)  (sn  u  +  ^)  .V  , 

.V=  |  _/l*.Sna  sn/*  sn(u-"^)  sn(u  +  ^^-:p') 
Nun  ist  ferner  ganz  allgemein : 


sn*  v  —  sn*  w 


sn  [o  -f-  ir)  •  sn  (v  —  w)  =  n  5  r—  • 

x  I  —  k*  •  sn*  v  •  sn*  w 

Setzen  wir  also : 

<*  +  ,*  =  2a,  ,    a-fi  =  2tit  , 

so  können  wir  unseren  Ausdruck  schreiben : 

_  a       sn*«— sn*cr.  XT 

sn  zpt  •  —     t  iV  , 

ri  I  —  ä  •  sn  u •  sn* er, 

%•  •  /.*    _  (sn*or,  -  sn*,?,)  ;sn*«-sn*^) 

(I  — A-*.sn»ii.snV,)0  -  A*-sn*at  sn*^4) 

Ebenso  einfach  folgt : 

cna-dna     cn^-dn^         (1  —  A*  sn4aJ  (1  —  k*'SnAßi)sn^(il 
snu  sn/tf  (I  — Ä*-sn*a,sn*^,)(sn*al— snVJ 

Unter  solchen  Umstanden  nimmt  Gleichung  (9.)  die  Gestalt  an : 

snVt(l  —  A*-sny,)    I  — A*.sn*«sn*gt 
1     j        sn*«,-snyt      '  l-A*.sn*M.sn*^(  ' 

Damit  ist  u  bestimmt.  Wir  linden  analog  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, dass  die  beiden  Werthe,  die  zu  den  beiden  Integralen 
gehören,  sich  nur  um  das  Vorzeichen  von  einander  unterscheiden. 

Die  beiden  entsprechenden  Werthe  von  A  sind  dann  aus 
Gleichung  (7.)  bestimmt. 

Wir  sind  aber  noch  nicht  am  Ziele,  denn  bei  den  bisherigen 
Betrachtungen  istGleichung(4.)  völlig  unberücksichtigt  geblieben. 
Setzen  wir  in  dieselbe  die  gefundenen  Werthe  von  /  und  «  ein, 
so  erhalten  wir  eine  Relation,  die  zwischen  den  Coefficienten  der 
vorgelegten  Gleichung  bestehen  muss.  Um  dieselbe  abzuleiten, 
gehen  wir  in  der  folgenden  Weise  vor. 
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Gleichung  (4.;  können  wir  schreiben: 

ct         ca  cn  a  •  dn  a  cn  ß  •  dn  ß 

sn3  a     sn3 /?  ~~  Cfi      sn*ä~"     "  °T  sn"V 

c\  cn^a-dn'a  cj  ca%ß»dn%ß  c^c^cn  ct  •  dn  a  •  onß'dnß 
T        snüx         t        snV  8.sn«a  snV 

-  (1  +  **]  +  c«  = 

/.      c4    cnadna     c3    cn^-dn/A*    M    .  D 
\       2        sn'a         2        snV    /  1 

wie  wir  es  bezeichnen  wollen. 

Die  Hauptschwierigkeit  liegt  in  der  Darstellung  des  Quadrates 
auf  der  rechten  Seite. 

Wir  wollen  setzen: 

c.  =  sno'rf. 


r3  =  sn/?-(/3  , 


dann  besteht  zwischen  dt  und  </3  die  Beziehung: 

rft  +  r/3  ==  2  . 
Unser  Quadrat  nimmt  die  Form  an : 

\  |rft  •  A-*  •  sna  •  snw  •  sn(w  —  a)  -f-  </3-  A*1  •  sn  w  •  sn(w  —  ß)  -f- 

.    cnctdna      ,  cn/?-dn^\* 
*       sna  3       sn;tf  / 

Nun  ist: 

_  </t  +  f/3     r/t  -  rf,  _    _  rf,  -  d3 
-  ~  2~~  -  2  » 

folglich  kann  der  innerhalb  der  Klammer  stehende  Ausdruck 
geschrieben  werden : 
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k*  sna  •  sn co  •  sn  (cn  —  «)  -f  A4  •  sn£  •  sn  w  •  sn(w  —  ß)  -f- 

cn«  •  dn«     cn^  •  i\nß     c/t  —  r/, 
sn~ä       1       sn^      1  2 

,       .                      ,            cn«  dna  cntfdn/ft 
A^sna-sncosnfto— «) — A4  sntf  snw  snico — pH  - — r-H 

oder  also: 

A4sn«  •  snio  •  sn(w  —  et)  -f-  fc*  •  sn^J  •  snw  •  sn(w  —  ß) 

cn«  dn«     cnftdnpf     <lt  —  d3  . 
sn«  sn^  2      '  1 

wobei  unter     der  vorhin  definirte  Ausdruck  zu  verstehen  ist. 

Nun  fuhren  wir  wieder  die  Grössen  M,a,,  ßt1  ein,  dann 
nimmt  nach  einigen  Rechnungen  Gleichung  (4.)  die  Form  an: 

(U.)  \  (c-J-  '^-^  tf-  **•  sn4  = 

C  _   £  sn«t  -cn«,  dn«t(l  —  A'2-  sn*«-snV,) 
(sn4«,  —  sn4^,)  [\  —  A4  •  sn4«  •  sn4aj 

A4(sn4«,  —  sn4/!?,)  sn  «  •  cn  «  •  dn  « 
"+"    [  I  —  A4sn4  «  •  sn4 «,)  (1  —  A4sn4  «  •  sn'/tfj  ' 

Nun  ist  aber: 

(o  =  «     «(  , 

also: 

.        sn4«.  •  cn4«  •  dn4«  -f-  cn4«,  -  dna,  •  sn5 « 

sn4w  =  !  -  n  ^  { — -r— !  

(I  —  A4  •  sn4«  •  sn-a,)- 

sn«,  •  cn«,  -  dn«,  •  sn«  •  cn«  •  dn« 
+  "         :  1  —  A4  •  sn4 «  •  sn4  «J4  ' 

Setzen  wir  diese  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  als  Factor  von 
sn  «  •  cn  «  •  dn  «  auf  der  rechten  Seite 
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Alle  übrigen  Glieder  sind  rational  in  sn4»/,  also  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  die  Coeffieienten  gegeben  sind.  Mithin  würden 
wir  das  Resultat  finden,  dass  auch  sn u  •  cn u  •  dn»/  eindeutig 
bestimmt  wäre.  Das  geht  aber  nicht,  da  sich  ja  zwei  Wert  he 
von  »/  ergeben  haben,  die  sich  um  das  Zeichen  unterscheiden. 
Also  muss  entweder  A  =  0  oder  dt  —  ds  =  0  sein.  Der  erste 
Fall  führt  zu  specicllen  Resultaten  und  möge  hier  unerörtert 
bleiben.  Es  möge  in  Bezug  auf  denselben  auf  das  citirte  Werk 
von  Herrn  Hermite  §  32  verwiesen  werden.  Es  bleibt  demgemilss 
nur  der  Fall 

—  <l3  =  0 

zu  betrachten  übrig,  oder  also  dt  =  d3  =  1 ,  oder  auch  c4  =  sna, 
c3  =  sn^.  Dann  nimmt  eine  der  früheren  Gleichungen  die 
Form  an: 

cfi        c.       cn  a  •  dn  a     cn  ß  ■  di\ti 
cn «     sn  (i ~~      sna  sn  ß 

Aber  auch  hiermit  sind  wir  noch  nicht  am  Ziel.  Berechnen  wir 
aus  der  Gleichung: 

|C4  -  A4sn4co  =  Ä 

den  Werth  von  sn4  w  und  vergleichen  ihn  mit  dem  früher  gefun- 
denen, so  ergiebt  sich  noch  eine  weitere  Relation  zwischen  den 
Coeffieienten.  Von  diesen  sind  vermöge  der  früheren  Gleichungen 
nur  noch  zwei  von  einander  unabhängig,  also  vermöge  der  letzten 
Gleichung  nur  noch  eine.  Wir  können  hierfür  die  Grösse  c€ 
wühlen.  Es  möge  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden,  um 
so  weniger  als  sich  bei  Herrn  Hermite  die  fertigen  Formeln  vor- 
finden und  w  ir  das  Hauptgewicht  auf  die  Methode  legen.  Hiermit 
sind  wir  am  Ziele.  Wir  finden  den: 

Lehrsatz.  Als  Typus  der  in  der  V eher  sehr  iß  charakterisirten 
Gleichungen  können  v  ir  die  Differentialgleichung  zu  Grunde  legen. 

-jf  ^-f-(A4-sn  asn  »r-sn(/r-f  «)-f-  /^  sn^  sn  »••sn(>/-  +  ,i/))^|^ 

=  <jr>  [r)  (ct  +  cß  k*sn  {//•  -f-  a)  sn  w  -\-  c.  •  k*  •  sn  (w  -f-  ti)  sn  w)  , 

irobei  ct  willkürlich  ist  und  c6  und  c,  in  einfacher  Weise  von  c4 
abhängen. 
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Es  könnte  sich  nur  noch  darum  handeln  zu  untersuchen. 
ol>  es  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  gieht,  deren  Integrale 
einen  einfachen  Unendlichkeitspunkt  besitzen,  während  die  Coef- 
ficienten  noch  einen  zweiten  haben,  in  dem  sie  unendlich  gross 
von  der  Ordnungszahl  2  werden.  Eine  leichte  Betrachtung  zeigt, 

dass  das  nicht  möglich  ist.  Der  Coefficient  von  -SU?)  kann  in 

a  lo 

den  singulären  Punkten  höchstens  von  der  Ordnungszahl  1  un- 
endlich gross  w:erden,  mithin  der  Coefficient  von  to(v)  auch,  wenn 
der  singulare  Punkt  verschieden  ist  von  dem  singuliiren  Punkte 
des  Integrales.  Ebenso  einfach  folgt,  dass  die  Coefficienten  mehr 
als  zwei  weitere  Unendlichkeitspunkte  überhaupt  nicht  besitzen 
dürfen,  so  dass  durch  die  vorangehenden  Untersitchungen  die 
Klasse  derjenigen  Differentialgleichungen  vollkommen  charakterisirt 
ist,  deren  Integrale  nur  einen  einfachen  Unendlichkeitspunkt  besitzen. 


4 
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Abhandlung.) 

Definirt  man  den  Inbegriff  aller  Bewegungen  des  Raumes 
durch  analytische  Gleichungen ,  so  erhttlt  man  die  Gleichungen 
einer  Transformationsgruppe,  welche  sich  von  allen  anderen 
Gruppen  durch  gewisse  charakteristische  Eigenschaften  unter- 
scheidet. Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  solche  mög- 
lichst einfache  Eigenschaften  der  besprochenen  Gruppe  zu  finden, 
welche  für  sie  charakteristisch  sind.  An  und  ftir  sich  ist  dies 
allerdings  ein  unbestimmtes  Problem ;  doch  wage  ich  zu  glau- 
ben, dass  es  unmöglich  ist,  die  Gruppe  der  Bewegungen  in  ein- 
facherer Weise  zu  charakterisiren  als  im  Folgenden  geschehen. 

Wenn  wir  hier  von  der  Gruppe  der  Bewegungen  reden ,  so 
tlenken  wir  nicht  allein  an  die  Gruppe  der  Euclidischen,  sondern 
auch  an  die  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Bewegungen.  Wir 
wollen  in  der  That  möglichst  einfache  Eigenschaften  angeben, 
welche  sowohl  der  Gruppe  der  Euclidischen,  als  auch  der  Gruppe 
der  Nichteuclidischen  Bewegungen,  sonst  aber  keiner  anderen 
Gruppe  zukommen. 

Auch  in  einem  Räume  mit  mehr  als  drei,  etwa  mit  n  Dimen- 
sionen kann  man  von  einer  Gruppe  Euclidischer,  sowie  von 
einer  Gruppe  Nichteuclidischer  Bewegungen  reden.  Wir  wollen 
überhaupt  für  jedes  n  g  3  alle  diese  Gruppen  ins  Auge  fassen 
und  sie  in  sehr  einfacher  Weise  charakterisiren. 

Die  nachstehende  Arbeit  hat  mehrere  Berührungspunkte 
mit  der  bekannten  Arbeit  des  Herrn  v.  Helmholtz:  Über  die 
Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Was  diese  Ar- 
beit anlangt,  so  ist  zu  bemerken,  dass  sie  einerseits  den  Begriff 
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Gruppe  gar  nicht  enthält,  und  dass  andererseits  die  in  ihr  abge- 
leiteten Resultate  kaum  als  erwiesen  zu  betrachten  sind.  Mir 
scheint  nämlich ,  dass  die  v.  HELMHOLTZschen  Satze  eine  tiefere 
Behandlung  erfordern,  sie  lassen  sich  kaum  mit  den  von  dem 
berühmten  Verfasser  angewandten  einfachen  Hülfsmitteln  er- 
härten. Bei  einer  früheren  Gelegenheit  habe  ich  mich  schon  in 
diesen  Berichten  Uber  die  v.  IlELMiioLTZsche  Arbeit  ausgesprochen, 
und  ich  werde  bald  auf  dieselbe  ausführlicher  eingehen.  Hier 
möchte  ich  nur  hervorheben,  dass  die  in  der  nachstehenden  Ar- 
beit angegebenen  charakteristischen  Eigenschaften  der  Gruppe 
der  Bewegungen  nicht  allein  einfacher,  sondern  zugleich  scharfer 
formulirt  sind,  als  die  von  Herrn  v.  Helmholtz  angegebenen. 

Für  den  dreifach  ausgedehnten  Raum  können  die  betreffen- 
den Eigenschaften  folgendermassen  zusammengefasst  werden : 

Die  Bewegungen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  bilden 
eine  Gruppe  von  reellen  Transformationen,  welche  die  folgende 
Eigenschaft  besitzt.  Wird  ein  reeller  Punkt  und  ein  reelles  hin- 
durchgehendes Linienelement  festgehalten ,  so  ist  immer  noch  con- 
tinuirliche  Bewegung  möglich;  wird  jedoch  ausserdem  ein  durch 
das  Linienelement  gehendes  reelles  Flüchenelement  festgehalten  ,  so 
bleiben  alle  Punkte  des  Raumes  in  Ruhe. 

Diese  Eigenschaft  kommt  der  Gruppe  der  Euclidischen  und 
der  Gruppe  der  Xichteuclidischen  Bewegungen,  aber  keiner  ande- 
ren Gruppe  zu.  Der  hiermit  aufgestellte  allgemeine  Satz  hat  ein 
bedeutendes  Interesse,  da  er  auf  die  Grundtagen  der  Geometrie 
Licht  wirft. 

In  einem  Räume  mit  mehr  als  drei  Dimensionen  lassen  sich 
die  beiden  betreffenden  Gruppen  in  ganz  entsprechender  Weise 
charakterisiren.  Dagegen  stellt  sich  die  Sache  wesentlich  anders 
in  einem  zweifach  ausgedehnten  Räume;  in  der  Ebene  giebt  es 
noch  weitere  Gruppen,  welche  die  genannten  Eigenschaften  be- 
sitzen. 

Die  nachstehende  Arbeit  zerfällt  in  mehrere  Paragraphen, 
deren  jeder  die  Erledigung  eines  speciellen  Problems  bringt.  In- 
dem ich  diese  verschiedenen  Resultate  mit  einem  allerdings 
ziemlich  tiefliegenden  Satze,  den  ich  an  einer  anderen  Stelle  er- 
wiesen habe,  verbinde,  erhalte  ich  ohne  Schwierigkeit  das  früher 
angekündigte  Hauptergebniss  dieser  Arbeit. 

Die  ganze  Untersuchung  soll  in  den  dritten  Abschnitt  meiner 

Math.-phy».  Clause  IVjO.  1  9 
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Theorie  derTransformationsgruppen  aufgenommen  werden,  den 
ich  mit  dem  thütigen  Beistand  des  Herrn  Professor  Dr.  Engel  bald 
veröffentlichen  werde. 


Zunächst  entwickele  ich  einen  einfachen  aber  wichtigen  Satz 
über  dreigliedrige  projektive  Gruppen  einer  Ebene. 

Hat  man  eine  beliebige  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene 
und  halt  man  irgend  einen  Punkt  fest,  so  werden  die  oo1  Linien- 
elemente  durch  diesen  Punkt  bei  den  noch  übrig  bleibenden 
Transformationen  der  Gruppe  durch  eine  projective  Gruppe  mit 
höchstens  zwei  Parametern  transformirt.  Unter  diesen  Linienele- 
menten giebt  es  daher  mindestens  eines,  das  in  Ruhe  bleibt  und 
demnach  mit  dem  Punkte  invariant  verknüpft  ist.  Daraus  folgt, 
dass  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  ■Punkttransformationen  der 
xy- Ebene  mindestens  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 


invariant  litsst '}.  Eine  solche  Differentialgleichung  hat  oo'  Inte- 
gralcurven,  deren  Inbegriff  natürlich  bei  der  dreigliedrigen 
Gruppe  invariant  bleibt.  Daher  gestattet  jede  Integralcurve 
mindestens  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  Gruppe.  Ist  nun  insbesondere  die  dreigliedrige  Gruppe  pro- 
jectiv,  so  gestaltet  jede  Integralcurve  zwei  unabhängige  infinite- 
simale projective  Transformationen  und  ist  daher  nach  einem 
bekannten  Salze  entweder  eine  Gerade  oder  ein  Kegelschnitt.  Die 
Schaar  der  Integralcurven  hat  eine  Umhüllungsfigur:  Curve  oder 
Punkt,  welche  natürlich  bei  der  dreigliedrigen  Gruppe  invariant 
bleibt  und  infolge  dessen  entweder  eine  Gerade  oder  ein  Kegel- 
schnitt oder  ein  Punkt  ist. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  bei  einer  dreigliedrigen  projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  immer  entweder  ein  Kegelschnitt  oder 
ein  Punkt  invariant  bleibt.  Um  diesen  Nachweis  zu  führen  ge- 
nügt es  zu  zeigen,  dass  eine  einzelne  Gerade  nie  als  einzige  Um- 
hüllungsfigur auftritt. 

*)  Math.  Annalen  Bd.  16. 


Digitized  by  Google 


üeber  die  Grundlagen  der  Geometrie.  287 


Ware  nämlich  etwa  die  Gerade  y  =  0  die  einzige  auftre- 
tende Umhüllungsfigur,  so  müssten  die  oo'  Integralcurven  Kegel- 
schnitte sein,  welche  die  a?-Achse  berührten.  In  der  allgemeinen 
Gleichung: 

V  =  0  =  «  +  ßx  +  yy  -f  öxy  +  e  x*  +  Ly* 

dieser  Kegelschnitte  müssten  die  Coefficienten  er,  ß  .  .  .  £  von 
einem  Parameter  X  abhängen,  und  zwar  wäre  a-\-ßx  +  ex* 
ein  vollständiges  Quadrat. 

Nach  einer  bekannten  Regel  findet  man  die  Umhüllungs- 
figur unserer  oo1  Kegelschnitte  dadurch,  dass  man  den  Parameter 
l  aus  den  Gleichungen  U=  0  und 

dU     A     da     dß     .  dy    .  dd         de  _     dl  , 

771  =  0  =  dl  +  dlx  +  dl*  +  ,7TT"  +  dl^  +  diy 

fortschafft.  Da  nun  jeder  Kegelschnitt  der  Schaar  die  eingehüllte 
Gerade  y  =  0  nur  in  einem  Punkte  berührt,  und  da  es  ausser 
dieser  Geraden  keine  andere  Umhüllungsfigur  giebt,  so  müssen 
die  beiden  Gleichungen : 

„-.,  ■ 

für  jeden  Werth  von  l  nur  ein  einziges  Werthsystem  x,  y  liefern. 
Da  aber  unsere  beiden  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  in  x  und 
y  sind,  so  ist  hierzu  nothwendig  und  hinreichend,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form : 

besteht,  in  welcher  m  und  n  Functionen  von  /.  sind.  Ks  ergeben 
sich  somit  die  Relationen: 

da     dß      dy      dd  de 

iTX  =  fTX  =  7/ A  =  77Ä  =  rfX 

a        ß        y  ~~  ö  ~~  e  ~~  W  ' 

welche  zeigen,  dass  das  Verhilltniss  je  zweier  unter  den  fünf 
Coefficienten  a ,  ß,  y .  6 ,  e  von  l  unabhängig  ist.  Wir  können 
daher  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass  er,  ß.  y,  ö,  e  Constan- 

<9» 
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tcn  sind,  während  £  von  ).  abhängt.  Unsere  oo'  Kegelschnitte 
werden  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

«  -f  ti.v  +  yy  +  öxy  -f-  ex*  -f  f(l)y*  =  0 

dargestellt,  das  heisst,  sie  berühren  alle  die  Gerade  y  —  0  in 
demselben  Punkte.  Dieser  gemeinsame  Berührungspunkt  bleibt 
natürlich  bei  der  dreigliedrigen  Gruppe  invariant. 
Hiermit  haben  wir  den 

Satz  1.  Jede  dreigliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene,  welche 
nicht  aus  allen  projektiven  Transformationen  eines  Kegelschnittes 
besteht,  lüssl  einen  Punkt  in  Ruhe. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  eine  dualistische  Betrachtung  zeigt, 
dass  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  einer  Ebene,  welche  keinen  Kegel- 
schnitt invariant  lässt,  immer  eine  Gerade  festhalt.  Diese  Gerade  braucht 
aber  nicht  durch  den  immer  vorhandenen  invarianten  Punkt  hindurch  zu 
gehen. 

Jetzt  können  wir  leicht  ein  allgemeineres  Resultat  von  In- 
teresse ableiten. 

Wir  suchen  in  der  Ebene  alle  reellen  projectiven  Gruppen, 
bei  denen  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  im  folgenden 
Sinne  stattfindet: 

Wird  ein  reeller  Punkt  festgehalten,  so  soll  stets  noch  con- 
tinuirliche  Bewegung  möglich  sein ;  werden  dagegen  zu  gleicher 
Zeit  ein  reeller  Punkt  und  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles 
Linienelcment  festgehalten ,  so  sollen  alle  Punkte  der  Ebene  in 
Ruhe  bleiben. 

Es  giebt  Gruppen,  welche  die  gestellte  Forderung  zwar 
nicht  ausnahmslos,  jedoch  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
erfüllen.  Zunächst  suchen  wir  aber  nur  solche  Gruppen,  bei 
denen  die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  innerhalb  der 
ganzen  Ebene  ausnahmslos  stattfindet. 

Wenn  ein  reeller  Punkt  festgehalten  wird,  so  muss  jedes 
hindurchgehende  reelle  Linienelement  sich  um  ihn  drehen  lassen; 
sonst  bliebe  ja  mit  dem  einen  Punkte  zunächst  ein  Linieneleinent 
und  sodann  alle  Punkte  der  Ebene  in  Ruhe. 

Hieraus  folgt,  dass  die  gesuchte  Gruppe  transitiv  sein  muss; 
blieben  nämlich  oo1  reelle  Curven,  fp{x,y)  =  const.  in  Ruhe,  so 
wäre  mit  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  Richtung  invariant  ver- 
knüpft, nämlich  die  Tangente  an  die  hindurchgehende  Curve  der 
Schaar  :  fp(x ,  y)  =  const. 
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Ferner  ergiebt  sich,  dass  unsere  Gruppe  dreigliedrig  ist; 
denn  einen  Punkt  und  ein  hindurchgehendes  Linienelement  fest- 
zuhalten kommt  nach  dem  Obenstehenden  auf  drei  Bedingungen 
hinaus. 

Unsere  Gruppe  lasst  also  entweder  einen  Kegelschnitt  oder 
einen  Punkt  in  Ruhe. 

Ein  reeller  Punkt  kann  nicht  in  Ruhe  bleiben ;  denn  dann 
gehörte  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  mit  ihm  invariant  ver- 
bundene reelle  Richtung.  Bliebe  andrerseits  ein  imaginärer 
Punkt  in  Ruhe,  so  mttsste,  da  unsere  Gruppe  aus  reellen  projec- 
tiven  Transformationen  besteht,  zugleich  der  imaginär-conjugirtu 
Punkt  in  Ruhe  bleiben  und  ausserdem  auch  noch  die  reelle  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte.  Dann  aber  könnte  offenbar  jedes 
reelle  Linienelement  dieser  Geraden  sich  nicht  um  seinen  Punkt 
drehen. 

Esmuss  daher  bei  unsererGruppe  ein  Kegelschnitt  invariant 
bleiben  und  dieser  Kegelschnitt  muss  augenscheinlich  imaginär 
sein,  aber  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  \yerden.  Also 
gilt  der 

Satz  2.  Besitzt  eine  reelle  projective  Gruppe  der  Ebene  die 
Eigenschaft,  dass  alle  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  wenn  man  einen  be- 
liebigen reellen  Punkt  und  ein  beliebiges  durch  ihn  gehendes  reelles 
Linienelement  festhält,  dass  dagegen  stets  noch  continuirliche  Be- 
wegung möglich  ist,  wenn  man  nur  einen  reellen  Punkt  festhält, 
so  besteht  die  Gruppe  aus  allen  projectiven  Transformationen, 
welche  einen  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellten  imaginären 
Kegelschnitt  in  Ruhe  lassen. 

Verlangt  man  von  einer  reellen  projectiven  Gruppe  nur,  dass  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  statt- 
finden soll,  so  erhält  man  noch  weitere  Gruppen.  In  diesem  Falle  ist  es 
nämlich  denkbar,  dass  zwei  imaginar-conjugirte  Punkte  in  Ruhe  bleiben. 
Werden  diese  imaginär-conjugirten  Punkte  nach  den  imaginären  Kreis- 
punkten verlegt,  so  ist  die  Gruppe  eine  Untergruppe  der  Gruppe  aller  Aehn- 
lichkeitstransformationen,  deren  infinitesimale  Transformationen  bei  An- 
wendung meiner  gewöhnlichen  Bezeichnungsweise  die  Form  : 

p,  q,  xq  —  yp,  xp  +  yq 

haben.  Enthielte  nun  unsere  dreigliedrige  Gruppe  nur  eine  infinitesimale 
Translation : 

so  müsste  sie  eine  infinitesimale  Rotation 
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und  also  auch  die  Transformation 

( «i>  +  ßq,  xq—vp+t*p  +  *fj)  =  « 7  —  /?p 

umfassen;  diese  neue  Transformation  ist  aber  eine  Translation  und  müsste 
daher  nach  unserer  früheren  Annahme  mit  der  Translation  ttp  -f-j $q  zu- 
sammenfallen. Es  ergäbe  sich  also  . 

-ß  a 

oder 

Die  einzige  infinitesimale  Translation: 

<tp  +  ßq  =  «[p  + 

unserer  Gruppe  würe  somit  imaginür,  und  demnach  wäre  dieGruppc  selbst 
gegen  unsere  Voraussetzung  imaginär. 

Hieraus  crgiebt  sich,  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  beiden  infinitesi- 
malen Translationen  p  und  q  und  eine  Transformation  von  der  Form: 

u{xq-yp)  +  ß(xp  +  yq) 

enthalten  muss.  Die  Constante  «  darf  hier  nicht  verschwinden;  denn  sonst 
wäre  mit  jedqm  Punkte  jedes  durch  ihn  gehende  Linienelement  invariant 
verknüpft. 

Hiermit  erhalten  wir  den. 

Satz  3.  Besitzt  eine  reelle  projektive  Gruppe  von  Transformationen  einer 
Ebene  nicht  ausnahmslos,  sondern  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  die 
Eigenschaft,  dass  alle  Punkte  in  Buhe  bleiben,  wenn  man  einen  ganz  beliebigen 
reellen  Punkt  und  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  Linienelement  fest- 
hall, dass  dagegen ,  wenn  blos  ein  Punkt  festgehalten  wird,  immer  noch  con- 
tinuirliche  Bewegung  möglich  ist,  so  sind  zwei  Falle  denkbar.  Entweder  be- 
steht die  Gruppe  aus  allen  projecliven  Transformationen ,  welche  einen  reellen 
Kegelschnitt  in  sich  überfuhren,  oder  sie  hat  die  Form 

p,  q,  xq  —  yp  -f  c{xp  +  yq)  , 

wo  c  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Ist  c  verschieden  von  Null,  so  besteht  die 
Gruppe  aus  Aehnlichkeitstransformationen  ;  die  Bahncurven  ihrer  infinitesi- 
malen Transformationen  sind  dann  Spiralen. 

Die  Gruppe  der  Euclidischen  und  die  Gruppe  der  Nichteuclidischen 
Bewegungen  sind  also,  wie  bereits  v.  Helmholtz  bemerkt  hat,  nicht  die  ein- 
zigen Gruppen,  welche  unsere  Forderung  erfüllen;  dies  ist  auch  der  Fall 
mit  jeder  Gruppe 

P,  <i,  xq  —  yp  +  c  [xp  -f  yq) , 
welche  reelle,  von  Null  verschiedene  Constante  das  c  auch  sein  möge. 

§«• 

Wir  suchen  jetzt  im  dreifach  ausgedehnten  Räume  eine 
reelle  Transformationsgruppe,  welche  innerhalb  eines  gewissen 
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Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  im  folgenden 
Sinne  des  Wortes  besitzt: 

Werden  ein  beliebiger  reeller  Punkt  und  ein  hindurchgehen- 
des reelles  Linieuelement  festgehalten,  so  soll  immer  noch  con- 
tinuirliche  Bewegung  möglich  sein.  Wird  aber  ausserdem  ein 
beliebiges  Flilchenelement  festgehalten,  das  durch  den  Punkt 
und  das  Linienelement  geht,  so  sollen  alle  Punkte  des  Baumes 
in  Ruhe  bleiben. 

Es  ist  zunächst  leicht  einzusehen ,  dass  um  ein  beliebiges 
reelles  Linienelement,  das  man  festhält,  jedes  hindurchgehende 
reelle  Flüchenelement  sich  drehen  kann;  sonst  blieben  ja  zu- 
gleich mit  dem  Linienelement  alle  Punkte  des  Raumes  in  Ruhe. 

Hieraus  lüsst  sich  schliessen,  dass  unsere  Gruppe  transitiv 
sein  muss;  blieben  nümlich  oo1  reelle  Flüchen  (p  =  a  invariant, 
so  bestimmte  jeder  Punkt  mit  der  Tangentialebene  der  durch  ihn 
gehenden  Flüche  <y>  =  a  ein  Flüchenelement,  das  sich  nicht  um 
seine  Linienelemente  drehen  könnte.  Blieben  andrerseits  oo4 
reelle  Curven  invariant,  so  liessen  sich  dieselben  sogar  auf  un- 
begrenzt viele  Weisen  zuoo1  invarianten  Flüchen  vereinigen :  man 
küme  also  auf  den  eben  als  unmöglich  nachgewiesenen  Fall. 

Wir  erkannten,  dass  jedes  Flüchenelement  sich  um  jedes  in 
ihm  gelegene  Linienelement  drehen  kann.  Hieraus  folgt,  dass 
die  durch  einen  festgehaltenen  Punkt  gehenden  Linienelemenle 
transitiv  transformirt  werden  und  zwar  derart,  dass  jedes  reelle 
Linienelement  ohne  Ausnahme  in  jedes  andere  Ubergehen  kann. 
Würe  nümlich  mit  jedem  reellen  Punkte  auch  nur  ein  einziger 
reeller  Kegel  invariant  verknüpft,  so  könnte  ein  Flüchenelement, 
dessen  Ebene  diesen  Kegel  berührt,  sich  nicht  um  jedes  in  ihm 
liegende  Linienelement  drehen. 

Fassen  wir  alle  durch  einen  festgehaltenen  Punkt  sehenden 
Linienelemente  als  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
auf,  so  leuchtet  ein ,  dass  diese  zweidimensionale  Mannigfaltig- 
keit durch  eine  projeetive  Gruppe  transformirt  wird,  welche 
ausnahmslos  die  im  ersten  Paragraphen  vorausgesetzten  Eigen- 
schaften besitzt.  Wird  nümlich  ein  reelles  Linienelement  festige- 
halten,  so  können  die  durch  dasselbe  gehenden  reellen  Flüchen- 
elemente sich  noch  bewegen;  hült  man  aber  sowohl  ein  reelles 
Linienelement,  als  ein  hindurchgehendes  reelles  Flüchenelement 
fest,  so  bleiben  alle  oo*  Linienelemente  in  Ruhe. 

Die  Linienelemente,  welche  durch  einen  lestgehaltenen 
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• 

Punkt  gehen,  werden  daher  durch  eine  projective  Gruppe  transfor- 
inirt,  und  diese  Gruppe  besteht  aus  allen  projectiven  Transforma- 
tionen, die  einen  gewissen  durch  eine  rcelleGleichung  dargestellten 
imaginären  Kegel  zweiten  Grades  invariant  lassen.  Hieraus  folgt, 
wie  wir  heiläufig  bemerken,  dass  unsere  Gruppe  von  Transforma- 
tionen des  Raumes  primitiv  ist,  denn  es  ist  unmöglich,  jedem 
Punkte  des  Raumes  ein  mit  ihm  invariant  verknüpftes  Linien- 
oder Flächen-Element  zuzuordnen. 

Wir  haben  gefunden,  dass  mit  jedem  Punkte  des  Raumes 
ein  gewisser  Kegel  zweiten  Grades  invariant  verknüpft  ist.  An- 
ders ausgesprochen:  es  lässt  jede  Gruppe  des  Raumes  xs  xt  a*r 
welche  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt,  eine  Differential- 
gleichung zweiten  Grades 

1,3,  » 

V fik[x,xtxt)dxtdxk  =  0 
mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante 

und  mit  reellen  Coefficienten  fik  invariant. 

In  einer  älteren  Arbeit,  die  im  neunten  Bande  des  norwegi- 
schen Archivs  für  Mathematik  gedruckt  ist,  habe  ich  nun  alle  pri- 
mitiven Gruppen  des  Raumes  bestimmt,welche  diese  Eigenschaften 
besitzen  Es  ergab  sich,  dass  nur  vier  verschiedene  Fälle  mög- 
lich sind.  Alle  derartigen  Gruppen  sind  ähnlich 


1]  Ich  halte  es  nicht  für  nothwendig  hier  die  Rechnungen  zu  wieder- 
holen, welche  mich  zu  den  im  Texte  angeführten  Resultaten  geführt  haben. 
Ich  werde  aber  kurz  andeuten,  wie  man  diese  Resultate  in  der  Ausdehnung, 
in  welcher  sie  für  das  Folgende  nothwendig  sind,  ableiten  kann. 

Ist  der  Coordinatenanfang  x{  =  x2  =  x3  =  0  ein  Punkt  von  allgemei- 
ner Loge  und  ist,  wie  wir  immer  annehmen  können: 

die  Gleichung  des  diesem  Punkte  zugeordneten  Kegels,  so  leuchtot  ein,  dass 
unsere  Gruppe  sechs  infinitesimale  Transformationen  enthalt,  deren  Reihen- 
entwickelungen nach  xlxtx3  die  Form 

Pi  H  ,  Pi  H  9*  +  •  • 

.r,|)j  —  x,p,  -f-  «„(x, /),  +  tf,p2  +  x3ps)  H  

TjP:,  —  .T3P2  +       'ri  Pi  4"  ^Pi  +  H  

*aPl  —  Ti  Pa  +  ««  (ri  Pi     ^2Ps  +         +  • 
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entweder  mit  der  sechsgliedrigen  Gruppe  der  Euclidischen 
Bewegungen, 

oder  mit  der  sechsgliedrigen  Gruppe  derNichteuclidischen 
Bewegungen,  d.  h.  der  Gruppe  einer  durch  eine  reelle  Gleichung 
dargestellten  reellen  oder  imaginären  Flüche  zweiten  Grades, 

oder  mit  der  siebengliedrigen  Gruppe  aller  Aehnlichkeits- 
transformationen, 

oder  mit  der  zehngliedrigen  Gruppe  der  reciproken  Radien. 


besitzen.  Da  nur  sechsgliedrige  Gruppen  in  Betracht  kommen,  so  ergiebt 
sich  durch  paarweise  Combination  der  drei  letzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen, dass  die  Constanten  •  gleich  Null  sind.  Führen  wir  aber 
auf  dx*  -f-  dx*  +  dx'$  etwa  die  infinitesimale  Transformation 

A{f)=xxVi  —  *,P, + 

aus,  so  verschw  indet  in  der  Reihenentwickelung  des  Ausdrucks 

A  ;dxf  •+*  dx$ 

das  Glied  niedrigster  Ordnung.  Hieraus  lasst  sich  durch  Betrachtungen,  auf 
die  ich  nicht  eingehe,  der  Schluss  ziehen,  dass  die  invariante  Gleichung; 

2}*2fik  t*i x*xJdXi  dxk  mm  0 

eine  solche  Form  erhalten  kann,  dass  der  Ausdruck  £?fa  dxjdx^  bei 

allen  infinitesimalen  und  auch  bei  allen  endlichen  Transformationen  unserer 
Gruppe  invariant  bleibt.  —  Nachdem  hiermit  die  Existenz  eines  bei  unserer 
Gruppe  invariantenßo0ene/ewjeH/es  erkannt  ist,  beweist  man,  dass  jede  reelle 
Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  entweder  mit  der  Gruppe  der  Euclidi- 
schen oder  mit  der  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Bewegungen  ahnlich 
ist  und  zwar  durch  eine  reelle  Transformation.  In  meiner  früher  citirten 
Abhandlung  habe  ich  übrigens  den  Begriff  Bogenelement  gar  nicht  benutzt. 
Ich  stützte  mich  darauf,  dass  die  Bestimmung  aller  in  dxxdx%  dx3  homo- 
genen Gleichungen 

f[xx  x^x^,  dxxdxtdx3)  =  0 

die  eine  continuirliche  Gruppe  in  x,  xax3  gestalten,  unmittelbar  hervorgeht 
aus  meiner  Bestimmung  aller  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung 

die  eine  continuirliche  Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  xy 
zulassen. 

Im  zehnten  Bande  des  norwegischen  Archivs  habe  ich  das  entspre- 
chende Problem  für  einen  Raum  mit  mehr  als  3  Dimensionen  behandelt 
und  bin  durch  eine  rationelle  Methode,  die  allerdings  ziemlich  ausführliche 
Rechnungen  verlangt,  zu  ganz  entsprechenden  Resultaten  gekommen. 
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Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  eine  Gruppe,  welche  die 
von  uns  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gestellten  Forderungen 
erfüllt,  sechsgliedrig  sein  inuss.  In  der  That,  da  unsere  Gruppe 
transitiv  ist,  da  ferner  die  durch  einen  festgehaltenen  Punkt 
gehenden  Linienelemente  transitiv  transformirl  werden,  da  end- 
lich jedes  FUichenelement  sich  um  ein  beliebiges  in  ihm  gelegenes 
Linienelemenl  drehen  kann,  so  entspricht  das  Festhalten  eines 
Punktes,  eines  hindurchgehenden  Linienelementes  und  eines 
durch  beide  gehenden  Filichenelementes  genau  sechs  Bedin- 
gungen. 

Unter  den  vier  soeben  angegebenen  primitiven  Gruppen, 
welche  eine  Differentialgleichung: 

1,2.:» 
«.i 

mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante 

invariant  lassen ,  kommen  daher  nur  diejenigen  in  Betracht, 
welche  sechs  Parameter  enthalten.  Das  ist  der  Fall  mit  der 
Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen,  sowie  mit  der  Gruppe 
der  Nichteuclidischcn  Bewegungen,  wobei  nicht  zu  vergessen 
ist.  dass  es  zweierlei  Gruppen  von  Nichteuclidischen  Bewe- 
gungen giebt,  jenachdem  die  invariante  Flache  zweiten  Grades 
reell  oder  imaginiir  ist. 

Wir  erhalten  somit  das  folgende  besonders  wichtige  Re- 
sultat : 

Theorem  1.  Wenn  eine  reelle  Transformationsyruppe  des 
dreifach  ausgedehnten  Raumes  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
so  beschaffen  ist,  dass  noch  continuir  liehe  Bewegung  möglich  ist, 
wenn  ein  beliebiger  reeller  Punkt  und  ein  beliebiges  hindurch- 
gehendes  reelles  Linienelement  festgehalten  werden,  während  da- 
gegen alle  Punkte  des  Baumes  in  Buhe  bleiben,  sobald  ausserdem 
noch  ein  durch  das  besprochene  Linienelement  gehendes  reelles 
FUichenelemenl  festgehalten  wird,  so  ist  die  Gruppe  durch  eine 
reelle  Transformation  ahnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der  Eu- 
clidischen Bewegungen  oder  mit  der  Gruppe  der  Xichteuclidischen 
Bewegungen ,  das  heisst  mit  der  projektiven  Gruppe  einer  Flache 
zweiten  Grades,  deren  Gleichung  eine  der  beiden  Formen 
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J-?  +  *\  4-  •«•;  ±1  =  0 

besitzt. 

Man  kann  sich  von  vornherein  auf  projective  Gruppen  be- 
schriinken  und  nach  allen  projectiven  Gruppen  fragen ,  welche 
entweder  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  oder  ausnahmslos 
die  früher  gestellten  Forderungen  erfüllen.  Auf  diese  Frage- 
stellung kommen  wir  erst  in  einem  späteren  Paragraphen  zu- 
rück. Es  ist  niimlich  nothwcndig,  zuerst  eine  allgemeine  Unter- 
suchung über  gewisse  projective  Gruppen  durchzuführen. 


§3. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir,  wie  soeben  gesagt,  eine 
für  das  Folgende  nothwendige  Hülfstheorie  entwickeln. 

Wir  stellen  die  Frage  nach  allen  reellen  projectiven  Gruppen 
des  «-fach  ausgedehnten  Raumes  xt-»xnt  welche  mit  der  pro- 
jectiven Gruppe  einer  Flüche  zweiten  Grades: 

j  ii  H-  >zl  +     4-  •  •  •  4-  J'n*  —  I  =  0 

durch  eine  reelle  Transformation  ahnlich  sind. 

Indem  wir  annehmen,  dass  der  Coordinatenanfang  j\  —  0 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  können  wir  ohne  Beschran- 
kung annehmen,  dass  jede  der  gesuchten  projectiven  Gruppen: 

„  ,  «(*-*) 

n  -f-  ■  


infinitesimale  Transformationen  von  der  Form : 

i>k+]£«kij>i',Pj  +  y!faj*j]£<'lirt  >    =  *  •••*) 


enthalt.  Setzen  wir  zur  Abkürzung 

•r,  •' .  /'i  4  h  od„  pj  =  s;-  , 
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so  können  die  — -  letzten  infinitesimalen  Transformationen 
folgendermassen  geschrieben  werden : 

&if>k  —  xkPi  +2*WSS  ' 

i 

Wir  combiniren  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen : 

i 
'J 

und  erhalten  so  die  infinitesimale  Transformation : 

xrpk  —  xkpy  -f-  y^Si  —  yMSk  —  yik,.Si  +  yikiSt.  . 

Ist  nun,  wie  wir  vorläufig  annehmen  wollen,  n  >  3,  so  ist 
den  beiden  Zahlen  v  und  k  gegenüber  keine  dritte  Zahl  /  ausge- 
zeichnet; also  muss  in  diesem  Falle 

[Yu  k  -  Yikv)  Si  =  0 

sein.  Die  durch  Combination  gefundene  infinitesimale  Transfor- 
mation hat  daher  die  Gestalt: 

VyPk  —  xkP,  +  Yitti  Sv  —  YiVi^k 

und  da  die  Form  dieser  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  Zahl  i  unabhängig  sein  muss,  können  wir 

Yi,,  =  Yj,j  =  Yr 

setzen. 

Die  "  *  ^  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  reel- 
len Gruppe,  welche  in  der  Umgebung  des  Punktes  x{  =a,4  =  a,1 
=  •  •  =  xn  =  0  von  der  ersten  Ordnung  sind ,  besitzen  somit 
die  Form: 

xiPk  —  xkPi  +  TkSi  —  YiSk  =  Aikf  • 

Diese  Transformalionen  lassen,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden, 
eine  gewisse  Ebene 
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ltxt  _|  hVcB+  *  =° 

invariant.  Es  ist  nämlich 

Ami****  H  H  ^i^n)  = 

3  3 

mit  Benutzung  der  Gleichung  der  betreffenden  Ebene  wird  also: 

H  h        +  < )  =  (h  —  Yk)  ri  -  ßj  —  ft)**  • 

Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  Ak  =  yk  gesetzt  wird. 
Da  nun  unsere  infinitesimalen  Transformationen  Aikf,  solange 
eines  der  yk  von  Null  verschieden  ist,  die  unendlich  ferne 
Ebene  nicht  in  Ruhe  lassen,  erkennen  wir,  dass  die  Aik  f  unter 
allen  Umstünden  eine  und  nur  eine  Ebene  in  Ruhe  lassen. 

Es  liegt  nahe  diese  Ebene  ins  Unendliche  zu  verlegen. 
Denken  wir  uns  das  von  vornherein  gemacht,  so  müssen  alle  yk 
verschwinden  und  unsere  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  dementsprechend  die  einfache  Form  xipk  —  xkpi  be- 
sitzen. 

Wir  wollen  dieses  allerdings  ziemlich  selbstverständliche 
Resultat  durch  Rechnung  bestätigen.  Wir  wollen  also  zeigen, 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen : 

xiPk  —  xkPi  —  '/isk  +  7k  si 
in  den  Veränderlichen: 


'  ;       7txi  +  Ynxn  +  1 

die  Form  x-  pk  —  ^k  Pi  annehmen. 

Diesen  Nachweis  führen  wir  dadurch,  dass  wir  in 

Af=riPk  —  xkPi 
die  Veränderlichen  xj  durch  die  inverse  Substitution 

XJ     i  _yiaY  ynxn' 
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und  demzufolge: 


oder 


af<  Pk  ~  *k'Pi  =  ^,7'A-  -  Wi  +  ttt$  -  TiSh  • 

Wir  können  daher  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass  alle 
yk  gleich  Null  sind,  so  dass  unsere  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erster  Ordnung  die  Form: 

:1',Vk  —  xkVi 

besitzen. 

Es  erübrigt  noch  die  Transformationen  nulller  Ordnung  ce- 
nauer  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  combiniren  wir  die  in- 
finitesimale Transformation : 

i.  .11  »i 


w  » 


mit  TiPf.  —  XkPi  uni*  erhalten  hierdurch  eine  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form: 


Pk  +2"  ««*     Pk  +]£>>  PftiXfiPi  + 
i  i 

ii  M  ii 

i  l  i 

Da  aber  gegenüber  der  Zahl  /,•  keine  andere  Zahl  r  ausge- 
zeichnet ist,  folgt,  dass  die  tiui  uud  diu  gleich  Null  sein  müssen. 
Unsere  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung  haben 
somit  die  Form : 

n  ii  ii 

Pk  +2n  <v*  •*>  f)f>-  +2  y^u j  k  p  u  +2    sj  • 
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Combiniren  wir  nun  diese  infinitesimale  Transformation  mit 

KpPi-KtPp,     (Ii  4=  l'i  k  4=  fi) 

so  kommt: 

Ykf&kPi  —  YkixkP/i  —  <*ikxftPk  +  «ftk^iPk  ~  VkiSit+Vkfi  $i  • 
Diese  Transformation  muss  unserer  Gruppe  angehören;  daher  ist 

Yk/i  +  *pk  =  0  ,  yki  +  aik.  =  0 
fPki  =  Vkft  =  0  • 

Unsere  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung 
haben  somit  die  Form : 

ii 

oder,  wenn  alle  aui,  mit  zwei  verschiedenen  Indices,  wie  offen- 
bar erlaubt,  gleich  Null  gesetzt  werden,  die  noch  einfachere 
Form: 

Pfi  +  «p      l\u  +  ßft  Sp  . 

Mit  r^Pi  —  ^iPft  combinirt  giebt  diese  Transformation: 

pt  +  «„  [xM  Pi  +  r,  /)„)  +  t*,,  si  • 

Man  erkennt  somit  ,  dass  alle  a,t  gleich  Null  sind  und  dass  der 
Coefficient  fiu  vom  Index  tt  unabhängig  ist. . 

Ware  nun  dieser  Coefficient  ß  gleich  Null,  so  erhielten  unsere 
infinitesimalen  Transformationen  die  Form: 

Vi  »  KrPk  —  xkPp 
(i,  v  ,  4*  =  1  —  n)  ; 

dann  aber  bildeten  die  Translationen  pK  ...  pn  eine  invariante 
Untergruppe  und  das  ist  von  vornherein  ausgeschlossen,  da  nach 
meinen  Untersuchungen  für  n  ^  3  die  continuirliche  Gruppe 
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einer  Flüche  zweiten  Grades  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante einfach  ist '). 

Es  ist  daher  fi  eine  von  Null  verschiedene  positive  oder  ne- 
gative Grösse. 

Wir  wollen  nun  unter  V  zt  ti  eine  reelle  Grösse  verstehen 
und  führen  die  n  reellen  Grössen 

xk'  =  xk  Vzh  ß  ,  (k  =  I  ...  n) 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein.  Dann  wird 

Pk  +   S*  =  V±J-  pk'  +  -£=  xk'jg  x'  p/ 

v  —  i 

oder 

Pik  +    Sk  =  V ±0 lpk'  ±  xjjp tf/p/j  . 

Es  ist  daher  gestattet  die  Constante  (i  gleich  zt  \  zu  setzen. 
Im  ersten  Falle  erhalten  wir  die  infinitesimalen  Transformationen : 

Pk  +  Sk  I  tyP/t  —  xttPi 
(*l  h  ,«  =  *  •  •  •  »)  , 

das  heisst,  alle  infinitesimalen  projectiven  Transformationen, 
welche  die  imaginäre  Fläche  zweiten  Grades: 

x\  H  f-  xn*  +  1=0 

I)  Im  zehnten  Bande  des  norwegischen  Archivs  (4  885)  habe  ich  ge- 
zeigt, dass  die  continuirliche  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  solange  n  von  8  verschieden  ist,  einfach  ist. 
Hieraus  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gruppe  der  Nichteuclidischen 
Bewegungen  sich  dadurch  von  der  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen 
unterscheidet,  dass  die  erste  Gruppe  einfach,  die  zweite  zusammengesetzt 
ist.  Unabhängig  von  mir  ist  der  danische  Geometer  Pettersen  zu  demselben 
Resultate  gekommen.  Soweit  mir  bekannt,  hat  sich  jedoch  Herr  Pettersejj, 
dessen  Arbeit  mir  leider  im  Augenblicke  nicht  zugänglich  ist,  auf  die  Ebene 
beschränkt.  Im  dreifach  ausgedehnten  Räume  ist  die  continuirliche  Gruppe 
einer  Flüche  zweiten  Grades  zusammengesetzt.  Sie  hat  zwei  invariante 
dreigliedrige  Untergruppen  ,  deren  Transformationen  nicht  paarweise  ver- 
tauschbar sind.  Dagegen  hat  die  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen 
nur  eine  invariante  Untergruppe ,  deren  Transformationen  sitmmtlich  ver- 
tauschbar sind. 
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in  sich  überführen;  im  zweiten  Falle  erhalten  wir  die  infinitesi- 
malen Transformationen 

Pk  —  sk  i  ^iPfs  —  *fi  Pk  »    (*»  U  t*  =  1  •  •  • »)  i 

dass  heisst  die  allgemeinsten  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formationen, welche  die  reelle  Flüche  zweiten  Grades 

aef  +  h  x9*  —1=0 

in  sich  transformiren. 

Die  vorausgehenden  Entwiekelungen  liefern  uns  somit  den 
folgenden  allgemeinen  Satz: 

Satz  4.  Ist  eine  reelle  projective  Gruppe  des  Raumes  x{  •  •  •  a  „ 
durch  eine  reelle  Transformation  ühnlich  mit  der  (continuirlichen) 
projectiven  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  der  Glei- 
chungsform : 

a?J  H  h  at^  ±1=0, 

so  kann  sie  durch  eine  reelle  projective  Transformation  der  Ver- 
änderlichen entweder  in  die  projective  Gruppe  der  imaginären 
Flüche : 

H  h  V  4-1=0 

oder  in  die  projective  Gruppe  der  reellen  Fläche : 

x*  H  h  xn%  —1=0 

übergeführt  werden. 

Dieser  Satz  bleibt  natürlich  noch  gültig,  wenn  das  einge- 
klammerte Wort  »continuirlichen«  gestrichen  wird. 

Die  vorangehenden  Entwickclungen  liefern  uns  auch  den 
folgenden  Satz : 

Satz  5.  Ist  eine  reelle  projective  Gruppe  des  Raumes  x{  •  •  •  Xn 
mit  der  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen  diese*  Raumes  durch 
eine  reelle  Transformation  ähnlich,  so  ist  sie  mit  ihr  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  xt...  xn  durch  eine 
reelle  projective  Transformation  gleichberechtigt. 

Es  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  in  den  vorausgehen- 
den Entwickelungen  die  Annahme  n  >  3  gemacht  wurde.  Wir 
wollen  daher  jetzt  zeigen,  dass  die  abgeleiteten  Satze  auch  noch 
gültig  bleiben,  wenn  n  =  3  ist. 

Matb.-phys.  Claas«.   1VJ0.  20 
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In  diesem  Falle  haben  wir  die  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen erster  Ordnung : 

«I  Pl  -  «•  Pl  +  »1«  8I   +  aiUSi  +  «,*3 
^  P>  —  **P4   +  «131  St  +  «13* 'S  +  «133  S3 

a*tPi  —  T*Pt  +  <*0tA  +  ««*$,  +  «m5*- 

Comhiniren  wir  nun  die  beiden  ersten  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, so  erhalten  wir  die  Transformation: 

r3p*  —  -twj3  +  «oi^i  -  ««3i  *\  —  «««s,  +  «m,^  ; 

also  ist 

«13*         °H1  =  «3*1  > 
«»31  =         «31*  >    «Mt  =  «3*3  * 

Unsere  drei  infinitesimalen  Transformationen  haben  somit 
die  Form : 

a\pt  —  a?tpf  +  otSt  —  atSt  +  at4,vS3 
*,Pi  —  xKih  —  «3  S,  +  orM,S4  +  a,S, 

^«/^  _  XiPt  +  ««S!^  +  «3^*  —  «*^3  ' 

Wird  die  letzte  unter  diesen  Transformationen  mit 

1 . . .  :i  l .  ..3 

kj  k 

combinirt,  so  enthält  die  hervorgehende  infinitesimale  Transfor- 
mation erster  Ordnung  das  Glied  rlpl  mit  dem  Faetor  —  afJ| , 
der  somit  versehwindet.  Es  ist  daher 

«*3I  =  «3U  =  «1*3  =  0  I 

und  unsere  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  be- 
sitzen die  Form : 

&VP*  -  *kPi  +  «a  si  —  «.  *'it  i 

genau  wie  wenn  n  grösser  als  3  ist.  Wir  kommen  daher  im  Falle 
n  =  3  genau  zu  demselben  Resultate  wie  im  Falle  ?i  >•  3. 
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Auch  wenn  n  =  2  ist.  bleiben  die  aufgestellten  Sätze  gültig. 
Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  einzige  infinitesimale 
Transformation  erster  Ordnung,  welche  in  diesem  Falle  auftritt, 
von  vorneherein  die  Form 

xx  P*  —  a'i  Vi  +  c»  Si  +  C4 

besitzt.  Die  Erledigung  dieses  Falles  liegt  übrigens  implicite  in 
der  von  mir  längst  durchgeführten  Bestimmung  aller  projectiven 
Gruppen  einer  Ebene.  Ich  darf  wohl  hinzufügen,  dass  auch  der 
Fall  n  =  3  von  mir  schon  in  einer  älteren  Arbeit  erledigt  wor- 
den ist. 

§  *. 

Auf  S.  295  fragten  wir  nach  allen  reellen  projectiven  Grup- 
pen des  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  welche  ausnahmslos 
oder  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  In- 
finitesimalen besitzen.  Wir  können  jetzt  diese  Frage  sehr  leicht 
beantworten. 

Jede  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  ist  nach 
den  Entsvickelungen  des  zweiten  Paragraphen  durch  eine  reelle 
Transformation  ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der  Euclidi- 
schen  oder  mit  der  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Bewegungen 
des  dreifach  ausgedehnten  Raumes. 

Nun  aber  suchen  wir  nur  projective  Gruppen  mit  den  be- 
treffenden Eigenschaften.  Es  zeigen  also  die  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen,  dass  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit mit  einer  der  genannten  projectiven  Gruppen  inner- 
halb der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  durch  eine  reelle 
Transformation  gleichberechtigt  sein  muss. 

Wollen  wir,  dass  die  gesuchte  Gruppe  ausnahmslos  für  alle 
Punkte  des  Raumes  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  be- 
sitzen soll,  so  muss  die  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen 
ausgeschlossen  werden ,  da  sie  die  unendlich  ferne  Ebene  in 
Ruhe  lässt  und  die  Elemente  dieser  Ebene  in  Folge  dessen  sich 
nicht  um  ihre  Linienelemente  drehen  können.  Gleichzeitig  müssen 
alle  mit  dieser  Gruppe  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  gleichberechtigten  Gruppen  ausgeschlossen  werden. 

Unser  Resultat  ist  also  das  folgende : 

10» 


4 
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Satz  6.  Besitzt  eine  reelle  continuir liehe  projective  Gruppe 
des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  ausnahmslos  freie  Beweglich- 
keit  im  Infinitesimalen,  so  besteht  sie  aus  allen  reellen  projectiven 
Transformationen,  welche  eine  durch  eine  reelle  Gleichung  darge- 
stellte imaginüre  Fläche  zweiten  Grades  mit  nicht  verschwinden- 
der Determinante  in  sich  überführen. 

Satz  7.  Besitzt  eine  reelle  projective  Gruppe  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  zwar  nicht  ausnahmslos,  jedoch  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  freie  Beweglichheit  im  Infinitesimalen,  so 
sind  zwei  Fülle  denkbar.  Entweder  besteht  die  Gruppe  aus  allen 
projectiven  Transformationen,  welche  eine  geschlossene  reelle  Flüche 
zweiten  Grades  [Ellipsoid,  zweischaliges  Hyperboloid ,  elliptisches 
Paraboloid)  in  sich  überführen ;  oder  die  Gruppe  ist  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  der  Gruppe  der  Euclidischen 
Bewegungen  durch  eine  reelle  Transformation  gleichberechtigt. 

§5. 

Jetzt  können  wir  unsere  allgemeinen  Probleme  ohne  Schwie- 
rigkeit ftlr  einen  vierfach  ausgedehnten  Raum  Rx  erledigen. 

Wir  suchen  zunächst  im  vierfach  ausgedehnten  Räume 
.ri.rixsxl  alle  reellen  Transformationsgmppen,  bei  denen  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesi- 
malen in  dem  folgenden  Sinne  stattfindet . 

Wird  ein  beliebiger  reeller  Punkt,  ein  beliebiges  hindurch- 
gehendes reelles  J/, -Element  und  ein  beliebiges  durch  beide 
gehendes  reelles  J/^-Element  festgehalten,  so  ist  noch  continuir- 
liche  Bewegung  des  Raumes  Rt  möglich;  wird  jedoch  ausserdem 
noch  ein  durch  das  3/4-Element  gehendes  reelles  :V3-Element 
festgehalten,  so  bleiben  alle  Punkte  des  Raumes  in  Ruhe. 

Um  dieses  Problem  zu  erledigen,  betrachten  wir  die  durch 
einen  festgehaltenen  Punkt  P  gehenden  oo3  reellen  1/,-Elemente 
als  Punkte  eines  dreifachen  Raumes  R3',  welcher  von  einer  pro- 
jectiven Gruppe  transformirt  wird.  Diese  projective  Gruppe  hat 
nun.  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  die  in  §  4  vorausgesetzten 
Eigenschaften. 

Wird  im  Räume  Rt  der  reelle  Punkt  P,  ein  hindurchgehen- 
des' reelles  J/,- Element,  sowie  ein  durch  dasselbe  gehendes 
reelles  J/^-Element  festgehalten,  so  heisst  dies,  dass  im  Räume 
ein  reeller  Punkt  und  ein  hindurchgehendes  reelles  Linien- 
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element  festgehalten  werden.  GHbe  es  nun  unter  den  durch 
dieses  Linienelement  gehenden  reellen  Flachenelementen  auch 
nur  ein  einziges,  welches  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sich  nicht  um  das  Linienelement  drehen  konnte,  so  existirte  im 
Räume  Iit  ein  durch  den  Punkt  P,  durch  das  festgehaltene 
Linienelement,  sowiedurch  das  festgehaltene  3/,,-Element  gehen- 
des reelles  J/3-Element,  welches  sich  um  dieses  3/4-Element 
nicht  drehen  könnte.  Dann  blieben  aber  alle  Punkte  des  Raumes 
/f4  in  Ruhe,  was  unserer  Voraussetzung  der  freien  Beweglichkeit 
im  Infinitesimalen  widersprechen  wttrde. 

Die  reelle  projective  Gruppe  unseres  dreifachen  Raumes  Ii3' 
besitzt  daher  in  dem  bekannten  Sinne  des  Wortes  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  und  zwar  ausnahmslos.  Sie  besteht  in 
Folge  dessen  aus  allen  reellen  projectiven  Transformationen, 
welche  eine  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellte  imaginäre 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  mit  nicht  verschwindender  De- 
terminante in  sich  Uberführen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  vorgelegte  Gruppe  des  vierfachen 
Raumes  /i4  eine  reelle  Gleichung  zweiten  Grades: 

i, ...  4 

mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante: 

J?±<pu  ...  (fu 

invariant  lilsst. 

Die  Gruppe  des  Raumes  /<4  ist  transitiv.  Existirten  nämlich 
oo'  [oder  noch  mehr)  invariante  reelle  Mannigfaltigkeiten  M3. 
so  würde  in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  ebene  Tangential-^ 
an  die  durch  den  Punkt  gehende  Mt  ein  ;V3-Element  bestimmen, 
das  sich  nicht  um  jedes  in  ihm  enthaltene  3/4-Element  drehen 
könnte.  Das  aber  würde  unserer  Voraussetzung  widersprechen, 
also  leuchtet  ein,  dass  die  Gruppe  unseres  vierfach  ausgedehnten 
Raumes  transitiv  ist. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Zahl  der  Parameter  unserer  Gruppe 
zu  bestimmen. 

Einen  Punkt  P  des  vierfachen  Raumes  HA  festhalten  kommt 
auf  vier  Bedingungen  hinaus.    Da  andererseits  die  durch  P 
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gehenden  Linien- Elemente  durch  eine  sec/isgliedrige  Gruppe 
transformirt  werden,  und  da  es  sicher  ist,  dass  alle  Punkte  des 
Raumes  Hl  in  Ruhe  bleiben,  sobald  alle  durch  P gehenden  Linien- 
elemente festgehalten  werden,  so  leuchtet  ein,  dass  gerade  zehn 
Bedingungen  erforderlich  sind,  um  alle  Punkte  des  Raumes  Bt 
in  Ruhe  zu  halten.  Dieser  Raum  wird  somit  durch  eine  zehn- 
yliedrige  Gruppe  transformirt. 

Wir  setzen  voraus ,  dass  der  Coordinalenanfang :  .r^  =  0 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Dann  enthalt  unsere  Gruppe 
vier  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

ftk+  —  ,    (A  =  1,2,3,4)  . 

Setzen  wir  nun  ferner  voraus,  dass  die  bei  der  zehngliedrigen 
Gruppe  invariante  Differentialgleichung : 

I...4 

bei  der  Substitution  .rk  —  0  die  Form 

dx\  -f  dx\  +  dx*  -f-  d.x\  =  0 

annimmt,  so  muss  unsere  Gruppe  sechs  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 

1  ...4 

'iPk  -  *kPi  +  «ikJ^  rjPj  H  

j 

enthalten ;  dieselben  zeigen,  wie  die  durch  den  Coordinalenanfang 
gehenden  Linienelemente  transformirt  werden,  wenn  dieser 
Punkt  festgehalten  wird. 

Da  unsere  Gruppe  des  Raumes  l\A  zehngliedrig  ist,  so  enthüll 
sie  keine  anderen  infinitesimalen  Transformalionen  als  die  vier 

von  reeller  Ordnung     H  und  die  sechs  soeben  besprochenen 

von  erster  Ordnung.  Es  ist  dabei  leicht  zu  erkennen,  dass  die 
Constanten  aik  alle  gleich  Null  sind.  Das  ergiebt  sich  nämlich 
sogleich,  wenn  man  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

xiPv  —  xt  Pi  +  airJ£  xjPj  H  

Pk  —  >rkPr  +  «,  k^J    VjPj  H  

combinirt. 
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Es  stellt  sich  also  die  Aufgabe,  im  Räume  j\  . .  .a\  alle  zehn- 
gliedrigen  Gruppen  zu  finden,  welche  zehn  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form 

P.H  i   ■  •  •  j  P*  H  » 

xiPk  —  '*/>H  i  *) 

enthalten. 

Dieses  Problem  habe  ich  eingehend  im  zehnten  Bande  des 
norwegischen  n Archiv  for  Mathematik«  behandelt.  Es  ergab  sich, 
dass  die  betreffende  Gruppe  entweder  mit  der  Gruppe  aller  Eu- 
clidischen,  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von  Nichteucli- 
dischen  Bewegungen  des  Raumes  Bt  ähnlich  sein  muss  und  zwar 
durch  eine  reelle  Transformation,  was  allerdings  a.  a.  0.  nicht 
hervorgehoben  ist,  aber  sehr  leicht  eingesehen  werden  kann. 
Hiermit  erhalten  wir  das  folgende  Theorem: 
Theorem  2.  Besitzt  eine  Gruppe  von  reellen  Punkttransfor- 
mationen des  vierfach  ausgedehnten  Raumes  a\  ...  xt  im  früher 
erklärten  Sinne  des  Wortes  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  sind  zwei  Fälle  möglich. 
Die  Gruppe  ist  durch  eine  reelle  Transformation  ähnlich  entweder 
mit  der  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen  oder  mit  der  Gruppe 
der  Xichteuclidischen  Bewegungen  des  vierfachen  Baumes.  Im 
letzten  Falle  kann  die  invariante  Fläche  zweiten  Grades,  die  immer 
durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird,  reell  oder  ima- 
ginär sein. 

§6. 

Wir  stellen  nun  die  Frage  nach  allen  reellen  projectiven 
Gruppen  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes,  welche  entweder 
ausnahmslos  oder  jedenfalls  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  in  dem  früher  angegebenen 
Sinne  besitzen. 

Die  betreffenden  Gruppen  sind  nach  den  Entwicklungen 
des  vorigen  Paragraphen  durch  eine  relle  Transformation  ähnlich 
entweder  mit  der  Gruppe  aller  Euclidischen  Bewegungen  oder 
mit  der  Gruppe  aller  Nichteuclidischen  Bewegungen  des 
Raumes  R4. 

Da  aber  die  gesuchten  Gruppen  projectiv  sein  sollen,  so 
müssen  sie  nach  den  Ergebnissen  des  §  3   innerhalb  der 
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allgemeinen  projeetiven  Gruppe  mit  einer  unter  den  ge- 
nannten Gruppen  durch  eine  reelle  Transformation  gleich- 
berechtigt sein. 

Wollen  wir,  dass  die  verlangten  Eigenschaften  ausnahmslos 
für  alle  Punkte  des  Raumes  gelten  sollen,  so  muss  die  Gruppe 
der  Euelidischen  Bewegungen  sowie  alle  mit  ihr  innerhalb 
der  allgemeinen  projeetiven  Gruppe  gleichberechtigten  reellen 
Gruppen  ausgeschlossen  werden.  Denn  bei  einer  solchen  Gruppe 
bleibt  eine  dreifach  ausgedehnte  reelle  ebene  Mannigfaltigkeit 
invariant  und  also  können  sich  die  in  derselben  gelegenen  M3- 
Elemente  nicht  frei  um  jedes  in  ihnen  enthaltenen  JJ,-Elemenl 
drehen.  Es  muss  also  die  gesuchte  Gruppe  aus  allen  reellen 
Transformationen  bestehen,  welche  eine  gewisse  Fläche  zweiten 
Grades  mit  nicht  verschwindender  Determinante  in  dieses 
Überfuhren.  Dabei  leuchtet  ein.  dass  die  Flüche,  die  natürlich 
durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird,  imaginär  sein  muss. 

Unser  Resultat  ist  also  das  folgende: 

Satz  8.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective  Gruppe 
des  Raumes  xt  . . .  xt  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  im  be- 
kannten Sinne  des  Wortes,  und  zwar  nicht  blos  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches,  sondern  ausnahmslos,  so  besteht  diese  Gruppe 
aus  allen  reellen  projeetiven  Transfortnationen,  welche  eine  durch 
eine  reelle  Gleichung  dargestellte  imaginäre  dreifach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante in  sich  überführen. 

Satz  9.  Besitzt  eine  reelle  projective  Gruppe  des  Baumes 
xK  . . .  xt  zwar  nicht  ausnahmslos,  aber  doch  innerhalb  eittes  ge- 
wissen Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen ,  so  sind 
zwei  Fülle  denkbar.  Entweder  besteht  die  G nippe  aus  allen  reellen 
projeetiven  Transformationen,  welche  eine  geschlossene  reelle  Fläche 
zweiten  Grades  mit  nicht  verschwindender  Determinante  in  sich 
überführen ;  oder  sie  ist  durch  eine  reelle  projective  Transformation 
ähnlich  mit  der  Gruppe 

/V  P*  >  xiPk  —  xkPi »  Ih /,=  1  "  •  *  4) 
aller  Fuclidischen  Bewegungen  des  Baumes 

§7. 

Jetzt  übersieht  man  leicht,  wie  man  die  für  den  drei-  und 
vierfach  ausgedehnten  Raum  abgeleiteten  Satze  auf  den  n-facb 
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ausgedehnten  Raum  tibertragen  kann.  Man  zeigt  allgemein,  dass 
wenn  sie  für  einen  (fi  —  \  )-fach  ausgedehnten  Raum  /*„_,  gelten, 
sie  dann  auch  für  den  «-fach  ausgedehnten  Raum  Gültigkeit 
haben. 

Wir  setzen  demnach  als  bewiesen  voraus,  dass  unsere  Satze 
für  den  {n  —  1)-fach  ausgedehnten  Raum  Rn_i  gelten  und  suchen 
im  Räume  Bn  alle  reellen  Transformationsgruppen,  bei  denen 
innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infini- 
tesimalen stattfindet. 

Wird  ein  reeller  Punkt  «1 1  ...  X^  festgehalten,  so  bilden  die 
durch  diesen  Punkt  gehenden  J/,- Elemente  dxt  .  .  .  dxn  einen 
[n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raum  welcher  durch  eine  pro- 

jective  Gruppe  transformirt  wird.  Halten  wir  nun  in  diesem 
Räume  /<;J_4  einen  Punkt  dxk,  ein  hindurchgehendes  MK -Element, 
ein  durch  dasselbe  gehendes  reelles  J/4-EIement  u.  s.  w. ,  endlich 
ein  reelles  Mn_z -Element  fest,  so  müssen  alle  durch  dieses  letzte 
Element  gehenden  reellen  J/„_4- Elemente  sich  noch  drehen 
können.  Sonst  bliebe  niimlich  im  Räume  Rn ,  nachdem  ein  Punkt 
xkl  ein  3/t-Element  dxkl  ...  ein  3/n_4-Element  festgehalten 
worden  sind,  gleichzeitig  ein  durch  dieses  J/„_4-Element  gehen- 
des J/n_t -Element  und  damit  Uberhaupt  jeder  Punkt  des  Raumes 
Hn  in  Ruhe.  Das  aber  ist  von  vornherein  ausgeschlossen. 

Unsere  projective  Gruppe  des  Raumes  flj,__t  besitzt  also 
ausnahmslos  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen.  Daher  be- 
steht diese  projective  Gruppe  aus  allen  reellen  projectiven 
Transformationen,  welche  eine  durch  eine  reelle  Gleichung 


dargestellte  imaginäre  Mannigfaltigkeit  mit  nicht  verschwinden- 
der Determinante  invariant  lassen. 

Die  gesuchte  Gruppe  des  Raumes  /fn  lässt  in  Folge  dessen 
eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades: 


mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante  invariant. 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  der  Goordinatenanfang: 


1...M 
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j-,  = ./ 4  =  •  •  =  j-n  =  0 

ein  Funkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  und  dass  die  invariante 
Differentialgleichung  bei  der  Substitution  xk  =  0  die  Form 

da*  H   +  dxn*  =  0 

annimmt.  Die  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  .^-Ele- 
mente dak  werden  d<mn  durch  die  allgemeinste  continuirliche 
projective  Gruppe  transformirt ,  welche  die  Mannigfaltigkeit 

y^ac^gg  0  invariantlasst.  Andererseits  muss  die  gesuchte  Gruppe 

des  Raumes  Iin  transitiv  sein,  denn  sonst  würe  es  möglich,  ein 
-W„_,- Element  anzugeben,  das  sich  nicht  um  jedes  in  ihm  ent- 
haltene jVn_t- Element  drehen  könnte.    Hieraus  ergiebt  sich, 

dass  die  gesuchte  Gruppe  n  -f-  n  —      -  infinitesimale  Trans- 

formationen  von  der  Form 

P,  H  j   h  •  •  Pn  +  •  • 

M 

aber  keine  von  diesen  unabhängige  enthalt. 

In  der  früher  besprochenen  Arbeit  im  zehnten  Bande  des 
norwegischen  Archivs  habe  ich  nun  alle  Gruppen  bestimmt, 
deren  infinitesimale  Transformationen  diese  Form  besitzen.  Ich 
fand,  dass  jede  derartige  Gruppe  entweder  mit  der  Gruppe  der 
Euclidischen  Bewegungen  oder  mit  der  Gruppe  der  Nichteucli- 
dischen  Bewegungen  ähnlich  ist.  Ich  kann  noch  hinzufügen, 
dass  diese  Aehnlichkeit  durch  eine  reelle  Transformation  ver- 
mittelt wird ;  man  muss  nur  beachten,  dass  vom  reellen  Stand- 
punkte aus  zwei  verschiedene  Gruppen  von  Nichteuclidischen 
Bewegungen  zu  unterscheiden  sind. 

Es  ist  daher  das  gestellte  Problem  vollständig  erledigt; 
unsere  Ergebnisse  lassen  sich  folgcndcrmassen  zusammenfassen : 

Theorem  3.  Die  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen : 

/V  Pn  >    xiPk  —  rkPi  >  M  =  1  '  •  •  ")  » 
die  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Bewegungen: 
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n 

Pk  +  xk2*  J 'J  PJ  >    Xi  Pk  —  Xk  Pi 
1 

(l,  k  «  I  ...  Ii)  , 

welche  die  Flüche 

?  H  h  <rn*  H-  I  =  0 

invariant  lassen,  und  endlich  die  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Be- 
wegungen 

ii 

Pk  —  J'kJ£>  BjPji  J'iPk  —  J'kPi 
l 

(!,/»  =  I  ...  W)  , 

weiche  die  Flüche 

*?+•••  +  sr«1  -1  =  0 

/w  s/cA  überführen  und  die  mit  ihnen  durch  eine  reelle  Trans- 
formation ähnlichen  Gruppen  sind  die  einzigen  reellen  Trans- 
formationsgruppen des  Raumes  welche  innerhalb  eines 
Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  in  folgendem  Sinne 
des  Wortes  besitzen :  Wird  innerhalb  dieses  Bereiches  ein  beliebiger 
reeller  Punkt,  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  M \-Element 
r/.r,  . ..  dxn,  ein  beliebiges  durch  das  letztere  gehendes  reelles  3/s- 
Elemenl .  . .  ,  endlich  ein  beliebiges  reelles  M^-Element  festgehalten, 
so  ist  continuirliche  Bewegung  möglich  solange  und  nur  solange,  als 
q  kleiner  als  n  —  \  ist. 

Wir  stellen  andererseits  die  Frage  nach  allen  reellen  pro- 
jectiven  Gruppen  des  /t-fach  ausgedehnten  Raumes  xx  . . .  xn, 
welche  entweder  ausnahmslos  oder  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  in  dem  ange- 
gebenen Sinne  besitzen. 

Jede  derartige  Gruppe  ist  nach  den  vorangehenden  Ent- 
wiekelungen Uhnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der  Euclidischen 
oder  mit  einer  der  Gruppen  von  Nichteuclidischen  Bewegungen 
des  »-fach  ausgedehnten  Raumes  x{  ...  xn. 

Da  aber  die  gesuchte  Gruppe  projectiv  sein  soll,  so  muss 
sie  nach  den  Ergebnissen  des  §  3  durch  eine  reelle  projective 
Transformation  mit  einer  unter  den  drei  betreffenden  Gruppen 
ahnlich  sein. 


Digitized  by  Google 


312 


Sopius  LlE. 


Sollen  die  verlangten  Eigenschaften  ausnahmslos  für  alle 
Punkte  des  Raumes  gelten,  so  mtlssen  die  Gruj)pe  der 

Euclidischen  Bewegungen  und  die  mit  ihr  innerhalb  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  gleichberechtigten  reellen  Gruppen 
ausgeschlossen  werden.  Denn  bei  einer  solchen  Gruppe  bleibt 
eine  {n  —  l)-fach  ausgedehnte  reelle  ebene  Mannigfaltigkeit  in- 
variant und  daher  können  die  3/n__,- Elemente  dieser  Mannig- 
faltigkeit sich  nicht  drehen.  Ebenso  muss  natürlich  die  projective 
Gruppe  der  reellen  Mannigfaltigkeit: 

?  H  h  —1=0 

ausgeschlossen  werden;  denn  die  J/n_4-Elemente  dieser  Mannig- 
faltigkeit können  sich  ja  nicht  frei  drehen. 

Unsere  Ergebnisse  lassen  sich  in  die  beiden  folgenden  Satze 
zusammenfassen : 

Satz  10.  Besitzt  eine  reelle,  continuir liehe,  projective  Gruppe 
des  Raumes  a\  ...xn  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  in  dem 
bekannten  Sinne  und  zwar  nicht  blos  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches,  sondern  ausnahmslos  für  alle  Punkte  des  Raumes,  so 
besteht  die  Gruppe  aus  allen  reellen  projectiven  Transformationen, 
welche  eine  durch  eine  reelle  Gleichung  zweiten  Grades: 

dargestellte  imaginäre  Flüche  zweiten  Grades  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  in  sich  transformiren. 

Satz  11.  Besitzt  eine  reelle,  continuhiiehe,  projective  Gruppe 
des  Raumes  nicht  aus7iahmslos,  aber  doch  innerhalb  eines 

gewissen  Bereiches  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  ist  die 
Gruppe  durch  eine  reelle  projective  Transformation  ahnlich  ent- 
weder mit  der  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen 

Pk,  «iPk  —  m>i,  M  =  I  .••») 

oder  mit  der  Gruppe  der  Nichteuclidischen  Bewegungen,  welche 
die  Flüche 

a*J  «+••••  +  •rn*  —  1=0 

invariant  lassen. 
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Indem  wir  diese  Untersuchung  abschliessen,  haben  wir 
noch  eine  allgemeine  Bemerkung  hinzuzufügen. 

Im  Vorangehenden  betrachteten  wir  nur  solche  Transfor- 
mationsgruppen, welche  durch  analytische  Gleichungen  bestimmt 
sind.  Diese  Beschrankung  ist  nicht  nothwendig.  Man  kann  Uber- 
haupt Gruppen  betrachten,  welche  durch  continuirliche  Glei- 
chungen bestimmt  sind,  die  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen 
differentiirt  werden  können.  Die  vorangehenden  Theorien  bleiben 
auch  für  derartige  Gruppen  noch  gültig.  Das  beruht  darauf,  dass 
jede  transitive  Gruppe,  welche  durch  solche  continuirliche  Glei- 
chungen bestimmt  ist,  die  eine  gewisse  Anzahl  Differentiationen 
gestatten,  mit  einer  durch  analytische  Gleichungen  darstellbaren 
Gruppe  ahnlich  ist.  Es  ist  aber  hier  nicht  der  Ort,  diese  Andeu- 
tung weiter  auszuführen. 


§8. 

Wir  werden  bei  dieser  Gelegenheit  noch  einige  Satze  auf- 
stellen, die  oft  Anwendung  finden  und  welche  mit  den  voran- 
gehenden Theorien  in  einem  gewissen  Zusammenhange  stehen. 

Satz  12.  Die  Gruppe  der  reciproken  Radien  des  n-fach  aus- 
gedehnten Raumes  ist  mit  keiner  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes 
ähnlich. 

Beweis.  Die  Gruppe  der  reciproken  Radien  des  «-fach  aus- 
gedehnten Baumes  enthalt 

n  H  -  1  -f-  I  +  n 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  als  welche  wir  am 
besten  die  nachstehenden  wählen: 

]  ...  H 

Pk,  J'iPj  -  *jPi>  2  PkPk  ' 

i  ...  n  i  ...  i« 

2  JV'  PJ~  i  rjJ?  'riPi  • 
k  4 

Ware  diese  Gruppe  mit  einer  projectiven  Gruppe  des  Raumes 
Rn  ahnlich,  so  enthielte  diese  projectivc  Gruppe  n  unabhängige 
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infinitesimale  Transformationen  zweiter  Ordnung  und  zwar  die 
Transformationen: 

i ...» 

xj2  XkPk  =  Sj 

I 

und  n  Transformationen  nullter  Ordnung,  welche  wir  etwa  auf 
die  Form 

Pk  +2aW  xi  Pj  =  P* 
bringen  könnten.  Combiniren  wir  Pk  mit  Sj .  so  kommt : 

( Pk  =  HjJZ*  Pv + xj  pk + y  ßty  $,  . 

Unsere  projective  Gruppe  enthielte  also  die  infinitesimalen 
Transformationen : 

n 

**t29X*?*'  +XJP*  ' 
i 

Setzen  wir  nun  zunächst  Ä '=,/,  so  finden  wir  die  n  Transfor- 
mationen: 

1...M 

2  :vyPy+  l'kPk 
r 

und  durch  deren  Addition  die  Transformation: 

I...W 

und  gleichzeitig  die  w  Transformalionen  XtPk'i  folglich  wären 
alle  n*  Transformationen  J'jP/g  vorhanden  und  es  kämen  auch 
die  n  Translationen  p{  ...pn  vor.  Kurz,  unsere  projective  Gruppe 
enthielte  alle  projectiven  infinitesimalen  Transformationen  und 
das  ist  natürlich  ausgeschlossen. 

Satz  13.  Ist  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  Rn  eine  projek- 
tive Gruppe  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  dieses  Raumes 
ähnlich,  so  ist  sie  mit  ihr  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  gleich  berech  t  igt. 
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Beweis.  Eine  projective  Gruppe,  welche  mit  der  speciellen 
linearen  Gruppe  ähnlich  ist,  enthalt  n  —  1  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  von  der  Form: 

«Ti  Pi  —  xn  Pn  +]£aij  Sj  » 

wo  Sj  in  derselben  Bedeutung  wie  früher  benutzt  ist.  Combi- 
niren  wir  nun  die  beiden  Transformationen: 

1...H 

*i  Pi  —  xnPn  +2  *«J  SJ 

j 

1...H 

r 

so  erhalten  wir  die  Transformation: 

««i  $i  —  atn  S»  —       S*  +  "in  t>n  J 

da  aber  keine  Transformation  zweiter  Ordnung  vorkommen  darf, 
folgt: 

«it  =  0  ,    «m  =  0  i    «tu —  «in  • 

Es  verschwinden  also  ftir  i,  A  §n-1  alle  a(A.  mit  zwei  ver- 
schiedenem Indices.  Unsere  infinitesimalen  Transformationen 
erster  Ordnung  haben  somit  die  Form: 

xiPi  —  *kPk  +  ai  si  —  ak  sk  • 
Combiniren  wir  nun  diese  Transformation  mit  der  Transformalion . 

1...H 

y 

dio  sicher  in  unserer  Gruppe  vorkommt,  so  ergiebt  sich: 
2 xiPk  +  ßiki  si  —  ßikk  sk  +  ak  $i  • 

Es  ist  daher: 

ftu  ==°  i    fiiki  =  ak  i 
und  wir  erhalten  die  infinitesimale  Transformation : 

*iPk  +  «A-Si  • 
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Die  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  unserer 
Gruppe  besitzen  somit  die  Form : 

xiPi  —  *kPk  +  «i  S<  —  ak  sk  =  *W  i 

Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  Transformationen  eine 
Ebene 

*i*«H  MnJ'„+  I  =  0 

invariant  lassen.  Es  ist  ja 

Jikfii<*\-\  hAnJ,N+l)=A,jrl—  X^X^tt^^lx— akj-k£kx 

Mit  Benutzung  der  Gleichung  der  Ebene  kommt  daher 

*a&*xi  H  H  A«<r«  +  f)  =  »iPl  —  ai)  —  xkih  —  «kl 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  lk  —  ak  =  0  ist. 
Andrerseits  ist: 

*ikfi%*t  H  h        +  I)  =  Mi  +  ahm^lx 

sodass  auch  dieser  Ausdruck  bei  der  Annahme  kk  =  at  ver- 
schwindet. 

Verlegt  mau  daher  die  betreffende  Ebene  ins  Unendliche, 
so  nehmen  die  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung 
unserer  Gruppe  die  Form  an : 

•riPi  —  *kPki     riPk  • 

Sind  nun 

^ = Pk  +  hS^  h  +2**  sj 

die  n  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung  unserer 
Gruppe,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  akj  gleich  Null  sind. 
Durch  Combination  von  .r,/;,  —  xkpk  mit  Pk  kommt  nämlich: 

Pk  =  Pk  +  aki  si  -  «kk  sk 
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und  durch  Combination  von  XfPi  mit  Pk  kommt 

"  akk  si  i 

so  dass  akk  gleich  Null  sein  muss,  da  ja  unsere  Gruppe  keine 
infinitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  enthalt.  Unsere 
infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung  haben  somit 
die  Form: 

Pk  +  akiSi  • 

Ferner  kommt  durch  Combination  von  pk  -f-  akiSt  mit  orkpi: 

Pi  —  akish  > 

sodass 

aki  =  —  aik 

ist. 

Ist  nun  n  >  2 ,  so  können  wir  ohne  weiteres  aki  gleich 
Null  setzen,  weil  dann  der  Zahl  Ä  gegenüber  keine  andere  Zahl  i 
ausgezeichnet  ist.  Ist  andererseits  n  =  2,  so  haben  wir  nur  die 
fünf  infinitesimalen  Transformationen 

Pi  +  aMSn       +  x\Pi  —  X*P*>    xiPt,    xiPi  ; 

durch  Combination  der  beiden  ersten  kommt 

oder,  da  aM  =  —  att  ist: 

<*u{*xiPi  -Ma>tpt}  . 

Da  aber  die  infinitesimale  Transformation  XtpA      sctpt  nicht 
vorkommen  darf,  ist  au  =  0.  Es  ergiebt  sich  somit  unter  allen 
Umstünden,  dass  unsere  infinitesimalen  Transformationen  nullter 
Ordnung  die  Form  pk  besitzen. 
Unser  Satz  ist  somit  erwiesen. 

Satz  14.  Ist  eine  (reelle)  projective  Gruppe  des  n- fachen  Raumes 
xx...xn  mit  der  allgemeinen  (reellen)  linearen  Gruppedieses  Raumes 
(durch  eine  reelle  Transformation)  ähnlich,  so  ist  sie  mit  ihr  inner- 
halb der  allgemeinen  projectiven  Gntppe  (durch  eine  reelle  Trans- 
f o  rm  a  tion )  gleich  berechtigt. 

Math.-phy«.  Classe.  1S90.  21 
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Ist  eine  projective  Gruppe  mit  der  allgemeinen  linearen 
ähnlich,  so  enthält  sie  n  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Form 

i...« 

x{  pi  —  .rk  pk  + aikj  Sj  , 

j 

l.„n 

/ 

*\  1\  H  H    P«  +  c4  St  H  h  cn  Sn  =  67  . 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  letzte  Transformation,  wenn 
die  nicht  alle  verschwinden,  eine  ganz  bestimmte  im  Endlichen 
gelegene  Ebene: 

H  h       +  1  =  0 

invariant  lHsst.  Es  ist  nUmlich: 

r(/.rT,n  h  An.Tn+ \) 

—JjgXjXj  +  c4  -r^kjXj  H  h  cM  v^ljXj 

=-5f^.r;H  +  c4ürlH  hc„T„)  . 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  vermöge  der  Gleichung  der 
Ebene  dann  und  nur  dann,  wenn 

(•,=/,,  ...    rn  =  AM 

ist.  Denken  wir  uns  diese  bei  Uf  invariante  Ebene  ins  Unend- 
liche verlegt,  so  erhalt  Uf  die  Form: 

xt  Pi  +  '  *  '  +  *TnPn  \ 

das  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  die  Transformation  t//  die 
durch  den  Goordinatenanfang  gehenden  Geraden  alle  in  Ruhe 
lilsst;  man  kann  es  Übrigens  leicht  durch  Rechnung  bestätigen. 

In  den  jetzt  eingeführten  neuen  Veränderlichen  bleibt  die 
Form  der  Übrigen  infinitesimalen  Transformationen  im  Wesent- 
liehen  ungeändert.  Die  infinitesimalen  Transformationen  unserer 
Gruppe  haben  somit  jetzt  die  Form: 
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•  Pi  —  xk  Pk  +2  <*ikj  $j  . 

xtPk+]j£ßikjSj  > 

X\P\  H  +  ;rnPw  =  ^  • 

Combinirt  man  aber  f/  mit  den  übrigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erster  Ordnung  und  beachtet  man,  dass  infinitesi- 
male Transformationen  zweiter  Ordnung  nicht  vorkommen  dürfen, 
so  tibersieht  man  ohne  weiteres,  dass 

«tfrf  =  ßikj  =  0 

ist. 

Ks  erübrigt  noch  die  infinitesimalen  Transformationen  nullter 
Ordnung  zu  bestimmen.  Ist' 

!...»■  1...M 

Pk  H-^7  ak  ij  *i     +  ^Pkj  SJ 

"    ij  i 

eine  solche,  so  kann  man  zunächst  ohne  Beschrankung  alle  akiJ- 
gleich  Null  setzen.  Nun  aber  ist: 

(pk  +jßßkj  sj  i    u)  =  Pk  -jßßkj  Sj 

und  also  müssen  auch  alle  (jy  gleich  Null  sein. 

Hiermit  haben  unsere  infinitesimalen  Transformationen  die 

Form 

Pk,  fiPk 

erhallen,  und  es  ist  daher  unser  Satz  bewiesen. 

Satz  15.  Ist  eine  projective  Gruppe  mit  der  Gruppe  aller 
Aehnlichkeitstransformationen  ähnlich,  so  ist  sie  mit  ihr  innerhalb 
der  allgemeinen  projecliven  Gruppe  gleichberechtigt. 

Ist  eine  projective  Gruppe  mit  der  Gruppe  aller  Aehnlieh- 
keitstransformationen  ilhnlich.  so  erhillt  sie,  wenn  wir  wiederum 
die  Bezeichnung 

i 

21' 
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Sopnus  Lie, 


benutzen, 


infinitesimale  Transformationen,  welche  die  Form 

1...H 

1...N 

BiPh  —  XkPi+Jg  (*ikj$j  , 

1...H 

X\P\  H  h  «rnf>n  +       C* S*  =  ^ 

besitzen.  Dabei  können  wir,  wie  wir  schon  früher  Besehen 
haben,  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass  alle  =  0  sind. 
Sodann  ergiebt  sich  durch  Combination: 

xiPk  —  xkPi  +^ßikjsj,  S^kPkf  =  —J£ßikjsj  i 

Pk+J?akjSj>   2XkPk)^Pk—2a^Sj  » 
>  7  3 

so  dass  alle  akj  und  alle       gleich  Null  sind. 
Unser  Satz  ist  hiermit  erwiesen. 

Satz  16.  Die  continuirliche  projective  Gruppe  einer  Fläche 
zweiten  Grades  mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante 
ist  in  keiner  grösseren  continuirl ichen  Untergruppe  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  enthalten. 

Wir  zeigen,  dass,  wenn  dieser  Satz  für  den  /?n_4  gilt,  er 
auch  fttr  den  n-fach  ausgedehnten  Raum  /in  gültig  ist. 

Gesetzt,  dass  unser  Satz  fttr  den  /?„_,  erwiesen  ist. 

Wir  betrachten  im  Rn  die  Gruppe  G  einer  Ft  und  setzen 
voraus,  dass  dieselbe  in  einer  grösseren  Untergruppe  T  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  enthalten  ist. 

Halten  wir  nun  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest, 
so  werden  die  Transformationen  der  Gruppe  G,  welche  diesen 
Punkt  in  Ruhe  lassen,  den  Raum  der  hindurchgehenden  oo"~' 
Richtungen  durch   eine  projective  Gruppe  g  transformiren. 
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Ebenso  transformirt  die  Gruppe  T  die  besprochenen  Rich- 
tungen durch  eine  projective  Gruppe  y.  Dabei  ist  klar,  dass 
die  Gruppe  y  entweder  in  der  Gruppe  y  enthalten  oder  mit  ihr 
identisch  ist.  Ware  y  als  Untergruppe  in  y  enthalten,  so  wäre  y 
nach  unserer  Voraussetzung  die  allgemeine  projective  Gruppe 
des  (n  —  1)-fach  ausgedehnten  Raumes  der  besprochenen 
Richtungen;  und  dann  wäre  nach  einem  bekannten  Satze  von 
mir  die  Gruppe  T  entweder  die  allgemeine  projective  Gruppe, 
oder  sie  wäre  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  der  speciellen 
linearen  Gruppe  des  ?i-fach  ausgedehnten  Raumes  sr,  . . .  xn 
ähnlich  und  das  sogar  durch  eine  projective  Transformation. 
Nun  aber  lässt  die  allgemeine  Gruppe  G  einer  Fläche  zweiten 
Grades  keine  Ebene  invariant;  daher  ist  sie  weder  in  der 
speciellen  noch  in  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  enthalten. 
Die  Annahme,  dass  y  als  Untergruppe  in  y  enthalten  ist,  führt 
also  dazu,  dass  V  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Raumes 
Tt  .  .  .  .r„  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Annahme,  dass  y  und  y  identisch 
sind.  Alsdann  ist  die  Gruppe  T  ähnlich  entweder  mit  der 
Gruppe  aller  Aehnlichkeitstransformationen ,  oder  mit  der 
Gruppe  der  reciproken  Radien.  Das  letzte  ist  ausgeschlossen 
durch  den  Satz  12,  S.  312.  Es  bleibt  also  nur  übrig  die  Frage, 
ob  /'  mit  der  Gruppe  aller  Aehnlichkeitstransformationen 
ähnlich  sein  kann.  Dass  dies  unmöglich  ist,  folgt  leicht  daraus, 
dass  jede  mit  der  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformationen 
ähnliche  projective  Gruppe  mit  ihr  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  ist.  In  der  That,  die  Gruppe 
der  Aehnlichkeitstransformationen  sowie  jede  mit  ihr  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigte  Gruppe 
lässt  eine  ebene  Mannigfaltigkeit 

c,  a?i  H  hc^-M  =  u 

invariant:  dagegen  die  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades 
lässt  keine  solche  ebene  Mannigfaltigkeit  invariant;  die  letztere 
Gruppe  kann  daher  in  keiner  Gruppe  enthalten  sein,  welche 
eine  ebene  Mannigfaltigkeit  invariant  lässt. 
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E.  D  rech  sei,  Ueber  ein  Spaltungsproduct  des  Caseins. 

Vor  etwa  Jahresfrist  habe  ich  nachgewiesen,  dass  bei  der 
Zersetzung  des  CaseYns  durch  Kochen  mit  conc.  Salzsäure  und 
etwas  ZinnchlorUr  (nach  der  Methode  von  Hlasiwbtz  und  Haber- 
mann), ausser  den  von  diesen  Forschern  gefundenen  Productea 
auch  noch  mehrere  Basen  entstehen.  Unter  diesen  befindet  sich 
eine,  welche  in  Form  eines  Doppeisalzes  isolirt  werden  konnte, 
einer  Verbindung  ihres  Nitrates  mit  salpetersaurem  Silberoxyd. 
Dieses  Salz,  auf  dessen  Darstellung  ich  später  zurückkommen 
werde,  krystallisirt  in  prachtvollen  langen,  weissen,  etwas  silber- 
glänzenden Nadeln,  welche  sich  am  Lichte  allmählig  röthlich 
färben,  in  Wasser  leicht  löslich  sind,  und  aus  dieser  Lösung 
durch  Alkohol  und  noch  besser  durch  einen  weiteren  Zusatz  von 
Aether,  gefällt  werden ;  zunächst  ist  der  Niederschlag  ölig,  wird 
aber  beim  Stehen  bald  krystallinisch.  Die  Analyse  dieses  Salzes 
führte  zu  der  Formel:  Cft//,3ATsO,  •  HOSOt  -f-  AgO  •  NOi ,  in 
welcher  höchstwahrscheinlich  ein  Molekül  Krystallwasser  ange- 
nommen werden  muss.  Der  empirischen  Zusammensetzung 
nach  konnte  der  Körper  Cfi//U  V3Os  oder  CrJIuN30  ein  Kreatin 
oder  ein  Kreatinin  sein,  da  er  der  Formel  nach  mit  diesen  Ver- 
bindungen homolog  ist;  eine  Entscheidung  über  die  Richtigkeit 
dieser  Ansicht  schien  dadurch  herbeigeführt  werden  zu  können, 
dass  man  sein  Verhalten  gegen  kochendes  Barytwasser  unter- 
suchte. War  nämlich  die  Ansicht  richtig,  so  war  zu  erwarten, 
dass  er  beim  Kochen  mit  Barytwasser  Harnstoff  liefern  werde, 
denn  Kreatin  lässt  solchen  bei  der  gleichen  Behandlung  nach 
Liebig  entstehen,  und  Kreatinin  wird  bekanntlich  durch  Behand- 
lung mit  Alkalien  wenigstens  theilweise  in  Kreatin  übergeführt, 
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muss  also  auch  Harnstoff  liefern.  Ich  habe  desshalb  10  g  des 
genannten  Doppelsalzes  in  Wasser  gelöst,  durch  einen  kleinen 
Ueberschuss  von  Chlorbaryuni  zunächst  vom  Silber  befreit,  und 
das  Filtrat  vom  Chlorsilber  ca.  25  Minuten  lang  mit  überschüssigem 
Barytwasser  im  Sieden  erhalten.  Nach  Abscheidung  des  Über- 
schüssigen Barytes  gelang  es  mir  nun  in  der  That,  aus  der  Lösung 
ca.  1  g  salpetersauren  Harnstoff  zu  isoliren,  eine  ganz  beträchtliche 
Menge,  wenn  man  bedenkt,  dass  erstens  die  Spaltung  des  Kreatins 
durch  Barytwasser  nicht  glatt  verlauft,  und  zweitens  der  schon  ge- 
bildete Harnstoff  der  Gefahr  ausgesetzt  ist,  durch  den  Baryt  sofort 
weiter  zersetzt  zu  werden.  Ich  habe  sodann  den  salpetersauren 
Harnstoff  in  reinen  Harnstoff  übergeführt,  und  dessen  Natur  durch 
seine  Reactionen  völlig  sicher  gestellt.  Er  kryslallisirte  in  den 
bekannten  langen,  flachen,  dem  Kalisalpeter  ahnlichen  Prismen; 
seine  wasserige  Lösung  gab  mit  Salpetersaure,  Oxalsäure,  Palla- 
diumchlorür,  salpetersaurem  Quecksilberoxyd  die  bekannten  für 
Harnstoff  charakteristischen  Niederschläge  (der  quecksilberhaltige 
löste  sich  sofort  auf  Zusatz  von  etwas  Kochsalz),  sie  reagirte 
neutral  und  wurde  durch  Goldchlorid  nicht  gefällt.  Der  trockene 
Harnstoff  schmolz  beim  Erhitzen  und  in  höherer  Temperatur 
wurde  die  Schmelze  unter  Gasentwicklung  und  Bildung  eines 
öligen  Sublimates  allmählig  fest:  das  Sublimat  erstarrte  beim 
Erkalten  kristallinisch,  löste  sich  leicht  in  Wasser  und  gab  mit 
Kupfervitriol  und  Natronlauge  die  bekannte  Rothfärbung  des 
Biurets.  Der  fest  gewordene  weisse  Rückstand  löste  sich  in 
Wasser  nur  sehr  wenig,  etwas  mehr  in  Ammoniak  und  diese 
Lösung  gab  mit  einer  ammoniakalischen  Kupferlösung  nach 
kurzer  Zeit  violettrothe  prismatische  Kryställchen;  in  verdünnter 
Natronlauge  löste  sich  der  Rückstand  sehr  leicht  und  schied  auf 
Zusatz  von  conc.  Natronlauge  beim  Erhitzen  zum  Sieden  schöne 
farblose  Nädelchen  ab.  Durch  diese  beiden  Reactionen  ist  also 
die  Gegenwart  von  Cyanursäure  sicher  nachgewiesen.  Endlich 
ergab  eine  mit  allerdings  nur  0.0969  g  Substanz  von  Herrn 
Dr.  Siegfried  ausgeführte  Stickstoffbestimmung  nach  Di  mas  einen 
Gehalt  von  47.35       während  Harnstoff  46.67  #  davon  enthält. 

Durch  die  beschriebenen  Reactionen  und  das  Resultat  der 
Stickstoffbestimmung  ist  mit  völliger  Sicherheit  dargethan,  dass 
bei  der  Spaltung  der  Base  Cf  HX3X3()i7  welche  als  Lysatin  bez. 
Lysatinin  bezeichnet  werden  mag,  durch  Kochen  mit  Baryt 
wirklich  Harnstoff  entsteht,  und  da  diese  Base  auch  aus  anderen 


Digitized  by  Google 


324 


E.  Drechsel. 


Eiweissstoffen.  wie  Leim  und  Conglutin  erhalten  werden  kann, 
so  ist  damit  zugleich  ein  Weg -gefunden  worden,  um  Harnstoff 
aus  Eiweiss  zu  erhallen.  Das  ist  aber  ein  Problem,  welches 
schon  mehrere  Forscher  vor  mir  angelegentlich  beschäftigt  hat. 
Es  besteht  aber  ein  ganz  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
meinem  Resultat  und  denen  meiner  Vorgänger.  Diese  nämlich, 
und  zuerst  A.  Bbchamp,  gingen  von  der  Ansicht  aus,  dass  der 
Harnstoff  ein  Oxydationsproduct  des  Eiweisses  sei,  und  deshalb 
behandelten  sie  das  Eiweiss  in  alkalischer  Lösung  mit  Perman- 
ganat.  Bbchamp  nun  behauptete,  Harnstoff  auf  diese  Weise  aus 
Eiweiss  erhalten  zu  haben;  Städbler  dagegen  und  0.  Lobw  er- 
hielten nur  negative  Resultate,  als  sie  die  Versuche  von  Bbchamp 
wiederholten.  Dann  beschrieb  Rittbr  neue  Versuche,  welche 
die  Angaben  von  Bbchamp  bestätigten,  aber  Tappeiner  konnte 
ebensowenig  wie  Stadeler  und  Lobw  Harnstoff  nach  der  Methode 
von  Bbchamp  erhalten.  Später  nun  hat  F.  Lossen  diese  Versuche 
mit  der  Abänderung  wiederholt,  dass  er  dem  Reactionsgemische 
Magnesiasulfat  zusetzte,  und  er  fand,  dass  bei  dieser  Oxydation 
zwar  nicht  Harnstoff,  wohl  aber  etwas  Guanidin  entsteht.  Wenn 
man  bedenkt,  dass  Kreatinine  methylguanidirte  Essigsäure  ist, 
und  dass  es  bei  Behandlung  mit  Quecksilberoxyd  Methyluramin. 
d.i.  Methylguanidin  liefert,  so  kann  man  nicht  daran  zweifeln, 
dass  das  von  Lossen  gefundene  Guanidin  aus  dem  Lysatin 
stammt.  Bevor  aber  dieses  bekannt  war.  konnte  man  auch  an- 
nehmen, dass  das  Guanidin  aus  einem  Xanthinkörper  stamme, 
denn  bekanntlich  liefert  Guanin  bei  der  Oxydation  ebenfalls 
Guanidin. 

Meinen  Vorgängern  war  es  also  gelungen ,  unter  den  Oxy- 
dationsprodueten  des  Eiweisses  Guanidin  aufzufinden,  und  im 
Hinblick  auf  die  Bildung  des  Guanidins  aus  Guanin  durch  Salz- 
säure und  ehlorsaures  Kali ,  sowie  auf  die  des  Methylguanidins 
durch  Oxydation  des  Kreatins  mit  Quecksilberoxyd  stehe  ich 
nicht  an.  dieses  Guanidin  wirklich  für  ein  Oxydationsproduct, 
und  zwar  des  Lysatins  anzunehmen,  eine  Annahme,  welche  ich 
noch  experimentell  zu  bestätigen  hoffe.  Anders  dagegen  steht 
es  mit  der  von  mir  nachgewiesenen  Bildung  von  Harnstoff  — 
dieser  ist  kein  Oxydations-,  sondern  ein  hydrolytisches  Spaltungs- 
produet  des  Eiweisses.  Wird  dieses  nach  Hlasiwetz  und  Haber- 
mann durch  Kochen  mit  Salzsäure  und  Zinnchlorür  zersetzt,  so 
verhindert  letzteres  jede  Oxydation  des  Eiweisses,  es  entsteht  aber 
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durch  Hydrolyse  Lysatin,  und  dieses  zerfällt  beim  Kochen  mit 
Barytwasser  wiederum  ohne  Oxydation  in  Harnstoff  und  andere, 
krystallisirbare  Producte,  mit  deren  Untersuchung  ich  noch  be- 
schäftigt bin. 

Die  Bedeutung  meiner  Versuche  für  den  thierischen  Stoff- 
wechsel liegt  auf  der  Hand.  Dieselben  zeigen  unwiderleglich, 
dass  Harnstoff  ohne  jede  Oxydation,  einfach  durch  Hydrolyse  aus 
Eiweiss  entsteht,  und  wir  können  daraus  schliessen,  dass  auch 
im  thierischen  Organismus  Harnstoff  auf  diese  Weise  gebildet 
wird,  um  so  mehr,  als  man  bisher  das  Lysatin  noch  nirgends  in 
thierischen  Flüssigkeiten,  besonders  auch  nicht  im  Harn  gefunden 
hat.  Damit  soll  aber  natürlich  nicht  behauptet  werden,  dass  der 
gesammte  Harnstoff  des  Harns  auf  diese  Weise  gebildet  werde, 
im  Gegentheil,  es  ist  dies  nur  Ein  Weg,  neben  dem  noch  andere 
zum  gleichen  Ziele  fuhren.  Der  Stickstoff  der  Amidosäuren,  vor 
allem  der  des  Leucins,  wird  jedenfalls  durch  die  Zwischenstufe 
der  Garbaminsäure  in  Harnstoff  übergeführt.  Nunmehr  erhebt 
sich  aber  die  neue  Frage  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  die 
auf  beiden  Wegen  gebildeten  Harnstoffmengen  zu  einander 
stehen,  eine  Frage,  welche  wir  unter  gewissen  Voraussetzungen 
leicht  lösen  können.  Sciutzenberger  hat  bekanntlich  nachge- 
wiesen, dass  bei  der  Zersetzung  der  Eiweisskörper  durch  Bant- 
hydrat Kohlensiiure  gebildet  wird,  welche  nach  den  Ergebnissen 
meiner  Versuche  aus  dem  Lysatin  stammen  muss ,  indem  der 
primär  gebildete  Harnstoff  sofort  weiter  zersetzt  worden  ist. 
Wir  können  deshalb  unbedenklich  die  von  Schitzenbebger  be- 
stimmte Menge  Kohlensäure ,  die  beim  Erhitzen  des  Eiweisses 
mit  Baryt  auftritt,  als  Aequivalent  für  das  zuerst  abgespaltene 
Lysatin,  und  den  aus  diesem  hervorgehenden  Harnstoff  betrach- 
ten, und  auf  dieser  Grundlage  die  Rechnung  ausführen.  Schützex- 
berger  erhielt  nun  im  Maximum  aus  lOOTh.  Eiweiss  12.5  Th. 
kohlensauren  Baryt  entsprechend  2.4  Th.  Kohlensäure.  Da  nun 
1  Mol.  Lysatinin  CaHuN^O  1  Mol.  Harnstoff  bez.  Kohlensäure 
liefert,  so  würden  diese  2.4  Th.  Kohlensäure  7.7  Th.  Lysatin,  bez. 
3.27  Th.  Harnstoff  entsprechen;  d.h.  also,  1 00  Th.  Eiweiss  würden 
bei  ihrer  Spaltung  im  Organismus  ohne  irgend  welche  Oxydation 
zu  erleiden  3.27  Th.  Harnstoff  liefern  können,  wenn  mir  das  Ly- 
satin völlig  in  dieser  Richtung  zersetzt  wird.  Da  nun  lOOTh.  Ei- 
weiss mit  rund  16  Th.  Stickstoff  im  Ganzen  34.3  Th.  Harnstoff 
liefern  können,  so  ergiebt  unsere  Rechnung,  dass  Vn  —  Vm  der 
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gesammten  zur  Ausscheidung  gelangenden  Harnstoffmenge  durch 
einfache  Spaltung  aus  dem  Eiweiss  hervorgehen  kann.  Es  wird 
von  Interesse  sein ,  die  thermischen  Verhältnisse  dieser  Reac- 
tionen  zu  untersuchen,  um  festzustellen,  cb  bei  denselben  Ener- 
gie frei  wird  oder  nicht. 

Aber  noch  in  anderer  Hinsicht  sind  meine  Versuche  von 
Bedeutung  für  den  Stoffwechsel.  Sie  zeigen  zum  ersten  Male, 
dass  ein  Kreatin  aus  Eiweiss  durch  Spaltung  hervorgehen  kann, 
und  wenn  das  Lysatin  mit  dem  eigentlichen  Kreatin  auch  nicht 
identisch  ist,  so  erweckt  seine  Entstehung  doch  die  Hoffnung, 
dass  es  unter  geeigneten  Bedingungen  noch  gelingen  werde,  auch 
dieses  aus  dem  Eiweiss  zu  erhalten.  Und  selbst  der  Gedanke, 
dass  die  von  mir  aus  dem  Eiweiss  dargestellten  Basen  in  ge- 
wissem Sinne  die  Multersubstanzen  aller  Alkalolde  seien,  dass 
mit  ihrer  Hülfe  die  Synthese  solcher  in  vielen  Füllen  gelingen 
werde,  erscheint  nicht  zu  kühn,  wenn  man  bedenkt,  dass,  wo 
Alkalolfde  im  Pflanzenkörper  entstehen,  auch  Eiweiss  zu  Grunde 
geht. 
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C.  Neumann,  lieber  einige  Fundamentalsätze  der  Potential- 
theorie. 

Es  sei  gegeben  ein  Körper  U  von  endlicher  Ausdehnung 
und  von  der  Dichtigkeit  x.  Diese  Dichtigkeit  x  mag  an  ver- 
schiedenen Stellen  verschiedene  (theils  positive,  theils  negative) 
Werthe  haben,  und  der  Formel  unterworfen  sein: 


wo  A  >  0  eine  gegebene  endliche  Constante  vorstellt.  Auch  mag 
vorausgesetzt  sein,  dass  x  eine  integrirbare  Function  der  recht- 
winkligen Coordinaten  ist. 

Alsdann  wird  das  Potential  des  Körpers  M  auf  irgend  einen 
Punkt  {x,  y,  z)  dargestellt  sein  durch 


die  Summation  ausgedehnt  gedacht  Uber  alle  Volum -Elemente 
d r  des  Körpers  M.  Dabei  bezeichnet  x  die  im  Elemente  dx  vor- 
handene Dichtigkeit,  und  E  den  Abstand  des  Elementes  dt 
vom  Punkte  (x,y,  z).  —  Für  dieses  Potential  gelten  folgende 
Sutze: 

Erster  Satz.  —  Im  Innern  des  Körpers  M  oder  auch  an 
seiner  Oberfliiche  mag  irgend  ein  Punkt  (xt  //,  z)  markirt  sein; 
und  um  diesen  Punkt  (als  Centrum)  sei  eine  Kugelflliche  vom 
Radius  /{  beschrieben.  Versteht  man  alsdann  unter  iijn  den 
ausserhalb  dieser  Kugelflilche  gelegenen  Theil  des  Körpers  .)/, 
und  unter  V{Mj{)  das  Potential  dieses  Körpertheiles  MR  in  Bezug 


abs  x  ^  A'  , 


(/••) 
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auf  den  Punkt  (.r,  y,  z),  so  wird  V(M&)  bei  abnehmendem  R  gegen 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  convergiren.  Dieser  Grenzwerth 

V  =  liniÄ  =  0  V(MR) 

pflegt  kurzweg  als  der  Werth  des  Potentialcs  V  fttr  den  Punkt 
(.r,  i/,  3)  bezeichnet  zu  werden. 

Denkt  man  sich  nun  \\Mh)  ausgedrückt  nach  Maassgabe 
der  Formel  (f.),  so  wird  dabei  [weil  (x,  t/,  3)  im  Mittelpunkte 
der  Kugelflache  (/?.),  mithin  ausserhalb  der  Masse  Mr  liegt]  ohne 
Weiteres  die  Anwendung  des  Integralzeichens  [statt  des  Summen- 
zeichens] gestattet  sein.  DemgemHss  ist  die  letzte  Formel  auch 
so  darstellbar: 

I'  =  limÄ=„y^  ^  : 
und  hierfür  pflegt  man  einfacher  zu  schreiben: 

wo  alsdann  das  Integral  ein  sogenanntes  uneigentliches  Integral, 
d.  i.  die  Grenze  eines  Integrals  vorstellt. 

Liegt  der  betrachtete  Punkt  {x,  y,  z)  nicht  innerhalb,  resp. 
an  der  Oberfläche  des  Körpers  J/,  sondern  ausserhalb  desselben, 
so  wird  offenbar  die  Formel  (F.)  ebenfalls  gelten,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  in  diesem  Falle  das  dortige  Integral  ein 
wirkliches  oder  eigentliches  ist. 

Auch  ergiebt  sich,  dass  V  eine  Function  von  {x.  y.  z)  sein 
wird,  die  in  jedwedem  Punkte  (xt  y,  z)  stetig  ist. 

Zweiter  Satz.  —  In  jedwedem  Punkte  (x,     3)  existirt  der 

öl" 

Diflerentialquotient  -  -  •  Für  seinen  Werth  ergiebt  sich  die 
Formel : 

Auch  ergiebt  sich,  dass  dieser  Diflerentialquotient  aus  der  Formel 
{F.)  ableitbar  ist  durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen; 
so  dass  man  also  schreiben  darf: 

4 


c>  V      (  h 
—  =  I     -  x<lr 
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Endlich  ergiebt  sich ,  dass  ^  eine  Function  von  (flc,  y,  z) 

sein  wird,  die  in  jedwedem  Punkte  {x,  y,  5)  stefty  äf. 

Dritter  Satz.  —  Wir  wollen  jetzt  zu  den  schon  gemachten 
Voraussetzungen  noch  eine  neue  hinzufügen,  nämlich  annehmen, 
um  einen  bestimmten  speciellen  Punkt  (x,  y,  z)  sei  eine  Kugel- 
ÜAchv  construirbar  von  solcher  Kleinheit,  dass  für  alle  innerhalb 
derselben  liegenden  Punkte  (f,      l)  die  Formel  gilt 

abs(xt^  -  xw)  ^  GB  -  xf  +  (r;  -  y?  +  (C  -  *)«]*  , 

wo  G>0  und  y>0  gegebene  Constanten  sind.  Dabei  sollen 
X£,;£  und  jc™  die  Dichtigkeiten  vorstellen  in  den  Punkten  (£,  »j,  J) 
und  (x,  y,  3). 

Alsdann  werden  in  diesem  speciellen  Punkte  (x,  y,  3)  die 

ö*  V    ö*  r 

Üitterentialquotienten  ^  existiren,  und  darstellbar  sein 

durch  die  Formeln : 

ÖH'=  0  -f.imÄ=0^^ 


d.idy  bxby  1 

wobei  unter  Ii  der  Radius  einer  um  jenen  speciellen  Punkt 
(j*,  y,  3)  beschriebenen  Kugelllache  zu  verstehen  ist. 
Aus  diesen  Formeln  folgt  z.  B.  sofort: 

6»F    *ÄF  h*V 

aber  immer  nur  mit  Bezug  auf  jenen  speciellen  Punkt  (x,  y,  3). 

Vierter  Satz.  —  Wir  wollen  jetzt  statt  der  im  vorhergehen- 
den Satze  hinzugefügten  Voraussetzung  eine  andere  noch  mehr 
erheischende  Voraussetzung  eintreten  lassen,  nämlich  annehmen, 
um  einen  speciellen  Punkt  (x0,  y0,  30)  sei  eine  Kugelfläche  (7f0) 
eonstruirbar  von  solcher  Kleinheit,  dass  für  alle  innerhalb  der- 
selben liegenden  Punkte  (*c,  y,  3),  (£,     l)  die  Formel  gilt : 

abs(xw  -         ^  G  [({  -  x)*  +  (t]  -  y)*  +  (£- z)J  , 
wo  G  >>  0  und  y  >  0  gegebene  Constanten  sind. 
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Selbstverständlich  wird  alsdann  der  vorhergehende  Satz 
Gültigkeit  haben  für  jedweden  innerhalb  der  Kugelfläche  (/t0) 
gelegenen  Punkt  (x,  y,  z).  Gleichzeitig  aber  werden  alsdann  auch 
b*  V     ö*  V 

b&'  olcby  St6tiy  Sei"  im  Punkle       y»  3»)* 


Die  beiden  ersten  Sätze  sind  längst  bekannt,  mit  wirklicher 
Strenge  aber  zuerst  von  Holder  bewiesen ;  und  die  beiden  letzten 
Sätze  haben  wir  Herrn  Holder  nicht  nur  dem  Beweise,  sondern 
auch  dem  Inhalte  nach  zu  verdanken !). 

Da  all'  diese  Sätze  von  fundamentaler  Wichtigkeit  sind,  so 
dürfte  es  wohl  der  Mühe  werth  sein,  zu  versuchen,  ob  es  nicht 
vielleicht  möglich  sei,  das  von  Herrn  Holder  zur  Begründung 
dieser  Sätze  angewendete  ziemlich  verwickelte  Verfahren  durch 
etwas  einfachere  und  mehr  anschauliche  Betrachtungen  zu  er- 
setzen. 

Als  einen  derartigen  Versuch  bitte  ich  die  nachfolgenden 
Darlegungen  anzusehen.  Die  Tendenz  derselben  geht  dahin, 
den  ganzen  Uberhaupt  erforderlichen  Rechnungs-Apparat  auf  die 
Herstellung  von  vier  elementaren  Hülfsslitzen  zusammenzudrängen. 
—  der  Art,  dass  nach  Absolvirung  dieser  Hülfssätze  die  Be- 
gründung jener  eigentlich  zu  beweisenden  Potentialsätze  sich 
gewissermassen  von  selber  ergiebt. 

Ich  werde  die  in  Rede  stehenden  vier  Hülfssätze  zuerst  in 
bestimmter  Weise  aussprechen,  und  sodann  der  Reihe  nach  be- 
weisen2). 

Hülfssätze.  —  Es  sei  gegeben  eine  materielle  Kugel  vom 
Radius  A  und  der  Dichtigkeit  x.  Dabei  mag  x  an  verschiedenen 
Stellen  verschiedene  (theils  positive,  theils  negative)  Werlhe 
haben.  Auch  sei  vorausgesetzt,  dass  überall 

abs  x  ^  A' 

ist.  wo  A  >  0  eine  gegebene  Constante  bezeichnet.  Alsdann 

4)  Otto  Holder:  Beitrage  zur  Potcntiallheorie.  Inaugural-Disserlation. 
Stuttgart.  Metzler'sche  Buchdruckerei.  4882. 

2)  Dabei  sei  bemerkt,  dass  die  beiden  ersten  dieser  Sätze  (1.)  und  (II.), 
wenn  auch  von  Dirichlet  nicht  in  bestimmter  Weise  fnrmuiirt,  so  doch 
aus  gewissen  von  Dirichlet  (in  seinen  Vorlesungen)  angestellten  Betrach- 
tungen ohne  Mühe  sich  ergeben. 
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gelten  für  einen  im  Innern  der  Kugel  in  beliebiger  Bewegung 
begriffenen  Punkt  (.r,  y,  z)  fortdauernd  die  Formeln : 

4 

(II.)  absV    -T-^-xrfr<87ry1/i  , 

die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Volum-Elemente 
d x  der  gegebenen  Kugel  (A).  Dabei  bezeichnet  z  die  in  dt  vor- 
handene Dichtigkeit,  und  E  den  Abstand  des  Elementes  d  t  vom 
Punkte  (sc,  y,  z). 

Denkt  man  sich  ferner  innerhalb  der  Kugel  (A)  zwei Punkte 
(a*,y,  z)  und  (./•',  y',  z')  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen, 
wobei  ihr  gegenseitiger  Abstand  X  im  Allgemeinen  von  Augen- 
blick zu  Augenblick  sich  ündern  wird,  so  gilt  während  dieser 
Bewegungen  fortdauernd  die  Formel : 

1  _  J_ 

(III.)  abs^M  "    ;   "  v.dT<\§;rAK  , 

wo  und  E'  die  Abstände  des  Elementes  yaIt  von  (sc,  y,  z)  und 
(x\  y\  z')  bezeichnen. 

Es  bleibt  noch  übrig  eine  vierte  Formel  hinzuzufügen. 
Hierbei  aber  wollen  wir  den  Punkt  (j*,  y,  z)  irgendwo  im  Innern 
der  Kugel  (A)  uns  fest  denken,  und  überdies  voraussetzen,  dass 
die  Dichtigkeit  xt^  an  jedweder  Stelle  (5,  L")  der  Bedingung 
entspricht: 

abs  x*nC  ^  G  [{§  -  xf  +  (n  -  y)*  +  (C  -  z)*}9  , 

wo  G  >  0  und  y  >>  0  gegebene  Constanten  sind. 

Denken  wir  uns  alsdann  innerhalb  der  Kugel  einen  Punkt 
[x\  y',  z')  in  beliebiger  Bewegung  begriffen,  so  wird  wahrend 
dieser  Bewegung  fortdauernd  die  Formel  gelten : 

1  4 

(IV.)        abs V  ,,/r  < iiAyo  . 


Digitized  by  Google 


332 


C.  Neumakn, 


Dabei  bezeichnet  l  den  Abstand  des  Punkte  (x\  y,  z')  vom  festen 
'  Punkte  {x,  y,  z). 

Beweis  für  (I.).  —  Denkt  man  sich  um  (x,  y.  z),  als 
Centrum,  eine  Hülfskugelfläche  vom  Radius  B  =  %A  construirt, 
so  wird  die  ursprüngliche  Kugel  (A)  innerhalb  dieser  neuen 
Kugel  (B)  liegen.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  sofort: 

die  letzte  dieser  Summen  ausgedehnt  gedacht  Uber  alle  Volum- 
Elemente  dr  der  Kugel  {B).  Diese  letzte  Summe  hat  nun  offen- 
bar, weil  E  den  Abstand  eines  solchen  Elementes  r/r  vom  Centrum 
(a;,  y}  z)  der  Kugel  (Ä)  vorstellt,  den  Werth : 


B  VttEUIE     a    „      0  <t 
 _  -    =  ZnB*  =  HtiA*  . 

o  b 


Somit  folgt : 


*,bsJ£  ~ir  <  JT-  8ir^f  i  —  Q.  e.  d. 

Der  Beweis  für  (II.)  ist  völlig  analog  mit  dem  für  (I.),  und 
bedarf  daher  kaum  noch  einer  weiteren  Besprechung. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Elementes  dr  mit 
(f,     f),  so  ist  z.  B. : 

p=(x-^-+-(y-o4+(3-cr)* , 

mithin: 


»! 


abs 


E      .    /  4  J-x\  _  4 


Und  mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  sofort: 

absV    ^xtfr^A'V  ^<Ä'^ 

wo  wiederum  (ß)  eine  mit  dem  Radius  B=  2.4  um  den  Punkt 
(x,  y,  z)  beschriebene  Hülfskugelfläche  vorstellen  soll.  Die  letzte 
Summe  hat  daher  den  Werth ; 
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DixE*dE 


E* 

Somit  folgt : 


=  K  rB  =  S/rA  . 


F 

abs  V     -  -  /.d  r  <"  K  •  SirA  .  —  0-  **•  d. 

Beweis  für  (III.)*  Durch  den  Halhirungspunkt  der  Linie  /. 
denken  wir  uns  eine  Ebene  gelegt,  senkrecht  gegen  /.,  und  durch 
diese  Kbene  die  Kugel  (A)  in  zwei  Theile  (/„)  und  (/>')  zerlegt, 
deren  jeder  die  Gestalt  einer  plan-convexen  Linse  haben  wird; 
und  zwar  mag  (L)  den  Punkt  (.r,  ?/,  z),  und  (£')  den  Punkt  (./  ',  //,  3') 
beherbergen ').  Dieser  Zerlegung  entsprechend  zerfüllt  die  in 
(III.)  zu  betrachtende  Summe  in  zwei  Summen: 

y7    =V    -4-  V 

^ia)  ' 

von  denen  die  eine  Uber  (L),  die  andere  über  (//)  ausgedehnt  ist. 
Was  nun  die  Summe 

J_  _  J_ 

-vt    E'       E  E  —  ZT  x  (l  r 

^[L)  ~^{L)       l       *    *  ~<£{L)  ~~r~  E E' 

1 

E  —  E* 

anbetrifft,  so  ist  zu  bemerken,  dass  — r —  ein  lichter  Bruch  ist; 

denn  die  drei  Linien  E,  E'  bilden  ein  Dreieck,  und  aus  diesem 
Dreieck  ergiebt  sich:  l  ^  abs  {E —  E')].  Ueberdies  ist  för  die 
zu  (/..)  gehörigen  Elemente  dt  durchweg  E  >       Somit  folgt: 

absV    <A-y    ^<A  V    %  , 


i)  Bei  der  Beweisführung  des  Satzes  (III.)  denken  wir  uns  die  inner- 
halb {A)  in  hellenden  Bewegungen  begriffenen  Punkte  .r,  y,  z)  und  (x*,  y',  z') 
in  irgend  welchen  Lagen  fixirt,  su  dass  also  w  ahrend  dieser  Beweisführung 
auch  A,  (Lj  und  (I')  als  völlig  fest  zu  betrachlen  sind. 

Math.-phyn.  Clastu«.  1890.  H 
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wo  (B)  eine  mit  dem  Kadius  B  =  2  A  um  (j%  y,  z)  beschriebene 
Kusel  vorstellen  soll.  Die  letzte  Summe  dehnt  sich  aus  Uber 
alle  Elemente  dt  dieser  Kugel  (Ä),  und  hat  daher  den  Werth: 


f: 


Somit  folgt: 


abs  V  .  <A'. 


Desgleichen  ergiebt  sich  offenbar  : 

abs  V    <  Ar.  8 7i  .4  . 

Aus  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  nun  aber  sofort: 
abs  V    <A'.  \  G;rA.  —  Q.  e.  d. 

Der  Beweis  für  (IV.)  ist  einigermassen  ähnlich  mit  dem 
für  (III.),  wenn  auch  mit  etwas  mehr  Rechnung  verknüpft.  Ks 
ist  dabei  wiederum  die  gegebene  Kugel  {A)  in  zwei  Theile  (L) 
und  (/,')  zu  zerlegen  mittelst  einer  Ebene,  die  durch  den 
Halbirungspunkt  der  Linie  l  geht,  und  gegen  X  senkrecht  steht1). 
Setzt  man  dementsprechend  die  in  (IV.)  aufgeführte  Summe 

y  =  v  4-  y7 

**(A)     ^(L)  <*ä[V\ 

so  wird  'i.  B.  die  über  (£)  ausgedehnte  Summe,  falls  man  die 
Coordinaten  des  Elementes  dx  mit  (i:,  -*)  bezeichnet,  folgender- 
massen  darstellbar  sein: 

S-x-  £-x 


oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so: 


\)  Dabei  ist  Analoges  zu  bemerken  wie  in  der  vorbergebenden  Note. 
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V    -V   [(g  -  g)  -  (S  ~  ■")]  *3  ±  (I  -         -  E'3) 
oder  auch  so  . 

1'          3."'      if  —  CT  }'l   /*" 

Nun  sind  offenbar  ' "  .  ,  ^ ,  und  ^—  achte  Brüche. 
Somit  folgt: 

oder  etwas  anders  geschrieben  : 

Für  alle  Elemente  dr  des  Körpers  (L)  ist  aber     ^  /•",  mithin 
ein  achter  Bruch.  Somit  folgt: 

/: 

Ml  absV    <4  V    (abSxRr  • 

In  analoger  Weise  wird  offenbar  für  den  Körper  (//)  die  analoge 
Formel  sich  ergeben: 

(2.)  abs  V     -  l  -V  ■ 

Der  zwischen  diesen  beiden  Formeln  (1.),  (2.)  vorhandene 
Parallelismus  wird  nun  leider  weiterhin  verloren  gehen,  nämlich 
zerstört  werden  durch  die  Unsvmmetrie,  welche  die  bei  (IV.) 
über  /.  gemachte  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugel- 
theile  (L)  und  (//)  hineinbringt.  Nach  jener  Voraussetzung  ist 
nämlich  für  jedwedes  Element  di\ 

absx^'/rtf,    ((;>0,  </>0), 


r 
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wo,  ebenso  wie  in  (1.)?  (2.)»  E  den  Abstand  des  Elementes  dr 
vom  festen  Punkte  (x,  y,  z)  vorstellt.  Demgemäss  gewinnen  die 
Formeln  (4.),  (2.)  die  nicht  mehr  parallelen  Gestalten: 

(3.)  absV 

<«•  '^..s'«^,^- 

Für  alle  Elemente  dt  des  Körpers  (A)  ist  §  &  Somit 
folgt  aus  (3.): 

(5.)  absV    ^4r;.V  E*u->dT<lC..  V    E*9-*d*  , 

wo  (Ä)  eine  mit  dem  Radius  #=2/1  um  (a*,  y,  5)  beschriebene 
Holfskugel  vorstellt.  Die  Uber  diese  Hülfskugel  ausgedehnte  letzte 
Summe  hat  offenbar  den  Werth: 

f  •  4  n  E*  d  E  =  ~      <  —  (2  Bf'J  =  —  (4  4)*  . 

Jo  *9  9  9 

Somit  folgt  aus  (5.): 

(6.)  absV7    <  —  (kAr*  . 

— U)  9 

Nachdem  die  Formel  (3.)  in  diese  Gestalt  versetzt  ist,  wen- 
den wir  uns  jetzt  zur  Formel  (4.),  und  beschreiben  zu  diesem 
Zwecke  um  (x\  y,  z)  eine  Hülfskugel  vom  Radius  B  =  2  A. 
Bezeichnen  wir  diese  neue  Hülfskugel,  zur  Unterscheidung  von 
der  vorigen,  mit  {Ii'),  so  ergiebt  sich  aus  (4.)  sofort'): 


1)  Ebenso  wie  die  frühere  Hülfskugel  (ß)  ihr  Centrum  in  (jt,  y,  3)  hat, 
ebenso  hat  die  gegenwärtige  Hülfskugel  (ß'}  ihr  Centrum  in  [x%  y',  s'j.  Bei 
beiden  ist  der  Radius  derselbe,  nämlich  =  ß  =  2.1. 
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(7.)  absV    <4G.V  • 

-   • 

Die  Polarcoordinaten  des  Elementes  r/r  in  einem  Polarcoor- 
dinatensysteme,  dessen  Anfangspunkt  mit  {x,y,  5')  und  dessen 
Axe  mit  A  zusammenfallt,  sind  dargestellt  durch  I?',  ferner  durch 
den  Winkel  &  =  [E\  A),  und  endlich  durch  dasjenige  Azimuth  (p, 
unter  welchem  die  Ebene  dieses  Winkels  gegen  irgend  eine  feste 
durch  A  gehende  Ebene  geneigt  ist.  Demgemäss  ist  dt  = 
E'*dE'd(i  äff ,  wo  /i  =  cos  # ;  so  dass  also  die  in  (7.)  mit  J  be- 
zeichnete Summe  tibergeht  in : 

(8.)  J=y;Bi)E*9->dE'dfid<P  . 

Ist  2<y  =  \ ,  so  folgt  hieraus  sofort: 

(«.)  J=  4;rÄ<8/r(Ä  +  JB),    für  2$  =  1  . 

Ist  ferner  2#>>1,  mithin  2r/  —  1  positiv,  so  wird  in  (8.) 
das  J^-1  vergrbssert  werden,  sobald  man  A'  vergrbssert,  also 
z.  B.,  sobald  man  £  ersetzt  durch  £'-}- A;  [denn  aus  dem  Dreieck 
(F,      A)  ergiebt  sich :  ß  g  £'  +  A].  Somit  folgt  aus  (8.) : 

d.  i. 

■/^4^  2^  ' 

also,  weil  A  (seiner  Definition  zufolge)  stets  §2.1  =  Ä  ist: 

Ist  endlich  2<?  <  1,  mithin  2 9  —  1  negativ,  so  wird  in  (8.) 
das  fif— «  vergrbssert  werden,  sobald  man  E  verkleinert,  also 
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z.  B.,  sobald  man  E  durch  abs(A  —  Ii')  ersetzt;  [denn  aus 
dem  Dreiecke  (/:,  E' ,  /.)  ergiebt  sich:  E  abs(A  —  E%  -  Somit 
folgt  aus  (8.): 

/§V    [^{l-E'^'J-'dE'dudif  =4;r  /  [abs(A— E,)]*0~*dE\ 

Die  hier  auszufahrende  Integration  über  E'  =  0  .. .  B  ist  zerlegbar 

in  die  beiden  Intervalle  0  ?.  und  Ä  It;  und  zwar  ist  das 

abs(A  —  E)  im  ersten  Intervall  —  K  —  E\  hingegen  im  zweiten 
=  E'  —  A .    Somit  folgt  : 

J%K7tfX{l  —  E'y"-KdE'-\-i.i  fB(E'—  k)%9-*dE'  , 
oder,  falls  man  die  Integrationen  wirklich  ausführt: 

al*o  a  fortiori: 

1/0  ^8,T(*+i!ü,    für  8S<1  . 

z.7 

Für  alle  drei  Fälle  ergiebt  sich  also  aus  («.),  (/f.),  (*'.)  die 
gemeinschaftliche  Forme] : 

■ 

(9.)  /S8„(i^  =  *-(l,P. 

Dies  in  (7.)  an  Stelle  von  J  subslituirt,  erhalt  man : 
(10.)  absV     <  1^(4^0. 

Schliesslich  folgt  jetzt  aus  (6.)  und  (10.) 
(MO  nksjv   +2'   )  '"V"'«4  • 
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oder,  was  dasselbe  ist: 


.  —  Q.  e.  d. 


9 


Ableitung  der  Potentialsätze.  —  Auf  Gcund  der  soeben 
bewiesenen  Hülfssätze  (I.),  (II.),  (III.),  (IV.)  ergiebt  sich  nun 
die  Ableitung  der  zu  Anfang  dieses  Aufsatzes  von  mir  hinge- 
stellten vier  Potentialsätze  mit  solcher  Leichtigkeit,  Einfachheit 
und  L  eher sichtlichheit,  dass  es  wohl  überflüssig  sein  würde, 
hier  auf  diese  Ableitung  näher  eingehen  zu  wollen. 

Auch  ist  die  Begründung  der  drei  ersten  Hülfssätze  (I.),  (II.), 
(III.)  als  eine  sehr  einfache  zu  bezeichnen.  Nur  für  die  Ab- 
leitung des  (IV  )ten  Hülfssatzes  dürfte  noch  nach  einem  etwas 
kürzeren  Wege  zu  suchen  sein. 

Beiläufige  Bemerkung.  —  Wenn  Herr  Hüloer  in  der  schon 
citirten  Dissertation  (1882)  auf  Seite  42  bei  seinen  Unter- 
suchungen Uber  das  Flächen -Potential  von  einem  gewissen 
Wege  spricht  ,  den  ich  in  meinem  Werke  über  das  Logarith- 
mische  und  New  ton'sche  Potential  (1877)  auf  Seite  14  als  einen 
»bequemen ,  aber  allerdings  nicht  strengen«  Weg  bezeichnet 
hätte,  sonst  aber  meiner  eignen  Arbeiten  in  der  Theorie  des 
Flächen-Potentials  nirgends  Erwähnung  thut,  so  könnte  hier- 
durch leicht  die  Vorstellung  erweckt  werden,  als  ob  ich  mich 
mit  jenem  »bequemen«  Wege  begnügt  hätte. 

Dem  gegenüber  mag  darauf  hingewiesen  sein,  dass  ich 
die  Theorie  des  Flächen-Potentials  bereits  zwei  Jahre  vor  dem 
Erscheinen  der  Hou>ER'schen  Dissertation  zum  Gegenstande 
eingehender  und  strenger  Untersuchungen  gemacht  habe.  Diese 
Untersuchungen  sind  1880  in  zwei  aufeinander  folgenden  Auf- 
sätzen, in  den  Math.  Annal.  Bd.  16,  Seite  409  —  440,  ihrem  all- 
gemeinen Ganse  nach  von  mir  angedeutet  worden ;  auch  sind 
die  Resultate  derselben  dort  sorgfältig  formulirt.  Und  zwar 
beziehen  sich  diese  Untersuchungen  in  ziemlich  gleichmässiger 
Weise  einerseits  auf  das  Logarithmischc  Potential  einer  mate- 
riellen Curve  in  der  Ebene,  und  andererseits  auf  das  Newton- 
sche  Potential  einer  materiellen  Fläche  im  Räume.  Später  sind 
sodann  diese  Untersuchungen,  wenigstens  so  weit  sie  das 
Logarithmische  Potential  betreffen,  mehr  in  extenso  von  mir 
dargelegt  werden  in  meiner  »Methode  des  arithmetischen  Mittels« 
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in  den  Abh.  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  Jabre  1888.  — 
Dabei  sei  übrigens  ausdrücklich  bemerkt,  dass  es  sich  hier  nickt 
um  irgend  welche  Prioritätsansprüche  handelt.  Denn  meine 
Untersuchungen  sind,  was  ihre  ganze  Anlage  und  namentlich 
die  Natur  der  gemachten  Voraussetzungen  betrifft,  von  den 
HöLDBR'schen  Untersuchungen  völlig  verschieden. 
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E.  Study,  Urber  die  Bewegungen  des  Baumes  ,). 

Schreibt  man  eine  orthogonale  Substitution  in  drei  Ver- 
änderlichen 3t ,  zt ,  z3  so: 

( 1 )         «0«  *i   =        »|  +  «it  *1  +  «h  *3  ('  5=8  *1  *»  3). 

so  kann  man  die  Coefficienten  «lit,  wie  bekanntlich  schon  Ei  i  rr 
gezeigt  hat,  durch  vier  homogene  Parameter  er,  :  «,  :  n4  :  «3  in 
einfacher  Weise  ausdrücken: 


"oo 

+  «,*  +  «44  +  «:,4 

"n 

«tl 

«„■  +  aÄ«  -  «,«  -  «,* 

«o4  +  «34  —  «,4  —  «/- 

«t> 

2         4-  «»«,)    "34  = 

"3t 

2  («,««  +  «„«,)    oM  = 

2  («,  «4 

—  «0  *t) 

Lilsst  man  hier  die  Verhältnisse  der  Parameter  ai  alle  mög- 
lichen Werthe  annehmen,  und  deutet  man  die  Grössen  zi  und 
»I  als  rechtwinklige  Coordinaten  im  Räume,  so  erhellt  man  die 
Gruppe  aller  Drehungen  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems. 

Die  Darstellung  der  Drehungen  eines  starren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  durch  die  Formeln  (I)  und  (2)  besitzt  nun  be- 
merkenswerthe  Eigenschaften.  Erstens  haben  die  Parameter  «,-, 
oder  vielmehr  ihre  Verhaltnisse,  wie  schon  vor  langer  Zeit  Ro- 


ll Der  Inhalt  dieser  Mittheilung  wurde  in  etwas  verkürzter  Form  in 
der  mathematischen  Abtheihing  der  Naturforscherversammlung  zu  Bremen 
vorgetragen. 

Math.-i-hjK.  CliisBo  IV*».  iA 
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drigies  gezeigt  hat,  eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeutung. 
Zweitens  drücken  sich  die  Coefficienten  der  orthogonalen  Substi- 
tution durch  die  Parameter  a{  rational  aus,  und  umgekehrt  lassen 
sich  die  Parameter  er,-  wieder  durch  rationale  Operationen  dar- 
stellen, wenn  die  Substitutionscoefficienten  aik :  «00  gegeben  sind. 
Endlich  aber,  und  das  ist  das  Wichtigste,  kann  man  mit  Hülfe 
der  Parameter  zwei  hinter  einander  ausgeführte  Drehungen 
auf  höchst  einfache  Weise  zu  einer  neuen  zusammensetzen.  Seien 
ai  und  er,'  die  Parameter  zweier  Drehungen  S  und  S\  und  a"  die? 
Parameter  der  zusammengesetzten  Drehung  8"  =  SS\  so  hat 
man  nach  Cayley  die  einfachen  Formeln 


(3) 


a"  =  «„cr/  +  er,«/  -f-  ata3'  —  a3at' 

=  a0  a3    "T"  Cti  a0    +  <U  a%    —  I 


die  das  sogenannte  Multiplicationstheorem  der  Quaternionen  vor- 
stellen. Die  Parameter  a-  der  zusammengesetzten  Drehung  S" 
werden  also  lineare  homogene  Functionen  der  Parameter  von  S 
sowohl  als  auch  der  Parameter  von  .$';  oder,  wie  wir  kurz  sagen 
wollen:  Die  Euler  sehen  Parameter  einer  Drehung  setzen  sich 
bilinear  zusammen. 

Eine  noch  einfachere  Art  der  analytischen  Darstellung  und 
Zusammensetzung  der  Drehungen  eines  starren  Körpers  kann 
offenbar  nicht  gedacht  werden.  Es  kommt  aber  noch  die  beach- 
tenswerthe  Thatsache  hinzu,  dass  die  angegebenen  Ausdrücke 
Eilers  in  gewissem  Sinne  einzig  in  ihrer  Art  sind.  Es  lasst  sich 
nümlich  zeigen,  dass  jedes  System  von  vier  homogenen  Parame- 
tern mit  bilinearer  Zusammensetzung,  das  zum  Ausdruck  der 
Drehungen  eines  starren  Körpers  dienen  kann,  mit  den  Eller- 
schen  Parametern  durch  eine  lineare  Substitution  zusammen- 
hangt, dass  es  also  von  den  EiLERSchen  Parametern  im  Sinne 
der  projectiven  Auffassung  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 

Diese  Bemerkungen  haben  den  Verfasser  veranlasst,  sich 
die  Frage  vorzulegen,  ob  nicht  die  allgemeinere  Gruppe  aller 
oo';  Bewegungen  des  Raumes  einer  ahnlichen  Parameterdarstel- 
lung fähig  sei. 

Will  man  dieser  zunächst  noch  etwas  unbestimmten  Auf- 
gabe eine  scharfe  Fassung  geben,  so  dass  das  Vorhandensein 
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einer  Lösung  von  vorn  herein  klar  ist,  so  kann  man  sie  etwa  so 
aussprechen : 

»Man  soll  die  Coefficienten  aik  in  den  Gleichungen  einer  Be- 
wegung des  Raumes 

(*)         «00  Zi  =  «<0  +  «Ii  »I  +  aH  *«  +  «13  33       (*  =  M>  3) 

durch  ejne  möglichst  geringe  Zahl  r  von  homogenen,  durch  r  —  7 
unabhängige  Relationen  verknüpften  Parametern  in  allgemein- 
ster Weise  derart  ausdrücken,  dass  für  diese  Parameter  bilineare 
Zusammensetzung  besteht.« 

Die  Hülfsmittel  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sind  in  der  von 
Herrn  S.  Lie  begründeten  Theorie  der  Transformationsgruppen 
gegeben,  sowie  in  neueren  Untersuchungen  über  sogenannte  Sy- 
steme von  complexen  Zahlen,  die  von  Herrn  Scheffers  und  vom 
Verfasser  ausgestellt  worden  sind. 

Das  Ergebniss  ist: 

Eine  Darstellung  der  Bewegungen  des  Raumes  durch  sieben 
homogene  Parameter  mit  bilinearer  Zusammensetzung  ist  nicht 
möglich. 

Dagegen  kann  man  die  Bewegungen  des  Raumes  durch  acht 
homogene  Parameter  mit  bilinearer  Zusammensetzung  aus- 
drücken, und  zwar  im  Wesentlichen  nur  auf  eine  Art. 

Im  Wesentlichen :  das  heisst,  abgesehen  von  linearen  Trans- 
formationen der  Parameter,  und  abgesehen  natürlich  auch  von 
Umgestaltungen  vermöge  der  Relation,  die  zwischen  diesen  Para- 
metern angenommen  werden  muss. 

Wählt  man  unter  den  verschiedenen  Gestalten,  deren  die 
gefundene  Parameterdarstellung  hiernach  noch  fähig  ist,  ein 
geeignete  aus,  so  kann  man  erreichen,  dass  die  Coefficienten 

«oo  >  «u  *  '  '  «33  nur  von  v,er  der  acnl  Parameter  a0  •  •  •  o,  ab- 
hängen, und  dass  ihre  Ausdrücke  gerade  die  EiLERSchen  wer- 
den. Die  übrigen  vier  Parameter,  die  durch  ßQ  •  •  •  ft3  bezeich- 
net werden  sollen,  treten  dann  nur  in  den  drei  Coefficienten 
«»o>  "«0  7  "30  au^?  UQd  zwar  etwa  in  folgender  Weise: 

(5)  a10  =  2  («3/*t  —  a,  ßt  -  aotit  -{-  Og/tJ 

I    «30  =  *  («4& -  «oft + 

Die  identische  Relation  zwischen  den  Parametern  (cr,fl 
lautet  einfach: 

S3» 
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(ß)  o  =  «.  A  +      +  «« A  +  «3  A , 

sie  ist  also  linear  in  jedem  einzelnen  der  acht  Parameter. 

Die  Ausdrücke  der  Parameter  er/'  der  aus  zwei  gegebenen 
Bewegungen  S[a9  ß)  und  &{a' ß')  zusammengesetzten  Beweg- 
ung S"  =  SS*  Iiiingen  nur  von  den  Parametern  ai  und  er/  ab. 
und  werden  wieder  geliefert  durch  die  Formeln  (3);  die  Para- 
meter ß"  aber  erhalten  die  folgenden  Ausdrücke: 


a" 

-  *,A' 

+  A*»  —  ft«/  —  A«t' 

-  A«3' 

=  «•  A*  +  ffiA'  +  ff«A' 

—  "3A 

+  A«.'  +  A«»'  +  A«,' 

-  ft«; 

aw 

■*«tA'  +  «tÄ'  +  «iÄ' 

-«.A' 

+  A  «t  +  A««'  -f  Aai' 

-  A  ** 

Aw 

=  «.A'  +  «SA'  +  *,A' 

—  «iA' 

+  A<  +  A<  +  A  < 

—  ^  er,'  . 

Genügen  die  Parameter  (er,  $  und  ebenso  auch  fcr'?  ff)  der 
Gleichung  (6),  so  thun  es  von  selbst  auch  die  Ausdrücke  (3)  und 
(7)  der  Parameter  («w.  (f). 

Wie  man  sieht,  nimmt  die  gefundene  Parameterdarstellung 
der  Bewegungen  an  allen  wesentlichen  Vortheilen  der  Erlau- 
schen Formeln  theil ;  es  darf  von  ihr  behauptet  werden,  dass  sie 
die  einfachste  Parameterdarstellung  der  Bewegungen  des  Baumes 
ist,  die  es  gibt. 

Der  Ausdruck  o00  spielt  in  unseren  Formeln  die  Rolle  der 
Discriminante  der  Bewegung  S  «,  ß)\  so  lange  er  von  Null  ver- 
schieden ist,  ist  auch  die  Determinante  des  Gleichungssystems 
(4^  von  Null  verschieden.  Aber  auch  umgekehrt: 

Jeder  eigentlichen,  nicht  ausgearteten  Bewegung  des  Bau- 
mes entspricht  nur  ein  System  von  Verhältnissen  der  Parameter 
((.  ß) ;  und  zwar  entsprechen  einer  reellen  Bewegung  auch  reelle 
Werthe  dieser  Verhaltnisse. 

Besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdient  noch  folgende 
Bemerkung : 

Die  entgegengesetzte  S~ 1  der  Bewegung  »S  (er,  fi)  wird  ein- 
fach dadurch  erhalten,  dass  man  die  ParametervcrhaMlnisso 

tt9  :  «,  :  «t  :  ora  :  A  :  A  :  A  :  A 
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durch  die  Verhältnisse 
ersetzt.  — 

Was  ist  nun  die  geometrische  Bedeutung  der  Parameter 

[«,  ß)  ? 

Bei  Behandlung  dieser  Frage  beschränken  wir  uns,  um  nicht 
zu  sehr  in  Weitläufigkeiten  zu  gerathen,  auf  reelle  Bewegungen, 
und  nehmen  in  der  Hauptsache  auch  nur  Rücksicht  auf  den  all- 
gemeinen Fall  einer  eigentlichen  Schraubung  Schraubenbewe- 
gung ;  wir  setzen  also  zunächst  voraus,  dass  die  Bewegung  keine 
blosse  Drehuny,  und  insbesondere  auch  keine  blosse  Schiebung 
(Parallelverschiebung,  Translation,  Drehung  um  eine  unendlich 
ferne  Axe)  ist. 

Dies  angenommen ,  sei  x  irgend  ein  Punkt  des  Raumes,  x' 
der  ihm  in  der  Bewegung  S  i«,  (it  zugeordnete  Punkt,  x  die  Mitte 
der  »Sehne«  xx'}  Ii  die  in  J-  errichtete  o Normalebene«  der 
Sehne  xx'. 

Dann  entsprechen  sich  bekanntlich  x  und  X  in  einer  ge- 
wissen affinen  Transformation  I,,  und  x  und  x'  in  einer  zwei- 
ten affinen  Transformation  <Xi ,  so  dass  S  =  X,  •  X,. 

Ferner  entsprechen  sich  .t  und  H  in  einer  gewissen  dua- 
listischen Transformation  T,  und  in  derselben  Transformation 
ientsprechen  sich  auch  die  Ebene  7c  und  der  Punkt  x',  so  dass 
also  die  Bewegung  S  durch  zweimalige  Ausführung  dieser  dua- 
listischen Transformation  entsteht:  S  =  T*. ')  Durch  dieselbe 
dualistische  Transformation  w  erden  ferner  die  Axen  von  je  zwei 
Drehungen  einander  zugeordnet,  die  hinter  einander  ausgeführt 
die  Bewegung  S  erzeugen  (»> Gonjugirte  Drehungen «). 

Endlich  entsprechen  sich  die  Sehnenraitte  x  und  die  Nor- 
malebene  7z  in  einer  involutorisch-dualistischen  Transformation 
20,  einem  Nullsystem,  dessen  Hauptaxe  die  Axe  der  Schraubung 
S  ist.  Der  zu  diesem  Nullsystem  gehörige  lineare  Strahlencom- 
plcx  mag  der  Kürze  halber  der  » Mittelcomplex «  genannt  werden. 


I)  Wiewohl  dieser  Satz  implicile  schon  in  den  Arbeiten  von  Chasles 
enthalten  ist,  und  wiewohl  er  eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  einer  Be- 
wegung zum  Ausdruck  bringt,  scheint  er  doch  bis  jetzt  noch  nicht  ausge- 
sprochen worden  zu  sein. 


• 
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Kr  ist  der  Ort  aller  Geraden,  die  auf  den  Sehnen  xxf  senkrecht 
stehen,  deren  Mitten  x  sie  enthalten ;  und  zugleich  der  Ort  aller 
Axen  conjugirter  Drehungen ,  zu  denen  ein  Drehungswinkel 
gleich  zwei  Rechten  gehört. 

Es  ist  nicht  möglich,  hier  in  der  Kürze  die  Bedeutung  völlig 
klarzulegen,  die  den  Transformationen  T  und  28  in  der  Theorie 
der  Bewegungen  zukommt.  Nur  soviel  sei  erwähnt,  dass  sie,  in  be- 
liebiger Wiederholung  zusammengefügt,  eine  unendliche  Gruppe 
discreter  Transformationen  erzeugen,  deren  charakteristische 
Eigenschaften  durch  die  beiden  symbolischen  Gleichungen 


zum  Ausdruck  gebracht  werden. 

Diese  und  andere  mit  der  Bewegung  S  verknüpfte  geome- 
trische Gebilde  erhalten  nun  überraschend  einfache  analytische 
Ausdrücke,  wenn  man  sich  der  Darstellung  von  S  durch  die 
Parameter  (et,  ß)  bedient.  Führen  wir  statt  der  bisher  benutzten 
Cartesischen  rechtwinkligen  Coordinatcn  ztJ  s3  homogene 
rechtwinklige  Coordinaten  xQ  :  xt  :  xt  :  x9  ein ,  die  mit  jenen 
durch  die  Gleichungen 


zusammenhangen,  und  bedienen  wir  uns  zugleich  der  mit  dem 
Coordinatensystem  [x]  in  bekannter  Weise  verknüpften  Linien- 
coordinaten  pik  und  Ebenencoordinaten  tl{,  so  bestehen  unter 
anderen  die  folgenden  Sätze : 

1 )  Die  Coordinaten  des  Mittelcomplexes  sind  gegeben  durch 
die  Proportion 


d.  h.  dieser  Complex,  oder  das  Nullsyslem  28,  hat  in  Ebenen- 
coordinaten die  Gleichung 


+     (W-  Vi)  +ßt  ('Vi  -  V'J  +  ft  ('Vi  -  'V  i)=°- 


2)  Die  Coordinaten  aller  reellen  linearen  Complexe,  die  bei 
der  Schraubung  8  (a,  ß)  in  Ruhe  bleiben,  sind  im  Allgemeinen 
unter  der  Form  darstellbar 


(8) 


SB1  =  1,  rSB  =  SBP 


Poi  '  Poi  •  Pos  *  PlJ  •  Pü  '  Pil 

=  crt  :  «t  :  er,  :       :  ßt  :  ß3  , 
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D«.  =  JiC 

(10) 


I 


/)0,  =  ,  p04  =  Act,  ,  />03  =  Ä« 

/>»  =         -     «i  »  /*3.  =         —         »  Vit  =  *A  -  «3> 


worin  man  dem  Parameter  Ä :  /t  alle  möglichen  Werthc  zu  er- 
theilen  bat. 

Insbesondere  entspricht  der  Schraubenaxe  der  Bewegung 
S  der  Parameterwerth 

(II)  fi  =        +  a*P*  +  C»A  =  — 

• 

3)  Bezeichnet  man  mit  2  &  den  Drehungswinkel  und  mit  2 
die  Schiebungsgrösse  der  Schraubung  S  (d.  i.  die  Länge  der 
Strecke,  um  die  irgend  ein  Punkt  der  Schraubenaxe  fortrückt), 
nennt  man  endlich  lK ,  At,  A3  die  Neigungswinkel  der  Schrauben- 
axe gegen  die  positiven  Richtungen  der  Coordinatenaxen,  so  be- 
steht die  Proportion 

|        ctg#  :  cosA,  :  cosA,  :  cosAs  :  t] 

Verschwindet  also  der  Parameter  a0 ,  so  ist  der  Drehungs- 
winkel der  Schraubung  gleich  zwei  Rechten ;  verschwindet  ß9 , 
so  reducirt  sich  die  Bewegung  S  auf  eine  reine  Drehung. 

Hieraus  und  aus  2  folgt  noch  insbesondere: 

4)  Die  Umwendung  (Drehung  um  180°)  um  eine  Axe  mit 
den  Liniencoordinaten  pik  wird  erhalten,  wenn  man  den  Para- 
metern «0  und  ß9  den  Werth  Null,  und  den  übrigen  Parametern 
die  Werthe 

«t  :  «i  s  «3  :  fit  ■  Ä  :  A 

=  Poi  'Pot  -P.i  'Pn  '  P*i  'Pit 

beilegt. 

5)  Die  dualistische  Transformation  Twird  als  eine  Ebenen- 
Punkttransformation  Zuordnung  zwischen  Ebenen  n  und  Punk- 
ten x)  dargestellt  durch  die  Gleichungen 


.7-0  =  •        -h  «,  "4  +  at  Ui  +  «3,#3 

X{  =  —  «,  M0  -f  ß%  Ut  +  ^  Uf  —  ß%  U3 

xt  =  —  a,  u0  —  ß%  u,  +  ß9  ut  +  ß%  u3 

**3  =  —  «3  «0  +  A  "4   —  A  "i  +  A  »3  . 
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oder  durch  die  gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form 

(44)  (ll§  l?4  -  fl|  ru  +«1(M,r1-fitru)  +  c1(MtvJ— ii,^: 

1+  Ä  (»i^-'^'V  +Ä  'V  ,  -  ",  i'J  +  A  ("^-"t ''«)}• 

Die  Coefficienten  werden  also  auch  hier  wieder  //War  in  den 
Parametern  et,  fi).  Das  Gleiche  gilt  von  der  Transformation 
%t  =  r  28,  wenn  man  sie  als  eine  Transformation  von  Ebenen 
auffasst;  ihr  Ausdruck  wird  alsdann 


[«) 


"«'  =  -  <v<u  +  <V'.  4-  ^t«i  +  A«a 

—  «3»l   +  «0>'i  +  «»W3 
+  aiUi   —  «|«|  +  «o"3  I 


"3  = 


und  analog  wird  der  Ausdruck  der  Transformation  X4  =  28  T 
als  einer  Transformation  zwischen  Punkten: 


16 


xü  —      ct0  xü 


=  —  fti  ■*"(,  4"  «o  •7  I  +  ÖJ  S".  -  #3 

Xt'  =  —  ßt  x0  —  er,  Xx  +  «„  ^,  +  «,  ^3 
=  —  ^3  x0  4-  «,  xA  —  a{  xt  +  «o  -r3 


Wie  man  sieht,  treten  die  Parameter  [et,  ß)  in  den  analy- 
tischen Ausdrücken  der  wichtigsten  mit  einer  Bewegung  S  ver- 
knüpften Transformationen  in  sehr  einfacher  Weise  auf;  und 
dem  entsprechend  gestaltet  sich  auch  die  Rechnung  mit  diesen 
Transformationen  sehr  einfach,  indem  bei  Zusammensetzung 
mehrerer  von  ihnen  in  der  Regel  Graderniedrigungen  auftreten, 
hervorgerufen  durch  die  Abscheidung  von  Factoren  a00 ,  a0 
oder  ff0. 

Besondere  Beachtung  verdient  der  Ausdruck  der  dualisti- 
schen Transformation  T  durch  die  bilineare  Form  (H),  weil  er 
zeigt,  dass  die  Erzeugung  der  Bewegung  S  durch  Wiederhol umi 
der  Transformation  T  genau  dem  Verfahren  entspricht,  das  nach 
den  Untersuchungen  von  Hermite,  Cayi.ey  und  Anderen  zur  Dar- 
stellung der  allgemeinen  linearen  Transformation  einer  allge- 
meinen Flüche  2.  Classe  angewendet  wird. 
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Die  linearen  Transformationen,  die  eine  Fläche  2.  Classe 
und  t.  Ordnung 

«o*  +        +  «/  +  V  =  0 

unverändert  lassen,  sind  bekanntlich  identisch  mit  den  linearen 
Transformationen,  die  die  symmetrische  bilineare  Form 

17)  "u<'„  +  utvi  +  wtr«  +  Mfri 

in  sich  selbst  überführen.  Sie  zerfallen  in  zwei  Schaaren,  die 
boi  Beschrankung  auf  reelle  Transformationen  durch  das  Vor- 
zeichen der  Substitutionsdeterminante  unterschieden  werden 
können ;  die  eine  von  diesen  Schaaren  bildet  eine  continuirliche 
Gruppe,  die  als  die  Gruppe  der  Bewegungen  in  einem  Nicht- 
ISuclidischen  Raum  aufgefasst  werden  kann. 

Um  die  allgemeine  Transformation  dieser  Gruppe  zu  erhal- 
ten, bildet  man  nun  nach  Caylry  die  Summe  der  symmetrischen 
Form  (17)  und  einer  beliebigen  alternirenden  Form,  und  setzt 
diese  Summe  gleich  Null.  Damit  hat  man  den  Ausdruck  einer 
dualistischen  Transformation  T,  und  diese  ergibt,  zweimal  hinter 
einander  ausgeführt,  zwar  nicht  jede,  aber  doch  die  allgemeine 
Transformalion  der  genannten  Gruppe. 

Durch  ein  genau  entsprechendes  Verfahren  sind  wir  nun 
zur  Darstellung  der  Bewegungen  des  Kuelidischen  Raumes 
gelangt. 

Die  Gesammtheit  aller  linearen  Transformationen,  die  den 
sogenannten  absoluten  Kegelschnitt  unserer  Maassbestimmung, 
die  ausgeartete  Flüche  2.  Classe 

(18)  u*  +  u*  +  «,Ä  =  0 

in  sich  selbst  überführen,  zerfällt  ebenfalls  in  zwei  getrennte 
Sehaaren.  Von  diesen  bildet  die  eine  eine  siebengliedrige  con- 
tinuirliche Gruppe,  die  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformatio- 
nen.  Diese  enthalt  eine  sechsgliedrige  invariante  Untergruppe, 
die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  Raumes,  die  dadurch  gekenn- 
zeichnet sind,  dass  sie  als  Transformationen  von  der  Determi- 
nante Eins  geschrieben,  nicht  allein  die  Gleichuni/  (18),  sondern 
bereits  auch  die  zugehörige  symmetrische  bilineare  Form 

(19)  11,1»,  +  u%vt  +  MsVj 

unverändert  lassen. 

Wir  haben  nun  in  dem  Ausdruck  der  Transformation  T  die 
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Summe  der  Form  (1 9)  und  einer  allgemeinen  alternirenden  bi- 
linearen Form,  die  für  sich  gleich  Null  gesetzt,  den  Mittel complex 
vorstellt;  und  diese  Transformation  T  ergibt,  wie  gesagt,  zwei- 
mal hinter  einander  ausgeführt  ,  die  allgemeine  Bewegung  des 
Raumes. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Transformation  T  ist  so- 
eben angegeben  worden.  Wir  sind  also  durch  unsere  Unter- 
suchung nicht  allein  auf  eine  naturgemässe  Weise  dahin  geführt 
worden,  die  TlERiiiTE-CAYLBY'sche  Methode  auf  die  Bewegungen 
des  Raumes  anzuwenden,  sondern  wir  sind  auch  dazu  gelangt, 
dieser  Methode  eine  anschauliche  Deutung  unterzulegen. 

Es  muss  übrigens  noch  hervorgehoben  werden,  dass  man 
durch  Wiederholung  der  dualistischen  Transformation  T  zwar 
die  allgemeine,  aber  doch  nicht  jede  Bewegung  des  Raumes  dar- 
stellen kann.  Eine  genauere  Untersuchung  zeigt  vielmehr,  dass 
die  reinen  Drehungen,  die  Bewegungen  also,  bei  denen  der  Para- 
meter fi0  verschwindet,  ausgeschlossen  sind.  Eben  hierin  ist 
auch,  ganz  abgesehen  von  der  Forderung  der  bilinearen  Zusam- 
mensetzung der  Parameter,  die  Nothwendigkeit  begründet,  neben 
den  im  Ausdruck  von  T  allein  auftretenden  Parametern  crt,a3, 
/*u>  /A»  A  nocn  den  weiteren  Parameter  a0  einzuführen:  Erst 
durch  unsere  acht  Parameter  wird  wirklich  jede  Bewegung  dar- 
stellbar. 

Ferner  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  dualistische 
Transformation  T  nicht  etwa  die  einzige  dualistische  Transfor- 
mation ist,  durch  deren  Wiederholung  die  Bewegung  S  entsteht. 
Vielmehr  hat  z.  B.  die  dualistische  Transformation  SB  T  333  die- 
selbe Eigenschaft.  Die  Transformation  T  selbst  ist  allerdings 
die  einfachste  und  wichtigste  Transformation  dieser  Art.  — 

Die  continuirliche  Gruppe  einer  allgemeinen  Flache  2.  Gra- 
des ist  bereits  von  Cayley  durch  acht  homogene  Parameter  dar- 
gestellt worden,  zwischen  denen  eine  quadratische  Relation  be- 
steht. Es  liegt  daher  nahe,  zu  vermuthen,  dass  unsere  Formeln 
aus  den  CxYLEY'schen  durch  einen  Grenzübergang  erhalten  wer- 
den können.  In  der  That  lasst  sich  ein  solcher  Grenzübergang 
herstellen. 

Schreibt  man  die  CAYLEY'sche  Transformation  der  quadrati- 
schen Form 
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mit  Einführung  zweckmässigem  Bezeichnungen  an  Stelle  der 
CAYLEY'schen  so: 

<  =  < + <  -  Af  -  A 1  -  A1  -  Af)  x. 

+  2  («. A  —  «»A  +  «lÄ  -  «3 A)  •'*. 

+  2  (a,  a  -  0ff  A  +  «,A  -  «i  A)  *t 

r£0-  +  2  («o  A  —  «3  A  +  «i  A  —  «t  A)  'ra  i 

ör/  =  -  2  (a0A  -  «*  A  ~  «tA  +  «3  A)  •'"» 

+  2  («o«3  —  AA  +      —  A  A)  ^ 

—  Sfoa,  —  AA  —  «3«i  +  AA)  x3 1  usvv- 

so  lautet  die  genannte  quadratische  Relation 

IM         «oA  +  «.  A  +  «iÄ  +  «iA  =  0  • 

Was  die  Zusammensetzung  der  Parameter  angeht,  so  lässt 
sich  zeigen,  dass  sie  geleistet  wird  durch  die  Formeln  (3),  das 
Multiplicationstheorem  der  Quaternionen,  in  Verbindung  mit  den 

A"  =  «oA'  -  «iA'  -  «tA'  -  «>A' 
+  Aao'  —  ßiai  —  A«*'  —  A«3' 
+  AA'  —  AA'  —  AA'  —  AA'  > 
A"  =  «o A'  +  «,  A'  +  «* ßt  -  «SA' 
+  A«.'  +  A«o'  +  A<-  A< 
+  AA'  +  A  A'  +  AA'  —  AA'i  u.s.w4 

Führen  wir  nun  neue  Parameter  und  neue  Veränderliche  ein 
durch  die  Substitutionen 

(23)         er,  =  «i,      =  kßi>  x0  =  x{)1  x{  =  lxh 

und  setzen  wir  dann  nachtraglich  den  Parameter  A  gleich  Null, 
so  erhalten  wir  genau  die  früher  angegebene  Parameterdarstel- 
lung der  Bewegungen  des  gewöhnlichen  Raumes. — Es  braucht 
wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  auch  die  Gruppe  der  Be- 
wegungen im  Nicht-Euclidischen  Räume  einer  ganz  ähnlichen 
Behandlung  fähig  ist,  wie  wir  sie  für  die  Gruppe  der  Bewegungen 
im  gewöhnlichen  Räume  skizzirt  haben.  — 


Formeln 


(88) 
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Versuchen  wir,  die  Bewegungen  in  der  Euclidischen  Ebene 
unter  Anwendung  des  Hermite-Caylet  sehen  Verfahrens  durch 
Wiederholung  einer  dualistischen  Transformation  T  zu  erzeugen, 
so  gelangen  wir  nicht  zum  Ziel ;  und  ein  ähnliches  Verhalten 
zeigen  zweifellos  tlherhaupt  alle  Mannichfalligkciten  gerader 
Dimension. 

Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  ist  im  Falle  der  Ebene  in 
Folgendem  zu  suchen. 

In  der  Ebene  bilden  die  linearen  Transformationen  eines 
eigentlichen  Kegelschnittes  eine  irreducibele  Mannigfaltigkeit, 
eine  continuirliche  Gruppe:  und  diese  Transformationen  können 
nach  Hp.rmitr  durch  Wiederholung  einer  dualistischen  Transfor- 
mation erzeugt  werden.  Lassen  wir  nun  den  Kegelschnitt  aus- 
arten, etwa  in  das  Paar  der  sogenannten  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte, so  zerfallt  jene  Mannigfaltigkeit  in  zwei  getrennte 
Schaaren,  von  denen  die  eine  aus  den  Bewegungen,  die  andere 
aus  den  l/inlegungen  (symmetrisch-congruenten  Transformationen) 
der  Euclidischen  Ebene  besteht.  Nur  die  Umlegungen,  die  für 
sich  allein  keine  Gruppe  bilden,  können  auch  jetzt  noch  durch 
das  Hermite  che  Verfahren  erzeugt  werden,  die  Bewegungen  aber 
nicht  mehr. 

Gleichwohl  erhalt  man  aus  der  IlKRMiTF/schen  Transformation 
eines  allgemeinen  Kegelschnittes  in  der  Ebene  durch  geeignete 
Grenzübergänge  nicht  allein  Formeln  zur  Darstellung  der  Um- 
legungen, sondern  auch  Formeln  zur  Darstellung  der  Bewegungen 
der  Euclidischen  Ebene. 

Die  Formeln  zur  Darstellung  der  Bewegungen  können  so  ge- 
schrieben werden : 

(34  I  !"0?  +         =  "0?  ~  0| *' x+  2  "ü  *'  "J  +  2 (<v'5  ~~  ef*0fa ' 

"  '  \  (<V  +  «,4;//'=—  2 «()a,-.r+       —     ;y+'*!«a«i  +  «««t"' 
und  die  Formeln  zur  Darstellung  der  Umlegungen  so: 

\—  «*  +«»*) x'  =  !««*  —  «»*)  * "f  2  «4a3-  y-\-i  «„«,} 
'  |  „  tf  =2«2«3  •  v- («,*-  «,*)  y+2  oy^+cr,«,). 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln,  in  denen  den  Parametern  ai  wieder 
einfache  geometrische  Bedeutungen  zukommen,  kann  man  nun 
nicht  allein  zwei  Bewegungen,  sondern  auch  zwei  Umlegungeo, 


DiQiti; 


eo 


G 


CK 


(Jeher  die  Bewegungen  des  Raimes. 


oder  auch  eine  Bewegung  und  eine  Uiulegung  in  der  einfachsten 
Weise  zusammensetzen. 

Zwei  Bewegungen  S  (a)  und  S'  (a')  geben  hinter  einander 
ausgeführt  eine  neue  Bewegung  S"  =  S  S',  deren  Parameter 
durch  die  Formeln  geliefert  werden  : 


(26) 


u 
a 
« 


n 

0 

l> 

I 

if 

*. 

w 

3 


"«  «/   —  «I  «i 


ff,  ff/  +  ff,  «/  -f-  ff3ff/  - 


Ebenso  ergehen  zwei  Umlegungen  S[a)  und  S*(ff')  zusam- 
mengesetzt eine  Bewegung  S"  =  SN',  deren  Parameter  den  For- 
meln zu  entnehmen  sind: 


(27) 


a.  = 


N 


er,  = 


«u  «.S    +  «3  f'o'  +  «I  ai' 


ff,  ff, 

«1  «/ 

««  < 
ff,«/ 


Sei  ferner  8  (ff)  eine  Bewegung,  und  S'(«')  eine  Umlegung 
so  wird  die  zusammengesetzte  Transformation  S"  —  SS'  eine 
Umlegung  mit  den  Parametern: 


(28) 


tt%"  =  ff,  ff/  +  ff,  ff/  +  ff,  ff/  -  ff3«/ 


«, 


ff0  ff, 


«0  «3 


ff,  ff, 


Sei  endlich  S  «)  eine  Umlegung  und  S'  («')  eine  Bewegung, 
so  werden  die  Parameter  der  zusammengesetzten  Transformation 
S"  =  SS',  die  wieder  eine  Umlegung  ist,  gegeben  durch  die 
Gleichungen : 


29) 


ff, 


er.  = 


«„«,'  +  ff,  «/  4-  «,«/ 
-f  «,«/  +  ff3«,' 

4-  «3««' 


«3  «3 
ff3  ff/ 


«,«, 
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Der  Grund  für  die  bemerkenswerthe  Gesetzmässigkeit  der 
Formeln  (26)  •  •  •  (29)  liegt  darin,  dass  sie  allesammt  Grenzfälle 
der  Formeln  (3)  sind. 

Auch  im  Räume  stellen  sich  neben  die  congruenten  Trans- 
formationen, die  oofi  Bewegungen,  oo6  symmetrische  Transfor- 
mationen, » Umlegungen «  des  Raumes,  die  mit  den  Bewegungen 
zusammen  wieder  eine  Gruppe  bilden.  Auch  die  Umlegungen 
des  Raumes  lassen  sich  durch  unsere  Parameter  (er,  (i)  so  aus- 
drücken, dass  für  die  Parameter  zweier  hinter  einander  aus- 
zuführender Umlegungen,  oder  einer  Umlegung  und  einer  Be- 
wegung bilineare  Zusammensetzung  besteht.  Dieser  Gegenstand 
mag  indessen  späterer  Mittheilung  vorbehalten  bleiben.  — 

In  dieser  ganzen  Betrachtung  haben  wir,  um  ihr  einen  mög- 
lichst elementaren  Charakter  zu  verleihen,  alle  Coordinaten  und 
Parameter  einzeln  geschrieben.  Ich  bin  indessen  nicht  der  Mein- 
ung, dass  die  Art  von  Einfachheit,  die  dem  •gewöhnlichen  Co- 
ordinaten-Rechnen  innewohnt,  mit  dem  wahren  Wesen  der  Dinge 
zusammentrifft.  Es  ist  die  historische  Entwickclung  der  Wis- 
senschaft, die  Macht  einer  durch  Generationen  gepflegten  Ge- 
wohnheit, die  uns  Das  als  natürlich  erscheinen  lässt,  was  wir 
uns  in  den  ersten  Studienjahren  eingeprägt  haben.  Tiefer 
blickende  Geister,  wie  Leibniz  und  dann  vor  Allen  Hermann  Grass- 
mann, haben  uns  gelehrt,  dass  wir  dabei  nicht  stehen  bleiben 
dürfen.  Freilich  sind  wir  noch  lange  nicht  so  weit,  überall  nach 
den  Principien  verfahren  zu  können,  die  uns  Grassmann  als  ein 
werthvolles  Vermächtniss  hinterlassen  hat.  In  der  Theorie  der 
Bewegungen  jedoch,  wie  in  der  elementaren  Geometrie  über- 
haupt sind  wir  dazu  im  Stande. 

Ich  hoffe,  dass  es  mir  möglich  sein  wird  neben  die  hier 
geschilderte  demnächst  genauer  auszuarbeitende  Gestaltung 
der  Lehre  von  den  Bewegungen  später  noch  eine  andere  tu 
stellen,  daraus  alle  Willkür  des  Coordinatensystems  verschwun- 
den sein  soll.  Eine  solche  Behandlung  der  Bewegungen  wird 
zwar  nicht  ganz  so  »elementar«  sein,  wie  die  gegenwärtige, dafür 
aber  wird  die  algebraische  Natur  der  einzelnen  Processe  desto 
klarer  hervortreten. 
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Nach  dem  Vorgange  von  Riemann  und  Herrn  v.  Helmholtz 
habe  ich  versucht  die  Axiome,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen,  auf  ein  Minimum  zurückzuführen.  Ich  habe  mich  dabei 
auf  die  Seiten  dieses  allgemeinen  Problems  beschränkt,  welche, 
wie  mir  scheint,  bisher  nur  unvollkommen  behandelt  wTorden 
sind.  Eine  kurze  Zusammenfassung  meiner  wichtigsten  Resul- 
tate gab  ich  schon  im  Jahre  \  886  in  diesen  Berichten  in  der 
Note:  Bemerkungen  zu  v.  Helmholtz1  Arbeit  über  die  Thatsachen, 
die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

In  einer  Abhandlung,  die  vor  Kurzem  in  diesen  Berichten 
erschienen  ist,  entwickelte  ich  sodann  eine  ausführliche  Begrün- 
dung einiger  neuer  Resultate,  die  sich  durch  besondere  Einfach- 
heit und  Schönheit  auszeichnen.  In  der  nachstehenden  Arbeit 
gebe  ich  nunmehr  eine  vollständige  Darstellung  meiner  übrigen 
Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete.  Ich  glaube  durch  dieselben 
die  alteren  Untersuchungen  von  Herrn  v.  Helmholtz  und  von 
Riemann  wesentlich  vervollständigt  und  verbessert  zu  haben. 

Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  ich  mich  in  der  vorliegenden 
Arbeit  im  Gegensatz  zu  der  vorigen  auf  den  dreifach  ausge- 
dehnten Raum  beschränke.  Ich  bezweifle  nicht,  dass  die  hier 
abgeleiteten  Resultate  sich  auf  ;i-dimensionale  Räume  übertragen 
lassen.  Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen  diese  Uebertragung  durch- 
zuführen. Dieselbe  verlangt,  wie  es  scheint,  wesentlich  andere 
Methoden,  als  von  mir  im  Folgenden  benutzt  worden  sind. 
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In  neuerer  Zeit  hat  sich  Herr  Poincare  mit  ähnlichen  Unter- 
suchungen beschäftigt,  leider  ohne  die  einschlagende  Litteratur 
vollkommen  zu  kennen.  Es  ist  mir  aber  eine  Befriedigung  ge- 
wesen, dass  auch  dieser  grosse  Mathematiker  in  seiner  inter- 
essanten Note  meine  Theorie  der  Transformationsgruppen  zum 
Ausgangspunkte  genommen  hat.  Unter  diesen  Umstünden  ist  zu 
hoffen,  dass  die  Bedeutung  der  Gruppentheorie  für  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  in  künftigen  Untersuchungen  gebührend 
berücksichtigt  werden  wird. 

Herr  Poincare  hat  in  anderen  Arbeiten  die  Bedeutung  der 
Gruppentheorie  für  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  klarge- 
stellt. Diese  seine  Bemerkung  hat  in  neuerer  Zeit  die  Herren 
Sellin,  Stmiy  und  Sciieffkrs  zu  einer  Reihe  von  interessanten 
Untersuchungen  über  complexe  Zahlen  vom  gruppentheoretischen 
Standpunkt  veranlasst.  In  dieser  Richtung  ist  offenbar  noch  viel 
zu  thun. 

Andere  Verfasser,  insbesondere  die  Herren  Picard,  Sti  i»y 
und  Engel  haben  in  neuerer  Zeit,  wesentlich  im  Anschluss  an 
meine  Arbeiten,  die  Gruppentheorie  auf  die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen angewendet  und  mit  der  Invariantentheorie 
in  Verbindung  gebracht. 

Endlich  haben  die  Herren  Engel,  Killing  »)  und  Schi  r  sowie 
einige  unter  meinen  jüngeren  Schülern  mit  grossem  Erfolge 
in  der  abstracten  Theorie  der  Transformationsgruppen  gearbeitet. 

Unter  diesen  Umstünden  darf  ich  hoffen,  dass  die  Ent- 
wickelung  dieser  wichtigen  Theorie,  die  ich  als  meine  wesent- 
lichste Lebensaufgabe  betrachtet  habe,  auch  zukünftig  rasch 
vorwärts  schreiten  wird.  Insbesondere  wünsche  ich,  dass  die 
Bedeutung  dieser  Theorie  für  die  Diflerenluilgleichunrien  durch 
neue  Untersuchungen  klarer  gestellt  werde.  Es  dürfte  für 
jüngere  Mathematiker  eine  dankbare  Aufgabe  sein,  alle  von  mir 
skizzirten  Inlegrationstheorien  im  Einzelnen  auszuführen  und 
ihren  Zusammenhang  mit  anderen  Untersuchungen  auf  diesem 
Gebiete  klar  zu  stellen.    Ich  denke  hier  in  erster  Linie  an 


<)  Die  Untersuchungen  des  Herrn  Prof.  Killinü  über  die  Zusammen-* 
setzuny  der  Gruppen  gehen  wesentlich  weiter  als  meine  »Heren  Arbeilen 
auf  diesem  Gebiete.  Verbunden  mit  meinen  ülteren  Integrationstheorien 
geben  sie  Resultate  von  der  höchsten  Bedeutung  für  die  Integral- 
rechnung. 
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Halphen's  bekannte  Untersuchungen  über  Differentialinva- 
rianten. Ich  denke  ferner  an  neuere  Untersuchungen  von 
jüngeren  französischen  Mathematikern ,  die  thatsächlich  mit 
meinen  allgemeinen  Theorien  im  genauesten  Zusammenhange 
stehen. 

Auch  bei  der  Behandlung  von  rein  geometrischen  Pro- 
blemen gewährt  die  Gruppentheorie  oft  mächtige  Unterstützung. 

Schliesslich  glaube  ich,  dass  auch  die  Mechanik  dadurch 
gewinnen  wird,  wenn  sie  die  Principien  der  Gruppentheorie 
verwerthet. 

Ich  habe  geglaubt,  dass  es  nützlich  sein  könnte,  wenn  ich 
einmal  auf  die  Aufgaben  hinwiese,  deren  Erledigung  mir  zur 
Förderung  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  zunächst 
wünschenswerth  erscheint. 

Ich  hoffe  bald  dieser  Gesellschaft  eine  Reihe  Untersuchungen 
Über  unendliche  Gruppen  vorlegen  zu  können.  Die  Theorie  der 
unendlichen  Gruppen,  die  bis  jetzt  von  mir  nur  unvollkommen 
skizzirt  worden  ist,  eröffnet  den  Mathematikern  ein  noch  grösseres 
und  noch  dankbareres  Gebiet  der  Forschung,  als  die  Theorie  der 
endlichen  Gruppen. 

Ich  habe  es  für  richtig  erachtet,  der  nachstehenden  Arbeit 
eine  möglichst  elementare  Form  zu  geben;  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  habe  ich  daher  verhültniss- 
müssig  wenig  und  jedenfalls  nur  ganz  einfache  Satze  entlehnt. 


eine  Schaar  von  unendlich  vielen  reellen  Transformationen  des 
Raumes  ar,  yt  3,  über  welche  wir  die  folgenden  Annahmen 
machen: 

A^  Die  Functionen  /',  iy,  if>  mögen  analytische  Functionen 
der  Goordinaten  .t,  y,  z  und  der  Parameter  a, ,  o4,  a,  ...  sein. 
Hatii.-phy*  nas«o.  Ist*).  2  4 


Es  sei 
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B)  Zwei  Punkte  xt ,  y41  s,;  .rs,  yt,  r4  sollen  gegenüber 
jeder  Transformation  unserer  Schaar  eine  Invariante 

&  (xi »  Vi »  zt  >       >  Ht »  3t) 

haben.  Giebt  es  also  eine  Transformation  der  Schaar,  welche 
diesen  beiden  Punkten  die  neuen  Lagen 

ortheilt,  so  soll  die  Gleichung 

(•'•,'•  Wi  3,'>  ^i) !/*',  »3  =5=  ß(irtiyu  st>  ^ti  .'/*>  3*) 

bestehen. 

C)  Es  findet  im  Hiemann -llELMnoLTz'schen  Sinne  freie  Be- 
weglichkeit des  Raumes  statt.  Das  heisst,  der  Punkt  xt  ,  yt1  :•, 
kann  in  jeden  anderen  Punkt  tibergeführt  werden;  wird  der 
Punkt  x{ ,»/,,-,  festgehalten,  so  kann  jeder  andere  Punkt  .r,,  »^,3, 
(von  allgemeiner  Lage)  gerade  oo*  Lagen  annehmen,  welche  durch 
die  Gleichung: 

ßfo  r  2ft »  *o  ^i' ,  .Vi,  3«)  =  ßfo >  .V« >     >       &i  »J 

bestimmt  sind.  Werden  die  beiden  Punkte  xK ,  yk ,  z{  und 
•r«  >  .Vt  >  3»  festgehalten,  so  kann  ein  dritter  Punkt  x3 ,  ys ,  *,  von 
allgemeiner  Lage  gerade  oo1  Lagen  ccj,  y3i  s,'  annehmen,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen 

//i>     ^  vi,  3i)  =  ß(-T«.  y*, 3*>  ^3»  y3)  »») 

bestimmt  sind.  Werden  endlich  drei  Punkte  x{ ,  y{ ,  st;xt,yt,  %%\ 
rr3,  ;/3,  s3  festgehalten,  so  bleiben  alle  Punkte  des  Raumes  in 
Ruhe,  es  sollen  also  die  drei  Gleichungen:  v 

%>!f|.  »4»        Vir  »fl  =  ß(-'rn  .Vi»  *i>  r4i  .'Ar  3«> 

ßfo>  y<5  *ii     stf.  *«')  =  ß(»n  Vi,  3,,     y«i  3«) 

ß(«S»  !/3»  33-  '4>  //«'>  *fl  =  %>  .V3>  33,  »41  .Vi:  3J 
nur  für  x[  —  r, ,  //4'  =-     ,  ;4'  =  3,  erfüllt  sein. 
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Herr  v.  Helmholtz  betrachtet  ebenfalls  Transformations- 
gleichungen, an  die  er,  wenn  ich  ihn  richtig  verstanden  habe, 
die  drei  Forderungen  A,  B  und  C  stellt.  Ueberdies  stellt  er  noch 
eine  vierte  Forderung  (sein  Axiom  der  Monodromie),  die  in  seinen 
Untersuchungen  eine  ganz  besondere  Rolle  spielt.  Dieses  vierte 
Axiom  wird  in  meiner  Arbeit  gar  nicht  benutzt 

Ich  will  hervorheben,  dass  es  mir  keineswegs  klar  ist,  ob 
ich  Herrn  v.  Helmholtz's  Axiome  ganz  correct  wiedergegeben 
habe.  Besonders  an  einer  Stelle  habe  ich  Zweifel  gehegt,  denen 
ich  hier  dadurch  Ausdruck  gegeben  habe,  dass  ich  die  Worte 
»von  allgemeiner  Lage«  eingeklammert  habe.  Ich  komme  auf 
diese  für  das  Folgende  besonders  wichtige  Bemerkung  spater 
zurück.  Werden  die  eingeklammerten  Worte,  welche  bei  Herrn 
v.  Helmholtz  jedenfalls  nicht  ausdrücklich  vorkommen,  gestrichen, 
so  ergiebt  es  sich,  dass  die  drei  Axiome,  A,  B,  C,  von  denen 
sogar  das  erste  A  nicht  wesentlich  ist,  vollkommen  genügen,  um 
die  Bewegungen  des  Euclidischen  Raumes  vollständig  zu  eharak- 
terisiren*). 

Erfüllt  ein  System  von  Transformationsgleichungen  (\.)  die 
Forderungen  A,  B,  und  C,  so  leuchtet  unmittelbar  ein 

a)  erstens,  dass  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  solchen  Trans- 
formationen stets  wieder  mit  einer  Transformation  des  Systems 
iUjuivalent  ist; 

b)  zweitens,  dass  die  zu  einer  Transformation  der  Schaar 
gehörige  inverse  Transformation  ebenfalls  der  Schaar  angehört. 


<)  In  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  habe  ich  den 
Begriff  Invariante  von  q  Punkten  eingeführt.  Mit  Benutzung  dieses  allge- 
meinen Begriffes  kommen  die  Forderungen  B  und  C  darauf  hinaus,  dass 
jede  Invariante  von  q  Punkten  sich  auf  Invarianten  zweier  Punkte  zurück- 
führen lassen  soll. 

1)  Ich  will  hier  hervorheben,  dass  mein  Freund  Prof.  Klein  mich 
zuerst  auf  den  Zusammenhang  zwischen  der  mir  damals  unbekannten 
IlELMHOLTz'schen  Arbeit  und  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppcu 
aufmerksam  gemacht  hat.  Nach  wiederholten  Aufforderungen  von  seiner 
Seite  unternahm  ich  es,  eine  sorgfaltige  gruppentheoretische  Untersuchung 
des  Riem ann-H elm iiOLTz'schen  Problems  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
durchzuführen.  Herr  Klein  machte  mich  darauf  aufmerksam,  dass  die 
HF.LMnoLTz'schen  Resultate  nicht  von  allen  Seiten  als  endgültig  betrachtet 
würden. 

24* 
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Herr  v.  Helmholtz  siebt  diese  beiden  Schlüsse  nicht  aus- 
drtlcklich,  sie  sind  jedoch  implicite  in  seiner  Arbeit  enthalten. 

Nun  aber  definire  ich  eine  continuirliche  Transformations- 
gruppe als  eine  Schaar  von  Transformationen,  welche  die  Eigen- 
schaften a)  und  b)  besitzt.  Dabei  betrachte  ich  allerdings  im  All- 
gemeinen die  in  den  Transformationsgleichungen  auftretenden 
Grössen  als  complexe  Veränderliche  und  nehme  an,  dass  die 
Eigenschaften  a)  und  b)  für  beliebige  complexe  Werthe  der  be- 
treffenden Grössen  bestehen.  Das  macht  indess  keinen  wesent- 
lichen Unterschied,  weil  reelle  analytische  Gleichungen  von  der 
Form  (1.),  welche  die  Forderungen  a)  b)  für  alle  reellen  Werth- 
systeme erfüllen,  dies  auch  für  complexe  Werthsysteme  thun; 
das  werden  wir  bald  erkennen. 

Ein  System  Transformationsgleichungen  (I .),  welches  Herrn 
v.  Helmholtz's  drei  erste  Forderungen  A,  B  und  C  erfüllt,  be- 
stimmt unter  allen  Umstanden  eine  continuirliche  Transforma- 
tionsgruppe mit  drei  Veränderlichen  und  sechs  Parametern;  es 
sind  ja  drei  Bedingungen  erforderlich,  um  einen  ersten  Punkt 
r, ,  //, ,  v,  festzuhalten;  sodann  kann  ein  zweiter  Punkt  a\,  yi}  zi 
sich  nur  auf  einer  Flache  bewegen,  und  es  sind  somit  zwei  Be- 
dingungen erforderlich,  um  auch  diesen  zweiten  Punkt  festzu- 
halten; darnach  kann  ein  dritter  Punkt  «r3,  y31  s,  nur  eine  Curve 
beschreiben,  zum  Festhalten  desselben  genügt  somit  eine  einzige 
Bedingung. 

Da  es  aus  Herrn  von  Helmholtz's  Forderungen  unmittelbar 
hervorgeht,  dass  die  Transformationsgleichungen  (1.)  sowohl  die 
Eigenschaft  a)  wie  die  Eigenschaft  b)  besitzen,  ist  es  überflüssig, 
hier  auf  die  an  sieh  wichtige  Frage  einzugehen,  ob  die  Eigenschaft 
b)  eine  Consequenz  der  Eigenschaft  a)  ist.  An  einer  anderen 
Stelle  habe  ich  versucht,  diese  Frage  eingehend  zu  erörtern. 

Wird  zuerst  eine  beliebige  Transformation  der  Schaar  (I.) 
und  darnach  die  inverse  Transformation,  welche  ebenfalls  der 
Schaar  angehört,  ausgeführt,  so  entsteht  eine  Transformation  der 
Schaar.  Unsere  Gruppe  enthalt  somit  die  identische  Transfor- 
mation. Es  ist  daher  möglich,  den  Parametern  ax ,  at  .  .  .  solche 
Werthe  .  .  .  zu  ertheilen,  dass  die  Gleichungen 

ffay,  *, •••)  =  •'•  » 

0>(<r,  //,  z-.      ojj  •••)  =  y  , 


Digitized  by  Google 


Ukber  die  Grundlagen  der  Geometrie.  361 


bestehen.  Giebt  man  den  Parametern  Wcrthe  ak*-\~dak,  die 
von  den  aku  unendlich  wenig  verschieden  sind,  so  erhttlt  man 
jedesmal  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe. 

Ich  gebe  jetzt  eine  kurze  Zusammenstellung  meiner  für  das 
Folgende  notwendigen  Sätze  Uber  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen einer  Gruppe.  Dabei  muss  ich  hervorheben,  dass  meine 
Beweise  für  diese  Satze  noch  gültig  bleiben,  wenn  die  Gruppen- 
eigenschaft nur  für  reelle  Werthsysteme  als  gegeben  be- 
trachtet wird. 

Ertheilt  eine  infinitesimale  Transformation  den  Grössen  ac,  y,  3 
die  Zuwachse 

öx  —  £ (x,  y,  z)6t  ,    öy  =  i]dt  ,    dz  =  £(5/  , 

so  ertheilt  sie  einer  beliebigen  Function  f(x,  y,  z)  den 
Zuwachs : 

Kennt  man  die  Form  dieses  Zuwachses  für  ein  unbestimmtes  f, 
so  kennt  man  gleichzeitig  die  drei  Functionen  £,  t.  Daher  kann 
ich  den  Ausdruck: 

als  Symbol  meiner  infinitesimalen  Transformation  benutzen. 

Sind  mehrere  etwa  r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen : 


(Ä-  =  1,8  ...  r) 


vorgelegt,  so  bezeichne  ich  dieselben  als  von  einander  unab- 
hängig, wenn  sie  keine  lineare  Relation 

mit  constanten  Coefficienten  identisch  erfüllen. 

Dies  vorausgesetzt,  lauten  die  betreffenden  Fundamental- 
ste folgendermassen.. 
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I.  Eine  continuirliche  Transformationsgruppe  mit  r  wesent- 
lichen Parametern  deren  Transformationen  sich  paarweise  als 
inverse  zusammenordnen  lassen)  enthält  r  unabhängige  Trans- 
formationen X,  f .  .  .  Ar/\  und  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe  hat  die  Form 

<'*  VH  H  *r*rf  » 

wo  e,  ...  er  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

II.  Die  oor  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  ordnen 
sich  in  oo'  ~* 1  verschiedene  Untergruppen,  deren  jede  nur  einen 
Parameter  und  eine  infinitesimale  Transformation 

<VVH  h«rV 

enthalt. 

III.  Sind  A',/* . . .  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  erfüllen  dieselben 
paarweise  Relationen  von  der  Form: 

1  ...r 

in  denen  die  ciks  Constanten  bezeichnen. 

IV.  Sind  umgekehrt  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: A,/\  . .  Xrf  gegeben,  welche  Relationen  von  der 
Form: 

1  ...r 

Xixfcf—  xkxif=]£  ciknXJ 

■ 

erfüllen,  so  gicbt  es  eine  Gruppe  mit  r  Parametern,  deren  in- 
finitesimale Transformationen  die  Form:  et X, /*+•••  -+■  <\ -Xrf 
haben. 

Aus  diesen  Sätzen  können  wir  nun  sogleich  einen  wichtigen 
Schluss  ziehen. 

Satz  1.  Erfüllen  die  Transformalionsgleichungen  (1.)  die 
Forderungen  B,  C,  wenn  die  auftretenden  Grössen  als  reelle  Ver- 
änderliche betrachtet  werden,  so  bestimmen  diese  Gleichungen  auch 
dann  eine  Gruppe,  wenn  die  Grössen  x ,  y,  z ,  ai:  at  .  .  .  als 
complexe  Veränderliche  aufgefassl  werden. 
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In  der  That,  die  Sätze  I,  II,  III,  IV  behalten  ihre  Geltung. 
Unsere  Gruppe  von  reellen  Transformationen  (4 .)  enthalt  r  reelle 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  XJ. . .  Xr/\  welche 
Relationen  von  der  Form  : 


1  ...  r 


s 

mit  reellen  Constanten  ciks  erfüllen.  Daher  erzeugen  die  infini- 
tesimalen Transformationen : 

<V\A+  r-  erxrf  > 

auch  wenn  et  ...  er  als  complexe  Constanten  aufgefasst  werden, 
eine  Gruppe  von  complexen  Transformationen,  unter  denen  sich 
die  reellen  Transformationen  (1.)  befinden. 


§2. 

Ableitnng  mehrerer  Hölfssätze. 

In  dieser  Arbeit  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  alle  sechsglied- 
riyen  Transformationsgruppen 

{k  =  1  ...  6) 

des  Baumes  x,  3  zu  finden,  welche  durch  reelle  analytische 
(Gleichungen  definirl  sind  und  für  reelle  Punkte  die  Forderungen  B 
und  C  erfüllen.  Wir  wollen  zunächst  mehrere  Eigenschaften  der 
gesuchten  Gruppen  ableiten ;  dadurch  wird  uns  die  wirkliehe 
Bestimmung  aller  dieser  Gruppen,  die  wir  in  den  folgenden 
Paragraphen  durchfuhren,  wesentlich  erleichtert. 

Wir  stellen  die  Forderung  B,  dass  alle  Transformationen 
der  gesuchten  Gruppe  eine  gewisse  Function  der  Coordinalen 
zweier  Punkte: 

invariant  lassen  sollen.  Alsdann  verhält  sich  natürlich  auch  jede 
Function  von  £}  als  absolute  Invariante.  Die  Forderung  C  lehrt 
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uns  überdies,  dass  zwei  Punkte  ausser  Q  (und  allen  Functionen 
von  ß)  keine  absolute  Invariante  haben. 

Da  alle  endlichen  Transformationen  unserer  Gruppe  durch 
unendlich  oft  wiederholte  Ausführung  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  werden,  so  deckt  sich  die  Forderung,  dass 
ß  alle  endlichen  Transformationen  unserer  Gruppe  gestatten 
soll,  damit,  dass  ß  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  es  sechs  un  - 
abhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe 

'  • '  x*f 

gestatten  soll. 

Erhalten  nun  x{ ,  yK ,  %itx%i  ?/,,  z,  bei  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  die  Incremente  öxiy  dyt1  dzr 
tfaSg,  dyt1  özt1  so  erhält  eine  Function  f(x{ ,  yt9  z{1  xt,  y%1  st) 
das  Increment: 


Unsere  Forderung,  dass  unsere  Gruppe  eine  und  nur  eine  Inva- 
riante zweier  Punkte  besitzen  soll,  kommt  hiernach  darauf  hinaus, 
dass  die  sechs  linearen  partiellen  Differentialgleichungen : 


Wkf=  0  =  £A. [«„ jff>  *t)       +  rjk(. .  •)      H  h  &fcf*„  «/*,  3t)  jj- 

(Ä  =  1 ,  2  •  •  •  6) 
eine  und  nur  eine  gemeinsame  Lösung : 

/*  =  12(0?,,%,  3,,  X',,  »/,,  3,) 

besitzen  sollen. 

Nun  leuchtet  ein,  dass  die  W^/wic  die  X^f  paarweise  Re- 
lationen von  der  Form : 

1 

erfüllen.  Sollen  daher  die  Gleichungen  Wkf  =  0  ein  vollständiges 
System  mit  nur  einer  Lösung  bestimmen,  so  ist  dazu  nur  erforder- 
lich, dass  die  Determinante 
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kientisch  verschwindet^  während  ihre  fünfreihigen  Unterdetermi- 
nanten nicht  alle  gleich  Null  sind.  Also : 

Satz  2.  Bei  einer  sechsgliedrigen  Gmppe  Xtf  .  . .  Xftf  haben 
zicei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante,  sobald  die  Determinante 
J  identisch  verschwindet,  während  ihre  fünf  reih  igen  Unterdeter- 
minanten nicht  alle  gleich  Null  sind. 

Für  die  Anwendungen  ist  es  nützlieh,  dieses  Kriterium  auf 
eine  andere  Form  zu  bringen.  Das  erreichen  wir  folgcndcr- 
raassen. 

Wir  multipliciren  die  Wkf  mit  solchen  Functionen  \pk  von 
xn  y^^  34  >  dass  m  dem  Ausdrucke 

VWH  H*.  WJ 

die  Coefficicnten  von  r-^- ,  ~-  alle  gleich  Null  werden. 

ox,    hyt  Ö31 

Diese  Forderung  genügt  natürlich  nicht  zur  Bestimmung  der  ipk\ 
die  Gleichungen : 

*ifi(»u!f|i  =t)  H  V  ^fe(«i»yn  3i)  =  o 

<Mi(  •  •  '  H  r-^9t(   •  •  •  )  =  0 

ftCil  •  •  •  )  H  h  ^K,^,*«)  =  0 

lassen  sich  nämlich,  da  die  Gruppe  XJ  •  •  •  XJ  transitiv  ist,  nach 
drei  von  den  \pk  auflösen,  und  es  können  daher  die  drei  übrigen 
\}>k  willkürlich  gewühlt  werden. 

Unter  allen  möglichen  in  dieser  Weise  hervorgehenden 
Ausdrücken  2\pk  •  \Vkf  können  wir  drei  wählen,  etwa 

welche  keine  Relation : 
erfüllen.  Setzen  wir  dann: 
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so  verschwindet  die  Determinante 

-  f  w      t,  =  J 

gleichzeitig  mit  J,  da  J  und  J  sich  nur  um  einen  nicht  ver- 
schwindenden Factor 

unterscheiden.  Es  leuchtet  andererseits  ein,  dass  alle  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  von  J  nur  dann  verschwinden, 
wenn  alle  fünfreihigen  Determinanten  von  J  gleich  Null  sind. 
Bei  einer  sechsgliedrigen  Gruppe  Xtf .  . .  Xaf  haben  daher  zwei 
Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante,  sobald  die  dreireihige  Deter- 
minante J  identisch  verschwindet,  während  ihre  zweireihigen 
Unterdeterminanten  nicht  alle  gleich  Null  sind. 

Es  ist  nützlich,  den  begrifflichen  Sinn  dieses  neuen  Krite- 
riums naher  zu  erörtern. 

Dass  alle  Transformationen  unserer  sechsgliedrigen  Gruppe 
eine  und  nur  eine  Function  der  Coordinaten  zweier  Punkte 
x\y  ?/n  z\  una<  x%i  .Vi»  st  invariant  lassen,  kommt  darauf  hinaus, 
dass  ein  beliebig  gewähltes  Punktepaar  durch  die  Transforma- 
tionen der  Gruppe  nicht  in  alle  anderen  Punktepaare,  sondern  nur 
in  oo5  verschiedene  Punktepaare  übergeführt  werden  kann.  Das 
ist  offenbar  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  erstens  ein  be- 
liebig gewählter  Punkt  xK,  yK,  zK  in  jeden  andern  Punkt  x[,  y[,  s[ 
übergeführt  werden  kann  und  wenn  zweitens  die  Transforma- 
tionen der  Gruppe,  welche  den  Punkt  x[,  y'{1  z[  invariant  lassen, 
einem  beliebig  gewählten  Punkte  xt,  y4,  zt  noch  gerade  oo* 
verschiedene  Lagen  ertheilen  können. 

Bei  einer  sechsgliedrigen  Gruppe  haben  daher  zwei  Punkte 
eine  und  nur  eine  Invariante,  sobald  erstens  die  Gruppe  transitiv 
ist  und  sobald  zweitens  die  Transformationen  der  Gruppe,  dk 
einen  beliebig  gewählten  Punkt  x[,  gl,  z[  festhalten,  jeden  anderen 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  oo*  verschiedene  andere  Punkte 
iiberf üh ren  könn en . 

Hiermit  ist  die  begriffliche  Deutung  des  früher  abgeleiteten 
analytischen  Kriteriums  gefunden.  InderThat,  die  infinitesimalen 

Transformationen:  WJ  =J|£ViJfc       U\  >  3i)  ^kf  lassen  den 
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Punkt  xn  yx,  zK  in  Ruhe  und  sind  die  allgemeinsten  Transfor- 
mationen der  Gruppe  Xkf,  welche  diesen  Punkt  invariant  lassen. 

Diiss  die  Determinante  J  verschwindet,  während  ihre  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  nicht  alle  gleich  Null  sind,  bedeutet, 

dass  die  Transformationen  WJ  den  Punkt  ort,  yt,  z%  in  gerade 
oo1  verschiedene  andere  Punkte  überführen  können. 

Betrachten  wir  für  einen  Augenblick  die  Gruppe  der  Eucli- 
dischcn  Bewegungen.  Alle  Transformationen  dieser  Gruppe,  die 
einen  Punkt  /•,,  yv  zK  in  Ruhe  halten,  ertheilen  einem  anderen 
Punkte  xt1  yt1  zt  oo*  verschiedene  Lagen,  deren  Inbegriff  eine 
Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  xK,  yv  zK  bildet.  Die  oo3  Punkte  des 
Baumes  vertheilen  sich  auf  oo'  Kugeln  mit  demselben  Mittel- 
punkt <r4>y4l 

In  dem  allgemeinen  von  uns  betrachteten  Falle  ist  es  zweck- 
mässig, eine  entsprechende  Ausdrucksweise  anzuwenden.  Die 
Transformationen  unserer  Gruppe,  welche  den  Punkt  x{ ,  y{ ,  st 
in  Ruhe  halten,  ertheilen  einem  anderen  Punkte  xt ,  yt ,  z%  oo* 
verschiedene  Lagen,  deren  Inbegriff  eine  Fläche  bildet;  wir 
nennen  diese  Flache  eine  Pseudokugel  und  betrachten  xn  y{,  z{ 
als  ihren  Pseudomütelpunkt.  Jeder  Punkt  x{,  yr  st  ist  auf  diese 
Weise  der  Pseudomittelpunkt  von  oo'  Pseudokugeln.  Jede  Pseudo- 
kugel mit  dem  Mittelpunkt  /•„  yv  zt  wird  dargestellt  durch  die 
Gleichung : 

wenn  wir  darin  x°f1  yj,  z\  als  einen  gegebenen,  a?Ä>  yt,  z%  als  einen 
veränderlichen  Punkt  betrachten. 

Alle  Transformationen  WJ  unserer  Gruppe,  welche  den 
Punkt  xv  y{,  z{  in  Ruhe  lassen,  führen  jeden  Punkt  in  die  ooa 
Punkte  der  hindurchgehenden  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte 

xv  y»  z\  uber- 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  das  früher  abgeleitete 
analytische  Kriterium  in  der  folgenden  Form  aussprechen : 

Satz  3.  Bei  der  sechsyliedrigen  Gruppe: 

(*=!,...  6) 
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besitzen  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante,  wenn  erstens 
die  dreireihigen  Determinanten  y±:  £f  rik  £y  nicht  alle  verschwinden, 

und  wenn  zweitens  die  Determinante  J  von  drei  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  e{  Xt  f  -\-  -  •  •  +  c6.Y0/*,  welche 
einen  Punkt  allgemeiner  Lage  .t,  ,  yi ,  zx  invariant  lassen ,  selbst 
verschwindet,  während  ihre  zweireihigen  Unterdeterminanten  nicht 
alle  gleich  Null  sind. 

Alle  Pseudokugeln  mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
xt1  y„  J3,  erfüllen  nach  dem  Vorangehenden  drei  lineare  partielle 
Differentialgleichungen 


WJ=0,    H ,/•=(>,    WJ=0  , 

unter  denen  jedoch  nur  je  zwei  von  einander  unabhängig  sind. 
Es  seien  demnach : 

zwei  unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen,  welche 
von  allen  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte  xa  yt,  3<  erfüllt 
werden. 

Nach  ihrer  Ableitung  hängen  die  Coefficienten  akl  [ik,  yk 
nicht  nur  von  x}  y,  3,  sondern  auch  von  xi9ffit  3,  ab  und  wir 
werden  zeigen,  dass  sie  von  tf4,y,,  z{  nicht  blos  formal  ab- 
hangen. 

Unsere  Behauptung  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  Schaar: 

1  y%  1  -4 1  xi  y  1 s)  = a  =  ConsL 

der  Pseudokugeln  mit  demselben  Mittelpunkte  nicht  von  diesem 
Mittelpunkte  unabhängig  sein  kann ;  anders  ausgesprochen :  wir 
behaupten,  dass  es  im  Räume  mehr  als  00 1  verschiedene  Pseudo- 
kugeln giebt. 

Setzen  wir  in  der  That  voraus,  dass  es  nur  00 1  Pseudokugeln 
giebt,  dass  also  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eine  Pseudo- 
kugel  hindurchgehl.  Halten  wir  nun  mit  Herrn  v.  Helmholtz 
zwei  reelle  Punkte  p{  und  p%  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  kann 
nach  seinem  Principe  der  freien  Beweglichkeit  ein  beliebiger 
dritter  Punkt  p  sich  nur  auf  einer  Curvc  bewegen  und  zwar  auf 
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der  Schnittcurve  der  beiden  durch  />  gebenden  Pseudokugeln, 
deren  Mittelpunkte  eben  p{  und  ;>4  sind.  Das  Princip  der  freien 
Beweglichkeit  schliesst  also  die  Annahme,  dass  durch  p  nur  eine 
Pseudokugel  hindurchgeht,  ohne  Weiteres  aus. 

Betrachtet  man  daher-  jeden  Punkt  des  Raumes  als  Mittelpunkt 
von  oo1  Pseudokugeln,  so  ist  die  Anzahl  aller  dieser  Pseudokugeln 
mindestens  oo*. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  es  unmöglich  ist,  in  den 
Veränderlichen  x,  y,  z  zwei Unabhängige  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen; 

aufzustellen,  welche  von  allen  Pseudokugeln  des  Raumes  be- 
friedigt werden,  wohlbemerkt,  wenn  die  Forderung  hinzugefügt 
wird,  dass  die  Coefficienten  ctk,  ßk,  yk  von  den  Goordinaten 
xK ,  yK ,  zK  des  Mittelpunktes  unabhängig  sein  sollen. 

Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  behaupten,  dass 
es  sogar  unmöglich  ist,  eine  einzelne  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

'  bx     r  by     '  bz 

anzugeben,  welche  von  allen  Pseudokugeln  des  Raumes  erfüllt 
wird  und  deren  Coefficienten  von  ar, ,  y, ,  z{  unabhängig  sind. 

Gesetzt  niimlich,  dass  alle  Pseudokugeln  des  Raumes  eine 
Gleichung:  A\ '  =  0  erfüllten,  deren  Coefficienten  von  r,  y,  z 
unabhängig  waren.  Alsdann  besüssen  alle  Pseudokugeln  die  ge- 
meinsame Gleichungsform  u  —  /'(t?)  =  0,  wo  h  und  V  zwei  un- 
abhängige Lösungen  der  Gleichung  Af-=  0  bezeichneten.  Zu- 
gleich bestimmten  die  Gleichungen: 

u  =  a  =  Const.  ,    v  «  b  =  Gonst. 

oo*  Curven  des  Raumes:  die  MoNGE'schen  Charakteristiken  der 
Gleichung  Af  =  0,  und  jede  Pseudokugel  wäre  von  oo'  solchen 
Charakteristiken  erzeugt. 
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Da  nun  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eine  Charakte- 
ristik hindurchgeht,  so  hatten  alle  durch  den  Punkt  p  gehenden 
Pseudokugeln  eine  gemeinsame  Schnittcurve,  nämlich  die  durch 
diesen  Punkt  gehende  Charakteristik. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  die  Charakteristiken  reelle  Curven 
sein  müssen.  Denn  nach  v.  Helhholtz1  Princip  der  freien  Beweg- 
lichkeit schneiden  sich  zwei  durch  einen  reellen  Punkt p  gehende 
Pseudokugeln  mit  den  Mittelpunkten  pK  und  pt  in  einer  reellen 
Curve,  welche  von  dem  Punkte  p  durchlaufen  wird,  wenn  die 
beiden  Punkte  pi  und  pt  festgehalten  und  sodann  die  noch  mög- 
lichen Bewegungen  des  Raumes  ausgeführt  werden.  Erfüllten 
daher  alle  Pseudokugeln  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af  =  0 ,  so  müssten  die  Coefficienten  a,  ft,  y  oder  jedenfalls  ihre 
Verhaltnisse  reelle  Functionen  von  x,  y,  z  sein. 

Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Fall  gar  nicht  ein- 
treten kann.  Das  Princip  der  freien  Beweglichkeit  verlangt  ja. 
dass  wenn  drei  Punkte  von  allgemeiner  Lage:  pv  pt  und  />,  fest- 
gehalten werden,  dass  dann  die  durch  einen  vierten  Punkt  p 
von  allgemeiner  Lage  gehenden  Pseudokugeln  mit  den  Mittel- 
punkten pt1  pt,  pt  nur  den  einen  Punkt  p  gemein  haben. 

Es  gilt  somit  der 

Satz  4.  Erfüllt  eine  sechsgliedrige  Transformat tonsgruppe 
die  beiden  Forderungen  B  und  C,  so  gieht  es  keine  lineare  partielle 
Differentialgleichung : 

welche  von  allen  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte  xt  ,yt,  s, 
befriedigt  wird  und  deren  Coefficienten  von  .r, ,  yt1  yk  unabhängig 
sind. 


Aus  den  beiden  abgeleiteten  Httlfssatzen  lassen  sich  jetzt 
wichtige  Schlüsse  ziehen,  welche  die  Bestimmung  aller  sechs- 
gliedrigen  Transformationsgruppen  mit  den  verlangten  Eigen- 
schaften wesentlich  erleichtern. 

Zunächst  zeigen  wir,  dass  eine  sechsgliedrige  Transfor- 
mationsgruppe, welche  die  beiden  Forderungen  B  und  C  erfüllt, 
nie  zwei  infinitesimale  Transformationen: 
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enthält,  welche  durch  eine  lineare  Relation 

9\  (•'•»  y»  z)  xif  +  Pito    3)  V  =  0 

verknüpft  sind  und  somit  dieselben  Bahncurven  besitzen. 

Enthielte  nämlich  die  Gruppe  zwei  solche  infinitesimale 
Transformalionen  A4/'und  Xtf,  so  besüsse  sie  auch  immer  eine 
von  der  Form:  r,  Xxf  +  ct  A's /*,  welche  einen  beliebig  gewählten 
Punkt  ar„  yu  *,  in  Ruhe  liesse,  miralich  die  Transformation: 

<JP,  (a-n  2/,,  *■)  '  V 4-  ft,  =,)  •  V  . 

Ks  erfüllten  daher  alle  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkt«» 
•rn.f/i>  5i  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung 

[ft  («i,  2/, i  *«)  •  y,(a?,  f/,  -  f/)t  [xv  //,,  j,J  •  (.t,  y,  s)J  >,/*=  0  , 
welche  mit  der  Gleichung 

ae(juivalent  wäre,  da  der  Factor: 

to>  y«>  sii  •  ?tto  y>  *)  —  ?tto>  y«>  »J  ■  Vita  .'/> 5) 

nicht  identisch  gleich  Null  ist.  Hiermit  sind  wir  indess  auf  einen 
Widerspruch  geführt,  weil  alle  Pseudokugeln  mit  dem  Mittel- 
punkte .r, ,  y, ,  keine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  erfüllen  können,  deren  Coefficienten  von  <Bvfft1  zt 
unabhängig  sind. 

Später  wird  sich  ergeben,  dass  eine  sechsgliedrige  Gruppe 
häufig  eine  Schaar  von  oo1  Flächen  invariant  lässt.  Es  ist  daher 
zweckmässig,  schon  hier  Gruppen  zu  betrachten,  welche  die 
beiden  besprochenen  Forderungen  erfüllen  und  gleichzeitig  eine 
Schaar  von  oo'  Flüchen  r/>(r,  y,  s)  =  a  =  Const.  invariant  lassen. 
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Ist  eine  derartige  Gruppe  vorgelegt,  so  könnet  wir  durch 
Einführung  des  (p  als  eines  neuen  x  immer  erreichen ,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe  siimmtlieh  die 
Form: 

erhalten,  wo  die  |fc  nur  von  x  abhangen.  Es  ist  dann  klar,  dass 

die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  |Ä  [x]  ~  selbst 

eine  Gruppe  erzeugen.  Nach  meiner  allgemeinen  Theorie  kann 
überdies  stets  eine  solche  Function  von  x  als  neues  x  eingeführt 
werden,  dass  alle  £k  ganze  Functionen  vom  zweiten  Grade  in  x 
werden : 

£*  =  «jt  +  &*tt  +  ^4  • 

Es  sind  daher  immer  vier  oder  eine  noch  geringere  Anzahl 
fit  immer  durch  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten 
verknüpft.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Möglichkeiten 
in  unserem  Falle  wirklich  eintreten  können. 

Da  die  sechsgliedrige  Gruppe  transitiv  ist,  können  die  ^. 
nicht  alle  gleich  Null  sein ;  daher  kommen  in  den  zwischen  $k 
bestehenden  linearen  homogenen  Relationen  mindestens  zwei 
solche  Grössen  vor.  Wäre  mm  dies  der  Fall,  so  bestimmten  alle 

§1  r^-  =  fjt/>eine  eingliedrige  Gruppe,  welche  auf  die  Form  p  re- 

o  x 

ducibel  wäre.  Dann  wiire  xi  —  x%  eine  Invariante  von  zwei 
Punkten,  und  also  würden  die  zu  dem  Mittelpunkte  xK,yK,  zt 
gehörigen  oo4  Pseudokugeln  durch  die  Gleichung 

xt  —  x  =  a  =  Const. 

dargestellt.  In  diesem  Falle  existirten  also  nur  oo1  Pseudokugeln, 
niimlich  die  Ebenen  ./*  =  Const. ;  da  aber  die  Anzahl  der  Pseudo- 
kugeln, wie  früher  nachgewiesen,  immer  grösser  als  oo'  ist,  so 
können  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen:  sjt(.r)  p 
nicht  blos  eine  eingliedrige  Gruppe  bestimmen. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  es  denkbar  ist,  dass  die 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  i-k  [x)  p  eine  zwei- 
gliedrige  Gruppe  bestimmen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
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kommt,  ob  es  denkbar  ist.  dass  jedesmal  drei  von  den  Grössen  $k 
durch  eine  lineare  homogene  Relation  verknüpft  sind. 

In  dem  angenommenen  Falle  Hessen  sich  die  £/t.  nach  meiner 
allgemeinen  Theorie  auf  die  Form 

ak  +  Vr 

bringen,  es  enthielte  also  die  sechsgliedrige  Gruppe  des  Raumes 
sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  : 

+  (A*  =3,  4,  5,  6;  , 


wo  zur  Abkürzung 


V  V 


gesetzt  ist.  Ein  Punkt  ac.,  i/.,  von  allgemeiner  Lage  gestattete 
in  Folge  dessen  drei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form : 


deren  Determinante 


0 
0 


1*  rS 


nach  dem  Satze  3  sicher  Null  wäre.  Unsere  Gruppe  enthielte 
also  zwei  infinitesimale  Transformationen  Xtf  und  \3/*,  welche 
durch  eine  lineare  Relation: 

verknüpft  waren.  Da  dies  indess  nach  einer  früheren  Bemerkung 
ausgeschlossen  ist,  folgt  der 

Matb.-phys.  CUsse.  1MK).  25 
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Satz  5.  Lüsst  eine  sechsgliedrige  Transformationsgruppe  des 
Baumes  x,  y,  z,  welche  die  Forderungen  B  und  C  erfüllt  ,  eine 
Schaar  von  oo1  reellen  oder  imaginären  Flüchen  invariant,  so 
transformirt  sie  diese  Flächenschaar,  die  ja  eine  einfach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit  bildet,  durch  eine  dreigliedrige  Gruppe. 

In  meiner  ersten  Abhandlung  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  zeigte  ich,  dass  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  der 
Ebene  entweder  aus  allen  projectiven  Transformationen  besteht, 
welche  einen  Kegelschnitt  invariant  lassen,  oder  einen  Punkt  in 
Ruhe  lässt. 

Für  das  Folgende  ist  es  nothwendig,  ähnliche  Satze  für  ein- 
und  zweigliedrige  projective  Gruppen  aufzustellen. 

Eine  eingliedrige  projective  Gruppe  einer  Ebene  lässt  immer 
mindestens  einen  Punkt  in  Ruhe. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  zweigliedrige  projective  Gruppe 
%tfi  xtl  der  Ebene.  Eine  allgemeine  infinitesimale  Transfor- 
mation c4  X{  f  -\-ct  \tf  lüsst  entweder  mindestens  einen  isolirten 
Punkt  oder  alle  Punkte  einer  Geraden  in  Ruhe.  Im  ersten  Falle 
ist  es  denkbar,  dass  alle  oo1  infinitesimalen  Transformationen 
c,A\  -f-  ct  \4  denselben  Punkt  in  Ruhe  lassen;  tritt  dieser  Fall 
nicht  ein,  so  bilden  die  oo'  invarianten  Punkte  eine  Curve, 
welche  offenbar  bei  der  zweigliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt. 
—  Uisst  andrerseits  eine  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
°i ^tf  ~r~  CA/  a^e  Punkte  einer  Geraden  in  Ruhe,  so  ist  es  denk- 
bar, dass  zu  allen  Transformationen  dieselbe  Gerade  gehört,  es 
ist  aber  auch  denkbar,  dass  oo1  solche  Gerade  auftreten,  welche 
dann  eine  invariante  Curve  oder  einen  invarianten  Punkt  um- 
hüllen. 

Bei  einer  zweigliedrigen  projectiven  Gruppe  bleibt  also 
entweder  ein  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  eine  krumme  Curve 
invariant.  Im  zweiten  dieser  drei  Fülle  bleibt  auf  der  Geraden 
nothwendig  ein  Punkt  stehen.  Im  dritten  Falle  ist  die  kmmme 
Curve  nach  einem  bekannten  Satze  ein  Kegelschnitt  und  auf 
diesem  Kegelschnitt  bleibt  ebenfalls  ein  Punkt  invariant.  Es 
gilt  somit  der  allgemeine  Satz: 

Satz  6.  Lässt  eine  projective  Gruppe  der  Ebene  mit  weniger 
als  vier  Parametern  keinen  Punkt  in  Ruhe,  so  ist  sie  dreigliedrig 
und  besteht  aus  allen  projectiven  Transformationen,  welche  einen 
Kegelschnitt  in  sich  uberfuhren. 
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§3. 

Zerlegung  des  Problem*. 

Jetzt  können  wir  unser  allgemeinesProblem  in  Angriff  nehmen 
und  alle  sechsgliedrigen  Transformationsgruppen  des  Raumes  be- 
stimmen, bei  denen  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante 
haben,  während  freie  Beweglichkeit  im  bekannten  Sinne  statt- 
findet. 

Ist  eine  derartige  Gruppe  vorgelegt,  so  erzeugen  alle  Trans- 
formationen derselben,  die  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in 
Hube  lassen ,  eben  weil  die  Gruppe  transitiv  ist ,  eine  drei- 
gliedrige  Untergruppe.  Die  durch  den  festgehaltenen  Punkt 
gehenden  Linienelemente  bilden  eine  zweifach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit,  welche  von  den  Transformationen  der  soeben 
besprochenen  dreigliedrigen  Gruppe  projeetiv  transformirt  wird. 
Diese  projectiven  Transformationen  unserer  zweifach  ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit  bilden  eine  Gruppe  mit  liih'hsfcns  drei 
Parametern1).  Daher  zeigen  die  vorangehenden  Entwickelungen 
(Satz  0  ,  dass  zwei  Möglichkeiten  vorhanden  sind.  Mit  jedem 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  ist  entweder  eine  Richtung 
dx:dy:dz  oder  ein  Kegel  zweiten  Grades  invariant  verknüpft. 

Im  letzten  Falle  liisst  die  Gruppe  eine  Differentialgleichung 
zweiten  Grades 

0  =  a  da?  +  (id  rf  +y  d%*  -f-  2 1  dx dy  -\-  Z<p  dy  d  z  -f-  2      z  d  r 

invariant;  sie  ist  überdies  primitiv,  weil  mit  einem  Punkte  all- 
gemeiner Lage  kein  Linienelement  und  auch  kein  Flachenelement 
invariant  verknüpft  ist. 

Diesen  Fall  habe  ich   in  früheren  Arbeiten  erledigt  vgl. 

• 

1}  Wenn  ich  Herrn  v.  Hklvholtz's  Arbeit  richtig  verstanden  habe, 
enthält  dieselbe  den  wesentlichen  Fehler,  dass  sie  es  implicite  als  selbst- 
verständlich betrachtet,  d«ss  die  Linienelemente  durch  einen  festgehal- 
tenen Punkt  von  einer  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  transformirt 
werden.  Ks  wäre  ja  möglich,  d;iss  es  unter  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  sechsgliedrigen  Gruppe  des  Raumes,  welche  einen  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  festhalten,  eine  Klebt,  di«*  zugleich  alle  durch  denselben 
gehenden  Linienelemente  invariant  lasst.  Ich  will  aber  auch  hier  hervor- 
heben, dass  der  eigentliche  Sinn  der  Auseinandersetzungen  des  berühmten 
Verfassers  mir  an  einigen  Stellen  dunkel  gebliehen  ist. 

i5» 


Digitized  by  CjOOqIc 


376  Sorms  Lie, 

auch  meine  erste  Abhandlung  über  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie). Es  ergab  sich,  dass  die  gesuchte  sechsgliedrige  Gruppe 
durch  eine  reelle  Transformalion  entweder  mit  der  Gruppe  der 
Euelidischen  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von  Nicht- 
euclidischen  Bewegungen  ähnlich  ist. 

Es  erübrigt  also  nur  noch  den  Fall  zu  erledigen,  dass  mit 
jedem  Punkte  ein  Linienelement  invariant  verknüpft  ist.  In 
diesem  Falle  existirt  ein  hei  der  Gruppe  invariantes  simultanes 
Svstem 

dx      (hj  dz 
a  ~~  ~ß  ~~  7  ' 

Sind  u,  r  unabhängige  Integrale  desselben,  so  bestimmen  die 
Gleichungen 

u  —  a  —  Const. ;    u  s  b  =  Const. 

die  oo*  Integralcurven  unseres  simultanen  Systems,  die  eine  bei 
unserer  Gruppe  invariante  reelle  oder  imaginäre  Curvenscbaar 
bilden. 

Führen  wir  daher  die  reellen  oder  imaginären  Grossen  u  und 
ü  als  neues  x  respective  neues  y  ein,  so  erhalten  unsere  infini- 
toimalen  Transformationen  sämmtlich  die  Form: 

•Va-/*=  Su   >j  |£  +  nufa  y)  ^  +  t*    ih  *!z 

oder: 

xkf  =  Sk    yy  p  +  >?*  [«i  y)  9  +  ik  I*i  y* z) r  • 

Es  leuchtet  hier  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  verkürzten  in- 
finitesimalen Transformationen : 

ihrerseits  eine  Gruppe  erzeugen,  welche  die  Geradenschaar: 
x  s=  Const.,  y  =  Const.  transformirt  und  dabei  höchstens  sechs 
Parameter  enlhiilt. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Hülfssiitze  lassen 
nun  zunächst  leicht  erkennen,  dass  die  Gruppe  \kf  mindestens 
fünf  Parameter  enthalt.  Sonst  enthielte  nämlich  die  sechsgliedrige 
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Gmppe  Sj.f  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Form 

welche  durch  die  identische  Relation 

verknüpft  wären.  Da  aber  eine  solche  Relation  von  vornherein 
ausgeschlossen  ist,  so  dürfen  wir  schliessen,  dass  die  Gruppe 

\f.f  wirklich  mindestens  fünf  wesentliche  Parameter  enthalt. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  die  Gruppe  X^f  sechs 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält.  In  früheren 
Arbeiten  von  mir  (vgl.  insbesondere  Math.  Annalen  Bd.  16)  sind 
nun  alle  Transformationsgruppen  einer  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  bestimmt,  .letzt  müssen  wir  unter  allen  Trans- 
formationsgruppen der  Mannigfaltigkeit  x,  y  die  sechsgliedrigen 
herausgreifen,  sodann  nach  und  nach  jede  sechsgliedrige  Gruppe 

als  eine  Gruppe  V,./"  auffassen  und  endlich  alle  Gruppen  von 
der  Form : 

V-V+fcyJ  (*  =  <••  •«) 

bestimmen,  welche  unsere  Forderungen  erfüllen. 

Die  im  vorangehenden  Paragraphen  entwickelten  Hülfssätze 
zeigen,  dass  man  unter  allen  sechsgliedrigen  Gruppen  der 
Mannigfaltigkeit  .r,  7  gewisse  von  vornherein  ausschliesscn  kann. 

Lässt  eine  sechsgliedrige  Gruppe  Ykf  der  Ebene  j\  y  eine 
und  nur  eine  Curvensehaar  ff  («r,  y)  =  a  =  Const.  invariant,  so 
lässt  jede  Transformalionsgruppe  des  Raumes,  welche  die  Form 

besitzt,  die  Flächenschaar  rp(x,  y)  =  a  invariant.  Nach  Satz  5, 
S.  37  i  brauchen  wir  aber  nur  solche  Gruppen  :  Ykf  -f-  Lk  r  zu 
berücksichtigen,  bei  denen  die  Flächenschaar  if  =  n  dreigliedrig 
transferiert  wird.  Unter  den  sechsgliedrigen  Gruppen  der  Ebene 
;r,  y,  welche  eine  einzige  Curvensehaar  rp  (.r,  //)  =  a  invariant 
lassen,  kommen  daher  nur  die  in  Betracht,  welche  diese  Curven- 
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schaar  dreigliedrig  transformiren.  Es  sind  das  nur  die  beiden 
Gruppen 

q,xq,  x%  p,  xp  +  yq,  x*p  -f-  2 xyq  , 

fh  xfi>  yq*  p,  «Pi  x*p+xyq  . 

> 

Liisst  eine  sechsgliedrige  Gruppe  der  Ebene  x,  y  gar  keine 
Curvenschaar  <f  (xy  y)  =  a  invariant,  so  kann  sie  auf  die  kano- 
nische Form: 

p,  q,  nqt  ap*  yq,  uv 

gebracht  werden.  Lässt  sie  dagegen  zwei  Curvensehaaren  in- 
variant, so  kann  sie  die  kanonische  Form: 

p,j?p,ojVi  q,yq,tfq 

erhalten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Falle,  dass  die  verkürzte 

Gruppe  Xkf  fünfgiiedrig  ist.  Auch  hier  muss  jede  etwa  vor- 
kommende invariante  Curvenschaar  rp  (x ,  y)  =  a  dreigliedrig 
transformirt  werden. 

Es  giel>t  aber  in  diesem  Falle  nur  zwei  Gruppen,  welche 
berücksichtigt  werden  müssen;  das  sind  die  Gruppen 

p,q,xq,xp—yq,yp 

und 

q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  X%p  -f  xyq  . 

Diese  sechs  Gruppen  haben  wir  jetzt  der  Reihe  nach  als 

Gruppen  \h.f  zu  betrachten  und  die  zugehörigen  Gruppen  XjJ 
zu  berechnen. 

§*• 

Bestimmung  aller  Kröppen,  deren  verkürzte  Gruppen 

Keclisgliedrig  sind. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  die  verkürzte  Gruppe  A*/ 
sechsgliedrig  ist  und  somit  eine  der  vier  folgenden  Formen  besitzt  : 

[A)  p,  q,  xq,  xp,  yq,  yp 

— 

(Ä)  p,  Xp,  X*p,  q,  yq,  y-q 
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(C)  q,  xq,  xtq,  p,  xp  -f  yq,  x*p  -f  Zxyq 

(D)  qy  xq,  yq,  p,  xp,  x*p  +  xyq  . 

Diese  vier  Falle  gehen  wir  jetzt  der  Reihe  nach  durch. 
Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  die  Gruppe  Xkf  die  Form 

[A)  p,  q,  xq,  xp,  yq,  yp 

besitzt.  Wir  müssen  also  sechs  Functionen  /',,/,...  /„  von 
r,  y,  z  derart  bestimmen,  dass  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen : 

P  +  />,  7  +  A''>       +  />,  xp  —  yq  +  j\r  , 
VP  +  fr,       +  yq  +  f*r 

eine  sechsgliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  die  verlangten 
Eigenschaften  besitzt.  Durch  Klammeroperation  erhalten  wir 
eine  Anzahl  Differentialrelationen,  welche  zwischen  den  sechs 
Functionen  bestehen.  Wir  suchen  die  aligemeinsten  Func- 
tionen j\,  welche  diese  Relationen  erfüllen;  ausserdem  versuchen 
wir  durch  passende  Wahl  der  unabhängigen  Veränderlichen  z 
zu  erreichen,  dass  die  Form  der  fk  so  einfach  wie  möglich  wird. 
Durch  Combination  ergiebt  sich 

nunaberenthältunsereGruppe  keine  infinitesimaleTransformation 
von  der  Form : 

w(flC,y,  z)  •  r  . 

Also  ist 


Denken  wir  uns  nun,  wie  offenbar  möglich,  die  Veränderliche  z 
von  vornherein  in  solcher  Weise  gewühlt,  dass  j\  gleich  Null 
ist,  so  erhalten  wir  die  einfache  Gleichung 


7 


welche  zeigt,  dass  f%  von  x  frei  ist. 
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Unsere  beiden  ersten  infinitesimalen  Transformationen  haben 
somit  die  Form 

Es  ist  indess  leieht,  diese  Transformationen  auf  eine  noch  ein- 
fachere Form  zu  bringen;  wir  führen 

als  neues  z  ein;  dabei  behält  p  seine  Form,  wahrend 
wird.  Wahlen  w  ir  daher  <y  so,  dass 

ist,  so  erhallen  die  beiden  ersten  infinitesimalen  Transformationen 
die  Formen 

1>>  9  - 

Zur  Bestimmung  von  f9  bilden  wir  die  Gleichungen 

[p,  xq+f>r)  =  q  +  ^r  . 

(7r      +  , 

welche  zeigen,  dass  /,  nur  von  z-  abhängt  Es  ist  dabei  klar,  dass 
/j  von  Null  verschieden  sein  muss,  weil  sonst  die  infinitesimalen 
Transformationen  7,  rr/  durch  eine  lineare  Relation  verknüpft 
waren.  Die  dritte  infinitesimale  Transformation  hat  somit  die 
Form: 

X(j  +  Z{z)r,    Z^z  0  . 

und  man  kann  auch  noch  durch  Einführimg  einer  passenden 
Grösse  t/(z  an  Stelle  von  z  erreichen,  dass  /=  \  wird. 

Da  dies  keinen  Einfluss  auf  die  Form  der  beiden  ersten  in- 
finitesimalen Transformationen  hat  ,  so  erscheinen  jetzt  die  drei 
ersten  in  der  Gestalt 
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p,  q,  xq  +  r  . 
Um  die  Form  der  vierten  infinitesimalen  Transformation 

XJ^vp  —  M  +  fS 
zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen : 

(Pf  np  —  yq+M=   i>  +  iir 

fa»  toP  —  yq  +  f\ r)  =  -  q  +  ö  4  r 

(xq  +  r,       -  yq  +  /,  r)  =  -  Zxq  +  (.r  ^  +  |£j  r  , 

von  denen  die  beiden  ersten  zeigen,  dass  f%  nur  von  3  abhängt  : 
die  letzte  Gleichung  giebt  uns  sodann  die  Relation 

also: 

A  =  -  2-  +  «  , 

wo  aber  die  Integrationsconstante  «  ohne  Beschränkung  gleich 
Null  gesetzt  werden  kann.  Es  ist  daher 

V4/'=  xp  —  yq  —  *zr  . 

Zur  Bestimmung  der  fünften  infinitesimalen  Transformation 

V  =    + A'' 

bilden  wir  zunächst  die  Gleichungen :  • 

(p,  yp+M  = 

welche  zeigen,  dass  j\  nur  von  s  abhangt,  dass  also  \bf  die  Form 
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besitzt.  Sodann  bilden  wir  die  Gleichung 
(xp  —  yq  —  Ur,  yp -h Z(%) r)  =  —  %yp  —  {%zZ'  —  3Z)  r , 
welche  zur  Bestimmung  von  Z  die  Gleichung 

2sZ'  —  2Z=  2Z 

liefert;  sodass 

Z  =  kz*    (Ä  =  Const.j 
wird.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  A  müssen  wirdieGleichung 

[xq  +  r,  yp  +  kz*r)  =  xp  —  yq  +  2kzr 
bilden;  diese  zeigt,  dass  h  —  —  \  und 

ist. 

Endlich  zur  Bestimmung  von 

bilden  wir  zunächst  die  Gleichungen 

xp  +  yq  +  f^j  =p  +  ^  r  , 

(g,  xp  +  yq  +  für)  ==q-)r-^r  , 


welche  zeigen,  dass  /*„  nur  von  s  abhangt;  sodann  bilden  wir 
die  Gleichungen 

[xq  +  r,  .r/>  +  yq  +  Zr)  =  Z'r 
(ccp  —  y/j  —  2sr,  oc/>  +     +  Zr)  =  (—  2sZ'-f-  2Z)  r 
[y/>  -  -*  r f      +  y9  -f.  Zr)  =  -  s'Z'  +  2  s Z)  r  , 

welche  zeigen,  dass  Z  gleich  Null  ist. 

Hiermit  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ...XJ 
auf  die  einfache  Form 

p,  7,  a?^-hr,  xp  —  yq  —  Zzr 

yp  —  z'-r,  xp+yq 
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gebracht1).  Diese  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen 
eine  Gruppe;  es  erübrigt  zu  untersuchen,  ob  diese  Gruppe  die 
verlangten  Eigenschaften  besitzt. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen 

Pt  9,  a?g-f  r 

zeigen,  dass  der  Coordinatenanfang  x  =  y  =  5  =  0  ein  Punkt 
allgemeiner  Lage  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  in  Ruhe  bei  den  drei 
infinitesimalen  Transformationen 

xp  —  yq  —  izr.  yp—zir,  xp  +  yq. 

Wir  haben  also  die  Determinante 


X 

—  y 

-2z 

y 

0 

-  z* 

=  2xyzi  —  2tfz 

X 

y 

0 

zu  bilden.  Diese  verschwindet  nicht  identisch;  daher  schliessen 
wir.  dass  die  gefundene  sechsgliedrige  Gruppe  die  Forderungen 
B  und  C  nicht  erfüllt. 

Jetzt  setzen  wir  voraus,  dass  die  verkürzte  Gruppe  die  Form 
p,  q,  xp,  yq,  x*p,  y*q 

besitzt.  Wir  suchen  also  alle  sechsgliedrigen  Gruppen,  welche 
die  Form: 

p+fs,  xp+t\r,  yq+t\r  , 

haben  und  dabei  unsere  Forderungen  B  und  C  erfüllen. 

Wie  im  vorigen  Falle  erkennen  wir,  dass  wir  ohne  Be- 
schrankung 

\,  Wenn  man  die  Gruppe  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  t/p,  xp  -\-yq  als  cino 
Gruppe  von  Punkttransformationen  der  xy-  Ebene  betrachtet  und  sie 
durch  Hinzunahme  der  Grösse 

dy 

3  =  7- 
dx 

erweitert,  so  erhält  man  grade  die  Gruppe  des  Textes. 
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f,  =/,  =  o 

und  dementsprechend 

setzen  können.  Sodann  bilden  wir  die  Ausdrücke 


welche  zeigen ,  dass  /3  nur  von  z  abhiingen  kann :  überdies  ist 
klar,  dass  /,  von  Null  verschieden  sein  muss;  wir  können  daher 
f3  =  1  und  also: 

Xtf=xp  +  r 

setzen.  In  entsprechender  Weise  erkennen  wir  durch  Bildung 
der  Gleichungen: 

ff,  M 

(?>  yq+f,r  =9  +  37'' 

f*r  +  ',9 0  +M-         +  ■  fi)  r, 

dass  f\  von  a\  //,  z  frei  sein  muss.  Da  aber  andererseits  (\  von 
Null  verschieden  sein  muss.  erkennen  wir,  dass  A4/  die  Form 

-V  =  yq  +  *»■  •  [*  =  const.  4=  o 

besitzt. 

Zur  Bestimmung  von 

V  =  &p+f*r 

bilden  wir  die  Gleichungen  : 

(7,  a-«/J  +  /5r;  =  j^r 
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[xp  +  r,    x*p  +  f,  r)  =  a  '-p  +  [x      +  r 

yq  +  kr,  a*p+M-  (y  ^  +  1 r  , 

von  denen  die  beiden  ersten  zeigen,  dass  /*5  die  Form 

besitzt;  die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  zur  Bestimmung 
von  Z 

ix  +  Z'(z)  =  2a?  4-/ 
Z'(z)  =  0  . 
Es  ist  daher  Z  =  0,  /*,.  =  2.r  und 

Eine  ganz  ahnliche  Rechnung  liefert: 

Die  sechs  hiermit  gefundenen  infinitesimalen  Transformationen: 


P,  7,  xp  +  r,  yq  +  kr,  x*p-\-2xr,  y«g-MÄyr 


bilden  eine  sechsgliedrige  Gruppe.  Es  fragt  sich,  ob  dieselbe 
die  verlangten  Eigenschaften  besitzt. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen:  p,  q,  xp  +  r 
zeigen,  dass  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  in  Ruhe  bei  den  drei  infinitesi- 
malen Transformationen: 

yq  —  kxp  ,  x*p  -f-  2xr,  ifq  +  2kyr  . 

Die  zugehörige  Determinante 

—  kx       y  0 
x*        0  ->.r 
0        y*  Iky 


verschwindet  identisch,  während  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten  nicht  alle  gleich  Null  sind  Mso  erfüllt  diese  Gruppe 
die  Forderungen  B  und  C. 
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Zwei  Funkte  haben  daher  eine  und  nur  eine  Invariante,  die 
man  ohne  Schwierigkeit  berechnen  könnte,  was  jedoch  für 
unsere  Zwecke  tiberflüssig  ist. 

Dagegen  heben  wir  hervor,  dass  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen unserer  Gruppe  mittler  infinitesimalen  Transformation 
r  vertauschbar  sind.  Hieraus  folgt,  dass  unsere  Gruppe  systolisch 
ist;  das  heisst,  wrenn  ein  Punkt  p  in  Ruhe  gehalten  wird,  so 
bleiben  alle  Punkte  einer  durch  p  gehenden  Curve  in  Ruhe.  In 
der  That,  halten  wir  den  Punkt  j  ?/0,  zü  fest.  Die  allgemeinste 
Transformation  unserer  Gruppe,  welche  diese  Forderung  erfüllt, 
wird  linear  abgeleitet  aus  den  drei  folgenden: 

k[x  —  x0)  p  —  y  t-  yti!  q 
(x  —  x^p  +  2  (j-  —  ,r0  r 
II     #o)2  7  +  ^  /,■ \y     y$]  r . 

Man  übersieht  ohne  Weiteres,  dass  jede  infinitesimale  Transfor- 
mation unserer  Gruppe,  welche  den  Punkt  x0,  ?/0 ,  z0  festhält, 
gleichzeitig  die  oo'  Punkte  x0,  y0J  z  invariant  lUsst. 

Halt  man  daher  den  Punkt  //0.  ;(,  fest,  so  kann  allerdings 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  oo*  verschiedene  Lagen  an- 
nehmen. Es  giebt  aber,  wie  wir  sehen,  oo1  Puukte,  welche  das 
nicht  können. 

Unsere  Gruppe  erfüllt  die  Forderung  C,  wenn  man  die  ein- 
geklammerten Worte  mitnimmt,  sie  erfüllt  aber  diese  Forderung 
nicht,  wenn  man  die  eingeklammerten  Worte  streicht. 

Es  ist  mir  nicht  klar,  wie  Herr  v.  Helmiioltz  sein  Axiom 
der  freien  Beweglichkeit  versteht.  Will  er,  dass  die  von  ihm 
gestellte  Forderung  C  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  aus- 
nahmslos erfüllt  sein  soll,  so  muss  er  sauen,  dass  die  vorliegende 
Gruppe  die  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  nicht  erfüllt.  Es 
ist  ja  unmöglich,  einen  Bereich  derart  abzugrenzen,  dass,  wenn 
ein  beliebiger  Punkt  desselben  festgehalten  wird,  dann  jeder 
andere  Punkt  des  Bereiches  oo*  verschiedene  Lagen  annehmen 
kann. 

Unsere  Gruppe  besitzt  freie  Beweglichkeit,  wenn  man  diesen 
Begriff  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  nimmt;  dagegen  besitzt  sie 
freie  Beweglichkeit  nicht,  wenn  man  diesen  Begriff  im  engeren 
Sinne  des  Wortes  nimmt. 


Digitized  by  Goo 


Ueber  die  Grundlage*  der  Geometrie.  387 

Ich  werde  jetzt  annehmen,  dass  die  verkürzte  Gruppe  Xkf 
die  Form 

7,  p '  *<i>  yq,  xp,  &p  +  xyq 

besitzt. 

Wir  haben  also  die  sechs  Functionen  fk  derart  zu  bestimmen, 
dass  die  sechs  infinitesimalen  Transformationen: 

*i  /*  =  9  +  fi  r ,  \J  =  P  4-  f.  r,  V  =  xq  +f9r, 
X*f=yi  +  f*rt   XJ=xp  +  f,r,  Xt,f=x*p  +  xyq  +  f,r 

eine  Gruppe  mit  den  verlangten  Eigenschaften  bestimmen. 

Wie  in  den  beiden  früheren  Fällen  erkennen  wir,  dass  wir 
ohne  Beschrankung 

\  f—q,    V  =*  P  ,    -V3  f  =  xq  +  r 

setzen  können. 

Um  nun  die  infinitesimale  Transformation 

zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen 

[q,yq+M  =  q+j** 
iPtuq+M  —     l£  r 

[xq  +  r,  yq  +  M  =  x9  +  {x     +  |&)  r  , 

welche  zeigen,  dass  /4  eine  Function  Z  von  z  ist  ,  welche  die 
Gleichung 

¥,-< 

erfüllt;  also  kommt  /  ==  z  -f-  a.  wo  wir  die  Integrationseon- 
stante a  ohne  Beschrankung  gleich  Null  setzen  können. 
Es  wird  daher: 

Kf~yq+*r  • 
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Zur  Bestimmung  von  Abbilden  wir  die  Gleichungen: 

ö  f 

(«4  4-  r,  a?/>  +  /;  r)  =  -      +  (r      +  ^  j  r  , 

+  3r ,  acp  +  /;  r)  =  (j,  ^  +  2  JJ  -  f.)  r  , 

welche  zeigen,  dass  /*5  eine  Function  von  -  ist,  welche  die 
Gleichungen 

5& — «- 

erfüllt,  sodass  /'5  =  —  z  und 

A'B/*  =  xyj  —  z  r 

wird. 

Endlich  zur  Bestimmung  von 

bilden  wir  zunüchst  die  Gleichungen 

[pt  .r*p  +  xyq  +  /6r)  =  *xp  +  yq  +  ^  r  , 

(7,  a>«/>  +  xyq  -f  /; r)  =  3-7  +  ^6  r  , 

[xq  +  r,  x»p  +  xyq  +  f.r)  =  (r  hJ±  +  |&)  r  , 
welche  zeigen,  dass 

ist  und  also: 

/*„  =  —  xz  -f  //  +  a    (o  =  Const.)  . 
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Nun  aber  liefern  die  Relationen 


frq  +  *r,  x*P  +  xyq  +  ft  r  =  [y  g  +  z  ^  -  /*„)  r  , 

{xp-zr,  x*p  +  xyq+f,r)  =  x*p+xyq  +  {x^-z ^-hf^r 
die  Gleichungen 

welche  bei  der  Substitution  f9  =  —  xz  -f-  y  -f-  a  nur  für  a  =  0 
erfüllt  werden. 

Wir  erhalten  in  dieser  Weise  die  sechs  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 


7,  p,  a?9  +  r,  yq  +  zr,  xp  —  zr, 
x*p  +  xyq  +  (y  —  xz)r  , 


die  eine  sechsgliedrige  Gruppe  erzeugen1).  Es  fragt  sich,  ob 
diese  Gruppe  die  gewünschten  Eigenschaften  besitzt. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  <jr,  p,  xq  -f-  r 
zeigen,  dass  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  in  Ruhe  bei  den  Transformationen 

yq  +  zr,   xp  —  zr,   x*p  +  xyq -f-  (y  —  xz)r  . 

Wir  bilden  daher  die  Determinante 


0 
x 
x* 


z 

—  z 

xy     y  —  xz 


y 
o 


=  xy[xz  —y). 


\  )  Betrachtet  man  die  Gruppe  q,  p,  rq ,  yq,  xp,  x-p-\-xyq  als  eine 
Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  und  erweitert  dieselbe  durch 
Mitnahme  der  Grösse 


3  = 


dx  ' 

so  erhalt  man  grade  die  Gruppe  des  Textes. 
Math.-pbys.  Classe.  1S90. 
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Dieselbe  verschwindet  nicht  identisch  und  also  erfüllt  unsere 
Gruppe  die  gestellten  Forderungen  nicht. 

Endlich  müssen  wir  annehmen,  dass  die  verkürzte  Gruppe 
die  Form 

p,  q,  xq,  x^q,  xp  +  yq,  x*p  +  lxyq 

besitzt.  Wir  suchen  also  die  so  zu  bestimmen,  dass  die  sechs 
infinitesimalen  Transformationen : 

ZJ~a?q+f%rt  XJ=xp  +  !/q-\-/\r,  X,f=*x%p+%xyq+ftr 

eine  Gruppe  mit  den  gewünschten  Eigenschaften  bestimmen. 
Wir  erkennen  wie  früher,  dass  wir 

-V=/>>    Xtf=<h    Xtf=xq  +  r 

setzen  können. 

Sodann  bilden  wir  die  Gleichungen: 

b  f 

V  <*q  +  rtr: =  ^r, 

[xq  +  r,       +       =  (x^  +  ^)r  . 
welche  zeigen,  dass 

Mk-t,  £-0,  £-0 

und  dementsprechend 

f%  as  2  a?  +  a    (a  =  Const.) 

und 

A"4/*=     7  +  (2  a?  -}-  o)  r 

ist. 

Zur  Bestimmung  von 

x*f=*p  +  yq  +  f§r 

bilden  wir  die  Gleichungen 
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fai  xp  +  yq  +  f6r)  =  7+  -g±r 

(/>,  «p  +  y^H-Ar  ==J,  +  ^r 

(xg  +  r,  <rp  +  yq  +  ftr)  =  (*     +  ^)  r  , 
welche  zeigen,  dass 

und  f6  =  A  =  Const.  ist. 
Nun  aber  ist 

(x*  q  +  (2x  +  ft)  r,  x/>  +  //7  -f-  .4  r)  =  —  x*  7  —  % xr , 

also  ergiebt  sich  a  =  0  und 

A't/"  =  x*7  -f-  2.x  r  , 
X,/1  =  x/>  +  07  +  <4?-  . 

Uebrig  bleibt  jetzt  noch  die  Bestimmung  der  infinitesimalen 
Transformalion : 

XJ  =  x*p  +  %xyq  +  /;,  r  . 

Es  ist: 

(7,  x>  +  2.1^7  +  /; r)  =  2x7  +  ^  r 

(X7  +  r,  x'p  +  2x^/7  +  /»  -       +     ^  +  Ö/,)  r 
+  yg  +  Ä  r,  x*/>  +  2.7777  +  /;  r)  ==  x4/>  +  2xyq  + 

+(■»+»»+'59' 

(x*  7  +  2  x  r,  x*p  +  2  x  1/7  +  f6  r)  =  (x*  ö^  +  2  x  ^  -  2  x')  r , 

2  f.* 
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also  kommt: 


f.  , 


0  . 


Die  drei  ersten  Gleichungen  geben 

ft  =  2.1a--|-  2//-f-  /?,    (ß  =  Const.)  , 

und  wenn  dieser  Werth  in  die  beiden  letzten  Gleichungen  ein- 
gesetzt wird,  ergiebt  sich,  dass  B  —  0  und  demnach: 

•  A'6  /'  =  x*p  +  2      +  (fc  A  x  +  2  y)  r  . 

Die  sechs  infinitesimalen  Transformationen 


+  2/7  +  ^r  »    -TV  +  2£C^7  +  F*^«  +  2y)r 

bestimmen  eine  Gruppe.  Es  fragt  sich,  ob  dieselbe  die  verlangten 
Eigenschaften  besitzt. 

Die  drei  ersten  infinitesimalen  Transformationen  zeigen,  dass 
der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  ist.  Derselbe 
bleibt  in  Ruhe  bei  den  Transformationen : 


identisch  verschwindet,  während  die  zugehörigen  zweireihigen 
Unterdeterminanten  nicht  sümmtlich  Null  sind. 

Bei  unserer  Gruppe  findet  also  freie  Beweglichkeit  jedenfalls 
im  weiteren  Sinne  des  Wortes  statt. 


xl>  +  ist  —  A  x)qt  x*q  +  %xr  , 
x*p  -f-  %xyq  +  (2.1./  • -f-  2y)  r  , 


deren  Determinante 


x   y  —  A  x  0 
0        x*  Ix 
./ä     2xy  2;l.r+2i/ 
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Die  sechs  infinitesimalen  Transformationen  sind  sämmtlieh 
vertauschbar  mit  der  Transformation  r;  daher  ist  die  Gruppe 
systolisch;  d.  h.  wenn  ein  Punkt  festgehalten  wird,  so  giebt  es 
ool  Punkte,  die  gleichzeitig  in  Ruhe  bleiben.  In  der  That,  der 
Punkt  x0,  yM  z0  bleibt  in  Ruhe  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen 

[«  -    p  +  (y-u«-     -  ^o))  ?  i 

(a>  —  a?0)*g  +  8  (ac  —  <c©)r, 
(x*  —  ac«)  />  +         —  y0)  —  2  A x0  (x  —  x,))  g  + 
+  <2^(a>-xJ  +  S(y--yJ)r 

und  bei  keiner  von  ihnen  unabhängigen.  Bei  diesen  Transfor- 
mationen bleiben  aber  gleichzeitig  die  unendlich  vielen  Punkte 
x0,  y0,  3  sUmmtlich  in  Ruhe. 

Bei  unserer  Gruppe  findet  also  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
freie  Beweglichkeit  nicht  statt. 

Es  ist  auch  jetzt  unmöglich,  einen  Bereich  des  Raumes  derart 
abzugrenzen,  dass,  wenn  ein  Punkt  des  Bereiches  festgehalten 
wird,  dann  jeder  andere  Punkt  des  Bereiches  oo*  verschiedene 
Lagen  annehmen  kann. 

§5. 

Bestimmung  aller  Gruppen,  deren  verkürzte  Gruppen 

funfgliedrig  sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  aller  Gruppen  von 
der  verlangten  Beschaffenheit,  deren  verkürzte  Gruppen  fünf- 
gliedrig  sind. 

Wie  schon  früher  bemerkt,  muss  die  verkürzte  Gruppe 
entweder  die  Form 

g,  p,  xq}  xp  —  yq,  yp 

oder  die  Form 

q,  p}  xq.  %xp  +  yq,  x*p  +  xyq 

besitzen.  Es  ist  ja  von  vornherein  klar,  dass  sie  z.  B.  nicht  die 
Form 
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haben  kann,  weil  bei  dieser  Gruppe  die  Geradenschaar  x  =  Const. 
invariant  bleibt,  aber  nur  zweigliedrig  transformirt  wird. 

Wir  wollen  zunächst  alle  sechsgliedrigen  Gmppen  von  der 
Form 

fr,  g+/iri  p-r-Ar>  i 
bp  —  w +/«»•,  yp+f*r 

bestimmen. 

Dabei  können  wir  offenbar  /'=  1  setzen,  sodass  wir  zuerst 
die  infinitesimale  Transformation  r  erhalten. 

Combiniren  wir  nun  r  etwa  mit  q  +  f\  r>  so  kommt : 

('',  9  +  Ar)  =  J5r 

und  also: 

=  -rl,  =  Const., 

In  genau  derselben  Weise  erkennen  wir,  dass  alle  ß  die  Form 

besitzen.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  alle  Ak  gleich  Null 
sind.  Bildet  man  nämlich  z.  B.  die  Gleichung: 

(q  +  (Ai  z  +  wj  r ,    xp  —  yq  +  (Ax  z  +  o>J  r) 

so  sieht  man,  dass  AK  =  0  ist.  Combinirt  man  die  übrigen  infi- 
nitesimalen Transformationen  mit 

*p  —  yq  +  {A*z  +  <*%)r . 

so  erkennt  man,  dass  A%t  A3  und  /15  gleich  Null  sind.  Combinirt 
man  endlich  xq  +  (.ls  3  -\~to  3)  r  mit  yp-\-  (A.oz  -f-  ioh)  r,  so  er- 
giebt  sich,  dass  auch  /l,  gleich  Null  ist. 

Wir  müssen  also  jetzt  die  iok  bestimmen  und  sie  zugleich 
auf  möglichst  einfache  Formen  bringen. 
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Wühlen  wir  einen  geeigneten  Ausdruck:  z-\-w(xf  y)  als 
neues  3,  so  erhalt  q  +  wt  r  die  Form  q.  Die  Gleichung 

r        1  ö  w 

7,  p-+wf  rj  r 


zeigt  sodann,  dass 


und  also: 


— 1  =  B  =  Const. 


ist.  Aber  indem  wir  einen  geeigneten  Ausdruck:  z  -f-  (f[x)  als 
neues  z  einfahren,  können  wir  erreichen,  dass  X  gleich  Null 
wird.  Hiermit  sind  die  drei  ersten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen auf  die  Form: 

r,  q}  p  +  Byr 

gebracht. 

Ferner  ist: 

(</,  a?9  +  w,r)  =  -^r 

und  demnach  wird: 

+  w3  r  =  ./■  ry  +  (Ey  +  (f  (x))  r  . 

Nun  aber  ist 

(p  +  Byr,  xq  +  [Ey  +  y]  r)  =  q  +  rp'  —  Bx)  r  ; 
also  wird 

(p  —  Zte  =  C  =  Const. 

und 

9  =  \Bx*  +  Cx  +/> 

und  endlich,  da  Z>  =  0  gesetzt  werden  kann: 

xry  -f-  w, /•  =  .Tf/  4-  [Ey  +  ißx*  +  Cac)  r  . 

Wird  nun  z  —  Cj/  als  neues  3  eingeführt,  so  behalten  die 
drei  Transformationen  r,  q,  p  Uf/r  im  Wesentlichen  ihre 
Form.  Dagegen  erhalt  xq  -\-  w3  r  die  einfachere  Gestalt: 

Xq  -j-  W,f  =  X(/  -f-        +  r  . 
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Es  ist  weiter: 


yq-\-  w4r) 


und  also 


Const. ;    w4  =  F  •  y  -\-  rp  [x, 


Nun  aber  ist 

(p  +  Byr,  xp  —  yq  +  {Fy+(p)r)z=p  +  [<p'  +  By)r  : 
also  ist  (p  =  G  =  Const.  und 

wo  die  Constante  Gt  ohne  Beschrankung  gleich  Null  gesetzt  werden 
kann.  Es  ist  daher 


Zur  näheren  Bestimmung  der  Constanten  bilden  wir  die  Gleichung 

(xq  +  [Ey  +  4 Bx*)  r,       —      +  (Fy  +  Ga>)  r)  = 
=  —  2xgr  -f-  (Fac  +  £y  —  ßa?4)  r  , 
welche  zeigt,  tiass 


sind  und  dass  unsere  infinitesimalen  Transformationen  XAf  und 
X5f  die  Form 

XAf  z=xq-\-  ±Bx*r  ,    X§f  =  o:;;  —  yq  +  Go?r 

besitzen.  Ueberdies  leuchtet  ein,  dass  die  Constante  Z?  von  Null 
verschieden  sein  muss;  denn  sonst  wären  die  Transformalionen 
Xtf,  XAf  durch  die  von  vornherein  ausgeschlossene  Gleichung 


verknüpft.  Führen  wir  daher  —  als  neues  %  ein,  so  erhalten  die 
infinitesimalen  Transformationen  A3/und  A"4/  die  einfachere  Form: 


x*f  =  xp  —  yq +  (py  +  6«)  r  . 


o 
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Unsere  Gruppe  enthalt  somit  die  folgenden  infinitesimalen 
Transformationen : 

*p  —  yq  +  G®ri  vp  +  "te  # r  ■ 

Hier  können  wir  noch  z  —  Gx  als  neues  z  einfuhren,  wir 
können  also  G  ohne  Beschränkung  gleich  Null  setzen. 
Es  ist 

(9,  |/|)+wr)  =  |'+^r  , 


iP  +  yr,  yp-r-wr)  = 


r 


also  wird 


oder  nach  Wegwerfung  einer  unwesentlichen  Integrationscon- 
stanten : 

und 

V^yp+Üj/'  +  ^  +  ^ir  . 

Nun  aber  ist 

(xp  —  yq,  yp  +  (Ii/4  +  A't/  +  7/x  r) 
=  -  2  y/>  +  (_  y«  _  Ky+Hx)r  , 

also  Ä'  =  0,  //  =;0  und  mithin: 

Die  hiermit  gefundenen  infinitesimalen  Transformationen 


r,q,p  +  yr9xq-{-ix*  r, 

xp-yq,  yp  +  $y%r 


bilden  eine  Gruppe  (die  uns  aus  der  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen wohlbekannt  ist).  Wir  müssen  untersuchen, 
ob  dieselbe  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt. 
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Die  drei  Transformationen  q,  r,  p  -f-  yr  zeigen,  dass  der 
Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Dieser 
Punkt  bleibt  nun  in  Ruhe  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: 

xq  +  \x%r,  jp  —  yq,  yp  +  \y*r  , 
deren  Determinante 

0        x       \  x% 
x    —  y  0 

y     o  w 

identisch  verschwindet,  wahrend  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten  nicht  alle  Null  sind. 

Bei  unserer  sechsgliedrigen  Gruppe  haben  daher  die  beiden 
Punkte  j  ,,  yv  z{  und  xt,  yt1  =s  wirklich  eine  und  nur  eine  In- 
variante und  zwar,  wie  wir  beiläufig  bemerken,  die  folgende 

-i  —  zi  —  i      +  -ri)  1ttt  —  Vi)  < 

Bei  unserer  Gruppe  findet  daher  freie  Beweglichkeit  jedenfalls 
in  dem  weiteren  Sinne  des  Wortes  statt.  Wird  ein  Punkt  rj,  yj.  z\ 
von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  kann  jeder  andere  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  oo4  verschiedene  Lagen  annehmen,  u.  s.  w. 

Aber  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
keine  freie  Beweglichkeit  stattfindet.  Es  folgt  dies  schon  daraus, 
dass  die  infinitesimale  Transformation  r  mit  allen  Transforma- 
tionen unserer  Gruppe  vertauschbar,  dass  also  unsere  Gruppe 
sy statisch  ist. 

In  der  That,  der  Punkt  von  allgemeiner  Lage:  x^y0,  rö 
bleibt  in  Ruhe  bei  der  dreigliedrigen  Gruppe: 

[x  —  xQ)q-\-  l  (x*  —  xl)  r  , 
[x  —  xj  p  —  (y  —  y0)  q  —  Xt(y  —  y,)  r  , 

(// -  Vo     +  i  (.'/ -  !/o)*  >'  • 

Bei  derselben  bleiben  aber  offenbar  oo'  Punkte,  nämlich 
alle  Punkte      yü,  z  in  Ruhe. 

Es  ist  daher  unmöglich,  einen  Bereich  derart  abzugrenzen, 
dass  wenn  ein  Punkt  des  Bereiches  festgehalten  wird,  dann 
jeder  andere  Punkt  des  Bereiches  oo*  verschiedene  Lagen  an- 
nehmen kann. 
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Im  engeren  Sinne  des  Wortes  findet  somit  bei  unserer  Gruppe 
keine  freie  Beweglichkeit  statt. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noeb  anzunehmen,  dass  die  verkürzte 
Gruppe  Xkf  die  Form: 

q,  xq,  p,  ixp  +  yq,  x*p-\-xyq 

besitzt. 

Wir  suchen  daher  jetzt  alle  Gruppen,  welche  die  Form  besitzen 

XJ  =  r,  Xtf=q-r-ftr,  Xtf=xq+ftrt  XJ  =  p+fs, 
.Y5 /"  =  Zxp  +  y  q  +  ft  r  ,    XJ  =       +  xy q  -f-  f%  r  . 

Wie  im  vorigen  Falle  erkennen  wir,  dass  alle  fk  von  z  frei 
sind  und  dass  wir 

XJ  =  r  ,    V  =  q  ,    A'4f  =  P  +  *yr  , 
X9f=*xq  +  {By  +  lBa?)r 

setzen  können. 

Zur  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformation 

XJ  =  txp  +  yq  +  frr 

bilden  wir  die  Gleichungen 

(7,  ixp  +  yq  +  M^q  +  ^r, 

[p  +  Byr>  lxp  +  yq  +  f%r)  =  ap  +  ß|--*y)r 
welche  ergeben : 

^5  ==  F  =  Const. 
Es  leuchtet  hier  zunächst  ein,  dass  Z?  =  0  ist;  ferner  wird 

/;  =  f\'/-f-^H-/>  , 

wo  die  Constante  D  ohne  Beschrankung  gleich  Null  gesetzt 
werden  kann. 
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Nun  ist 

(xq  +  Eyr}  txp  +  yq  +  {Fy  +  Cx)  r)  = 
=  —      -+-  (F;r  —  Eij  r  , 

also  wird  F  =  0  und 

A'J "  =        +  #7  +  C.rr  . 
Zur  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformation 
XJ  =  x*p  +  xyq+Mf>r 
bilden  wir  die  Gleichungen  : 

■ 

[q}  x*p     xyq  +  ai,  r]  =       xq  +  -oj*  r 

(Pi  ac'P  +  »y«  +      =  2    +  yq  +      r , 

welche  ergeben  : 


=  Ca:  +  C, 


6  a; 
oder: 

ei,  =  |  Ejf«  +  $C<c«  -f-  Ety  4-  C4aj  , 

wo  wir  die  Integrationsconstante  ohne  Beschränkung  gleich  Null 
gesetzt  haben.  Nun  aber  ist 

(xq  +  Eyr,  x*p  +  acyg  +  a>6>)  =  (/        —  Fo-j/j  r 
und  demnach: 

.t       —  Ex  y  =  A'  . 
by 

Wird  hier  der  gefundene  Werth  von  u6  eingesetzt,  so  kommt 

x(Ey+  EK)  —  Exy  =  h\  , 
woraus  Et  —  h\  =  0  und 

*«/'  =       +  x'J <l  4-  (i  ^  +  1  Cr*  -f  C4 x)  r  . 
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Da  die  infinitesimalen  Transformationen  q  und  xq  -f-  Eyr 
keine  lineare  Relation  erfüllen  dürfen,  so  rauss  die  Constante  E 

z 

von  Null  verschieden  sein.  Indem  wir  —  als  neues  z  einfuhren, 

£ 

erhält  E  den  Werth  \  und  unsere  infinitesimalen  Transforma- 
tionen haben  nunmehr  die  Form 

r,  9)  lh  &q  +  yri  %xp  +  yq+Cxr} 
x*p  +  xyq  +  (\y*  +  iCx*  +  C,a?)  r  . 

Die  drei  ersten  zeigen,  dass  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  ist.  Derselbe  bleibt  in  Ruhe  bei  der  drei- 
gliedrigen Gruppe 

ftf-f-yr,  ixp  +  yq+Cxr, 

x*p  +  xyq  +  (W  +  i  Ca1  +  C,  <r)  r  . 

Die  zugehörige  Determinante 

0       x  y 
Ix      y  Cx 

x*     x y      l \f  4-  \  Cx*  -\-CKx 

verschwindet  bei  der  Substitution  C\  =  0,  wahrend  ihre  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  nicht  alle  gleich  Null  werden. 
Die  Gruppe 

>*>  <7>  Pi  -r(l +  !/>',  Zxp  +  yq+Cxr, 
x*p  +  xyq  -f-  i(y*  -f-  Ca**)  r 

besitzt  somit  jedenfalls  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  freie  Be- 
weglichkeit. Wird  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  festgehalten, 
so  kann  jeder  andere  Punkt  von  allgemeiner  Lage  oo4  verschie- 
dene Lagen  annehmen,  u.  s.  w. 

Unsere  Gruppe  ist  aber  sy  statisch,  da  alle  Transformationen 
derselben  mit  r  vertauschbar  sind.  In  der  That,  der  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  r0,  y0,  zü  bleibt  in  Ruhe  bei  der  dreigliedrigen 
Gruppe 

{x  —  xj  q  +  (y  -  yj  r  , 
%{x  —  x,)  p+(y  —  yQ)q  +  C(x  —  xü)  r, 
(**  -  «H  P  +  (a*  -  a?,ya)  9  +  4  (<T  -  yj  +  <W  -  Cx$  r  , 
welche  zu  gleicher  Zeit  alle  Punkte  xQ,  >/0,  z  invariant  lasst. 


=  -  2  CK  x3 
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Es  ist  daher  unmöglich  im  Räume  einen  solchen  Bereich 
abzugrenzen,  dass,  wenn  ein  Punkt  des  Bereiches  festgehalten 
wird,  dann  jeder  andere  Punkt  desselben  <x>4  Lagen  annehmen 
kann. 

Im  engeren  Sinne  des  Wortes  findet  somit  bei  unserer 
Gruppe  keine  freie  Beweglichkeit  statt. 
Die  hier  betrachtete  Gruppe 

/>,  q,  r,  a?g-f-yr,  %xp  +  yq+  Cxr , 

x*p  +  xyq  +  ^  (y4  +  Cx%)  r 

ist  dadurch  merkwürdig,  dass  sie  in  der  Umgebung  des  Punktes 
allgemeiner  Lage  x  =  y  =  z  =  0  eine  infinitesimale  Transfor- 
malion enthalt,  die  von  zweiter  Ordnung  in  x,  g,  z  ist. 

Dieser  Fall,  den  Herr  v.  Helmiioltz  so  viel  ich  sehe  unbe- 
rechtigter Weise  von  vornherein  bei  Seite  lUsst,  kommt  also 
wirklich  vor. 

§6. 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  ist  durch  die  freie  Beweglichkeit 

vollständig  charakterisirt. 

Die  vorangehenden  Rechnungen  liefern  uns  ein  bemerkens- 
werthes  Resultat. 

Die  Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen  und  die  Gruppe 
der  Nichteuclidischen  Bewegungen  sind  die  einzigen  Gruppen, 
bei  denen  im  engeren  Sinne  des  Wortes  freie  Beweglichkeil 
stattfindet. 

Verlangt  man,  dass  es  bei  einer  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  "•> 
möglich  sein  soll,  einen  Bereich  des  Raumes  derart  abzugrenzen. 

dass  wenn  ein  Punkt  des  Bereiches  festgehalten  wird,  fltow 
jeder  andere  Punkt  desselben  oo*  Lagen  annehmen  kann; 

dass  ferner,  wenn  zwei  Punkte  des  Bereiches  festgehalten 
werden,  dann  jeder  Punkt  von  allgemeiner  Lage  des  Bereiches  oo{ 
verschiedene  Lagen  annehmen  kann; 

dass  endlich ,  wenn  drei  Punkte  von  allgemeiner  Lage  fest- 
gehalten werden,  dann  alle  Punkte  des  Bereiches  in  Ruhe  bleiben; 

so  besteht  die  Gruppe  entweder  aus  allen  Bewegungen 
Euclidischen  Raumes  oder  aus  allen  Bewegungen  des  Nichteucli- 
dischen Raumes. 


Ueber  die  Grundlagen  der  Geometrie. 


403 


Diese  beiden  Gruppen  sind  somit  im  dreifachen  Räume  die 
einzigen,  bei  denen  im  engeren  Sinne  des  Wortes  freie  Beweg- 
lichkeit stattfindet. 

In  der  Ebene  steht  die  Sache  anders ;  da  giebt  es  (so  kann 
eine  Bemerkung  des  Herrn  v.  Helmholtz  ausgesprochen  werden 
noch  weitere  dreigliedrige  Gruppen,  bei  denen  freie  Beweg- 
lichkeit im  engeren  Sinne  stattfindet,  es  sind  das  alle  Gruppen 
von  der  Form : 

p,  q,  xq  —  yp  +  c(xp  +  yq)  . 


Wir  haben  gefunden,  dass  freie  Beweglichkeit  im  weiteren 
Sinne  des  Wortes  noch  bei  den  folgenden  Gruppen  stattfindet 


P,  q,  xp+r,      +        x*p  +  *xr,  ifq  +  lKyr 


/>,  q,  xq  +  r,  x*q-t-2xr,  xp  +  \jq  +  Ar, 
x*p  +  %xyq  -f-  (2  Ax  +  2//)  r 


r,  q,  p  +  yr,  xq  +  \x*r 


p,  q,  r,  xq  +  yr,  2xp  +  yq  +  Cxr , 
0    x*  p  +  x  y  q  +  (±  y*  -f-  i  C  x*)  r 


Wir  müssen  aber  das  erhaltene  Resultat  noch  genauer  prUci- 
siren. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  bewiesen,  dass,  wenn  bei  einer 
reellen  Transformationsgruppe  des  Raumes  freie  Beweglichkeit 
blos  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  stattfindet,  dann  die  Gruppe 
mit  einer  der  vier  soeben  angeführten  ahnlich  ist.  Hierbei  ist 
aber  wohl  zu  beachten,  dass  zwei  reelle  Gruppen  durch  eine 
imaginäre  Transformation  ähnlich  sein  können. 

Es  erübrigt  also  noch,  alle  reellen  Gruppen  des  Raumes  H3 
zu  finden,  welche  mit  einer  der  vier  gefundenen  reellen  Gruppen 
durch  imaginäre  Transformation  ähnlich  sind. 
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Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  alle  reellen  Gruppen  : 

zu  finden,  welche  mit  der  reellen  Gruppe: 

/),  7,  xp  +  r,  */r/  +  A>,  ;rs/)  +  2j™r,  ifq  +  ZK'yr 

durch  imaginüre  Transformation  ähnlich  sind. 

Bei  der  vorgelegten  Gruppe  sind  x  =  Const.  und  y  =  Const. 
invariante  Flachenschaaren.  Gäbe  es  nun  eine  weitere  invariante 
Fliichenschaar:  r/>  [x%  //,  z)  =  a,  so  müsste  jede  infinitesimale 
Transformation  Xf  der  ursprünglichen  Gruppe  eine  Relation 
von  der  Form 

X<p=Q(<p) 

erfallen.  Es  müssten  also  insbesondere  Gleichungen  von  der 
Form 

bestehen;  aus  diesen  folgt  aber  die  Relation 

—  x* +  2xß4  —  -Q3  =  0  , 

welche  zeigt,  dass  ,  £>4  und  £>3  sämmtlich  gleich  Null  sein 
müssen,  sobald  //  keine  Function  von  x  allein  ist.  Waren  aber 
die  drei  Qk  gleich  Null,  so  käme 

bx  (Sz 

und  es  wäre  (p  eine  Function  von  //  allein. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  x  =  Const.  und  //  =  Const 
die  einzigen  bei  der  vorgelegten  Gruppe  invarianten  Flächen- 
schaaren ip  (x,  y,  z)  =  a  sind. 

Bestimmen  daher  die  reellen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Yjgf  eine  mit  der  vorgelegten  Gruppe  (durch  imaginäre 
Transformation)  ahnliche  reelle  Gruppe,  so  müssen  auch  bei  der 
Gruppe  Yf-f  gerade  zwei  Flächenschaaren  invariant  bleiben. 
Dieselben  können  aber  reell  oder  imaginär  conjugirt  sein. 
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Sind  die  bei  der  Gruppe  Ykf  invarianten  Flachenschaaren 
reell,  so  können  wir  annehmen,  dass  sc,  =  Const.  und  yt  =  Const. 
die  Gleichungen  dieser  invarianten  Flächenschaaren  sind.  Als- 

KJ 

dann  hat  die  imaginiire  Transformation,  welche  die  vorgelegte 
Gruppe  auf  die  Form  Ykf  bringt,  die  Gestalt: 

Die  Gruppe  Ykf  besitzt  somit  die  Form 

und  es  ist  klar,  dass  die  verkürzte  Gruppe  ak(.r{)  ~  bei  der 

Transformation      =  X  [x)  die  Form  />,        a  */)  annimmt. 

Nun  aber  geht  aus  meinen  Untersuchungen  Uber  die  Gruppen 
einer  einfachen  Mannigfaltigkeit  ohne  weiteres  hervor,  dass  jede 
dreigliedrige  Gruppe  ak(xi)pi  einer  einfachen  Mannigfaltigkeit  a*t 
durch  eine  reelle  Transformation 

r4  =  R{a?t) 

die  Form  a^p, ,  x*pt  erhalten  kann.  Entsprechendes  gilt  für 
die  dreigliedrige  Gruppe  ^h  [y^(lr 

Es  ist  daher  möglich,  in  der  reellen  Gruppe 

durch  reW/e  Substitution  solche  neue  Veränderliche  ;r4,  ?/4  ein- 
zuführen, dass  die  Gruppe  Ykf  die  Form 

annimmt.  Diese  neue  Gruppe  enthält  daher  sechs  Transforma- 
tionen von  der  Form 

ft+/ipn  aftPi+/iru  x\lh+f>  r*.  i 
9i  +  f« ' i  >  //*  9t  + 1\  >\ ,      7S  4- 1\  >'*  • 
Dabei  kann  nach  den  früheren  Entwickelungen  (Seite  383  ff.)  die 
Veränderliche     immer  durch  reelle  Substitution  derart  gewählt 
werden,  dass  die  sechs  soeben  geschriebenen  Transformationen 
die  Form 

</>  V,  y(l+  Cr,  xp  +  r,  a4p-f-  2.rr,  'fq  +  ZCyr 
annehmen. 

MatU  -pbys.  Clusse.  189U.  27 
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Ist  daher  die  reelle  Gruppe 

?i  />,  xp  +  r,  .r4/> -f- 2j;r,  yq  +  Kr,  y*q  +  2k'yr 

durch  imaginäre  Transformation  ähnlich  mit  einer  reellen 
Gruppe  Yfrf,  welche  zwei  reelle  Flüchenschaaren  invariant  lasst, 
so  kann  die  Gruppe  Y^f  durch  reelle  Substitution  die  Form 

qt,        ortpt~\-r,    x\pi-\-2xiri  , 

erhalten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Falle,  dass  die  beiden  bei 
der  Gruppe  Ykf  invarianten  Fläehenschaaren  imaginär  und 
natürlich  conjugirt-iniaginär  sind.  Wir  können  annehmen,  dass 
die  Flächenschaaren  durch  die  Gleichungen 

xt  +  'Ui  —  a 

dargestellt  sind.  Die  Transformation,  welche  die  vorgelegte  Gruppe 
auf  die  Form  Ykf  bringt,  hat  dann  die  Form 

x  =  A  (xt  +  ijfj,  //  =  flf.r,  -  y/J,  s  =  Zfo,  y€l  st) 

oder,  wie  wir  ohne  Beschränkung  annehmen  können,  die  Form 

x  =  xt  + y  =  tffo  —  iy4),  =  =  ^«,y4,  ««)  , 

dabei  ist 

wo  A  eine  gewisse  reelle  oder  imaginäre  Function  von  y  be- 
zeichnet. Durch  Auflösung  kommt  also 


Ist 


_  x  +  B{y)  x  -li(y) 


irgend  eine  Transformation  der  ursprünglichen  Gruppe  und 
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«*(»••  Vi)  gjj  +  Ato,     ^  4-  ;'a  *t,  ji- 
die  Form  derselben  in  den  Veränderlichen  ,t,  ,  y{ ,  zv  so  ist 


Insbesondere  ist 


oder,  wenn  wir  die  gewöhnliche  Schreibweise  anwenden: 

.        (x.  4-  "/«  * ,  • 
^i/>  =  -^<  ,/<    :'/>,  + 7»  • 

Die  verkürzte  Gruppe  ak(xtJ  yA  />,  -f  ^A .  (.r, ,  ^  enthalt  somit 
die  Transformationen: 

P,  —  <9, »         +^,71  4-  »feiP,  —  «|  ff,)  , 
M  -  0?)/>.  +  2 a-.y.ff,  4~  »  {2  .r,        -  (r*  -  tf)  7} 

und  als  reelle  Gruppe  auch  die  conjugirt-imaginilren  Trans- 
formationen; kurz  die  verkürzte  Gruppe  hat  in  den  Veränder- 
lichen x, ,  y{  die  Form 

Pi  >  9i  1     lh  +  lJx  9m     7>i  —  ri  9i  > 
W  —  !/?  />*  +  2x,  t/t  7i  •  2  J\  !/» />«  —  (J?  —  y\)  9  • 

Uro  jetzt  die  allgemeinste  Gruppe  Ykf  zu  finden,  brauchen 
wir  nur  sechs  Grössen  /);.  derart  zu  bestimmen,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen 

P  +  Ari  ff+/iri  »P  +  yff  +  Zir,  UP-  rq  +  l\r  , 
(**  —  !f*J  />  4-  Äxyq  +  /;  r ,  2  xy/>  +  (//•  —  X*)  q  -f-  /0  r 

eine  Gruppe  erzeugen. 

27" 
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Die  Grössen  ft  und  fx  können  wie  gewöhnlich  ohne  Be- 
schrankung gleich  Null  gesetzt  werden.  Nun  ist 

(P,  xp  +  yq+ftr)  =  p  +  J±r 
[q,  xp  +  yq  +  M  =  q  +  ^r  ; 

also  lsl/\  eine  Function  von  z  allein,  die  wir  ohne  Beschränkung 
gleich  /,  3  setzen  können : 

Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  zeigt,  dass  auch  f4  nur  von  z  ab- 
hängt. 

Wir  combiniren  die  beiden  Transformationen: 

yp-xq  +  Z{z  r  , 

«pH-  yq  +  ksr  , 
und  finden  so  die  Transformation 

h[Z—zZ')  r  , 

welche  identisch  verschwinden  muss. 
Es  ist  andererseits 

(P>  («*  — ^)pH-2«yg  +  /;r)  =  2j-f»  +  2y7H--/5  r 

ö  J? 

(r/,  (x*  -  yf)  p  +  *xyq  +  fs)  =  -2(yp-  xq)  +  ^  r 
und  also 

by 

woraus 

/;  =  Uxz  -  My  +  Zi  . 

Ferner  ist 

(xp  +yq+  /.  3  r ,  (<r«  —  //*)  p  +  txyq  +  f%  r)  = 
-      -  </9)P  +  **yq  +  («5§  +  *  ^  +  **  ^  -  V.)  r  , 
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woraus 
also: 

und  schliesslich: 

t*(«r  — /)  =  o 
—  (A-  +  ijz,  =  o  . 

Wir  bilden  ferner  die  Gleichungen : 
(p,  Ixyp  +  (</*  -      9  +  /"«  r)  =  2  (yp  -  ae$)  +  j*£r 

(9,  2x>//>  +  fe4  -  xs)  g  +  fr)  =  2       +  yq)  +  ^  r  , 
welche 

^  =  2Z,    ö^  =  2A-3 

und 

/;  =  ixZ+%kxy  +  2% 

geben.  Nun  ist 

(a?/j  +  ;/g  -f-  Ä-sr,  2  j  yp  +  (t/4  —  a:1)  9  +  f6  r)  = 

=  *xyp  +  (//'  -  **)  7  +  (*  ^  +  y  ^  +  Ä-5       -  /,/,  )r  ; 
also  folgt 

und 

0?{2Z)+y8ita4-Ä-3;2fiD2'+«ÄryH-^)— (A-+^){2.r/-f-2Ä-3y+iff}f 
woraus 
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Endlich  bilden  wir  die  Gleichung: 

=  |»„  +  (,/  -  .«•)  ,  +  (,      -  *  *fc  +  Z  g  -  2%)  f . 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  f.o  erhalten  wir  hier  die  in- 
finitesimale Transformation : 

2 *yp  -f-  (>f  —  X*  q  +  $kya  -h  2^/+  ZZ[  —  ZXZ'  r  , 
welche  zeigt,  dass 

Z  Z  |      ^|  Z  — 

ist.  Ebenso  wird:  ZZ.[  —  Z^Z'  =  —  ZK . 

Ist  nun  /•  =  0,  so  wird  ZK  =  /,  =  0  und  die  Gruppe  bai. 
da  Z  gleich  I  gesetzt  werden  kann,  die  Form 

<h  Pi  *p  +  yq-  yp  —  xq  +  >' . 

-f  (»/-  —      7  -j-  2.rr  . 

Der  Coordinatenanfang  ist  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage.  Die 
zugehörige  Determinante  verschwindet,  wührend  ihre  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  nicht  alle  gleich  Null  sind.  Die** 
Gruppe  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  Gruppe,  die  wir  nachher 
rinden. 

Ist  dagegen  /,  von  Null  verschieden,  so  ist  Z  =  mz  und 

k  +  t  A  -t-  j 

Zx  =  ai  z    A     ,     Zi=^aiz  k 

Dabei  sind  die  auftretenden  Constanten  durch  die  Gleichungen 

ni(ii  —  kaf  =  0  ,    ffio,  -f-  kat  =  0 

verknüpft. 

Waren  nun  at  und  aä  nicht  beide  Null,  so  kürne  die  Gleichung 

ml  +  k*  =  0  , 

die  sich  nicht  in  reeller  Weise  befriedigen  lilsst. 

Unsere  infinitesimalen  Transformationen  haben  daher,  wenn 
noch  3  passend  gewählt  wird,  die  Form: 
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q  ,  p,  xp  +  yq  +  i:r,  tjp  —  xq  +  mi  , 
(x4  —  tf)p  +  2.///7  -f  (2ÄJC  —  8my]  r  , 
Zxijp  -\-  (yl  —  x*)  q  -f-  (2/.  //  +  2x*m]  r  . 


Der  Coordinatenanfang  ist  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage. 
Dieser  Punkt  bleibt  in  Ruhe  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: 

m(xp-\-yq)  —  k(yp  —  xq)  , 
ixi  —  U'  V  4-  %xyq  -f  (2A\r  —  2  my)  r  , 
Zxyp  +  iir  -      q  +  (2fy  -f-  2  war)  r  . 

Die  zugehörige  Determinante 

mx  —  hy       my-\-kx  0 
x*  —  y*  2.r«/  2/.x  —  Imy 

y*~  —  &  %ky^%m<c 

verschwindet  identisch,  wahrend  die  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten nicht  alle  gleich  Null  sind. 

Man  beachte,  dass  die  Annahme  k  =  0,  m  =  1  wieder  die 
früher  gefundene  Gruppe  liefert.  Die  Constanten  /.  und  m 
dürfen  nicht  beide  verschwinden,  weil  sonst  die  Gruppe  nicht 
transitiv  wäre;  die  eine  von  ihnen  kann  aber  immer  ohne  Be- 
schrankung gteich  1  gesetzt  werden. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  gefundene  Gruppe 
s\  statisch  sein  muss,  und  in  der  That  übersieht  man  ohne  weiteres, 
dass  ihre  Transformationen  sümmtlich  mit  r  vertauschbar  sind. 

Wir  suchen  jetzt  alle  reellen  Gruppen,  welche  durch  eine 
imaginäre  Transformation  mit  der  Gruppe 

9,  Pt  xq  +  r,  x*q+  Ixr  , 
*P  ~t~  yq  +  Ar  ,    x*p  +  Zxyq  -f  (2.1./:  +  2y)  r 

ahnlich  sind. 

Bei  dieser  Gruppe  bleibt  die  Flachenschaar  x  =  Const. 
invariant.  Zur  Bestimmung  der  allgemeinsten  invarianten 
Flachenschaar  </>  [xt  y,  z)  =  a  bilden  wir  die  Gleichungen: 
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aus 'denen 

-a-4  .0,4-2.2^,-^  =  0 
hervorgeht;  wäre  nun  y  keine  Function  von  sr,  so  kHnje 

=  Qt  =  ß,  =  0  , 

und  demzufolge: 

äs 

so  dass  €p  doch  nur  von  .r  abhängt.  Es  ist  somit  X  =  Const.  die 
einzige  invariante  Flachenschaar. 

Bei  einer  ahnlichen  reellen  Gruppe 

tritt  ebenfalls  eine  einzige  offenbar  reelle  FlUchenschaar  auf: 
nehmen  wir,  wie  wir  können,  an,  dass  dieselbe  durch  xi  =  Consi. 
dargestellt  wird,  so  besteht  eine  Gleichung  xi  ==  W  [x). 

Ks  giebt  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Transformation, 
nämlich  r,  welche  mit  allen  Transformationen  der  vorgelegten 
Gruppe  vertauschbar  ist.  Dementsprechend  giebt  es  eine  und 
nur  eine  offenbar  reelle  infinitesimale  Transformation ,  welche 
mit  allen  Ykf  vertauschbar  ist.  Wir  können  annehmen,  dass 
diese  infinitesimale  Transformation  auf  die  Form  r,  gebracht  ist. 
sodass  eine  Gleichung 

/•  =  Const.  r,  =  C  r, 

besteht. 

Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  der  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  Gruppen  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

—  W{x) ,   yt  =  Wfa  y)  ,   zx  =  Cz  +  0(Xy) 
vermittelt  wird. 
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Ist 

die  Form  der  Transformationen  Ykf,  so  ist  es  klar  einerseits, 
dass  die  verkürzte  Transformation 

*\  =  W{x) ,   y%  =  ¥(xy) 

die  Gruppe  £Ä.  (acj  p{  +         //,)  7,  auf  die  Form 

9,  arg,  a?*f,  />,  xp  +  rjq,  x*p  +  ixyq 

bringt,  andererseits  dass  die  Transformation  xt  =  \V(x)  die 
Gruppe  ^  ;j;J  /),  auf  die  Form  />,  xp,  x*p  bringt. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  es  möglich  ist,  eine  solche  reelle 
Function  xt  von  xt  einzuführen,  dass  die  Gruppe  §kiJ\  l\  d'e 
Form  :  ptJ  Xtpt1  x\p  annimmt. 

Die  verkürzte  Gruppe  Sk  \x\)  Pi  1k  («ri2/i!  7i  erhalt  hier- 
durch die  Form 

«tfu  wt0n  ws9i>  /7i  "Mi*?*  » 
^i/'i  +  Mi  ,    a*Pi  +  17,7,  • 

Dabei  leuchtet  ein,  dass  das  Verhaltniss  je  zweier  Grössen  iok 
nur  von  r,  abhängt. 

Wir  können  nun  durch  reelle  Substitution  uns  die  Verän- 
derliche \jK  derart  gewühlt  denken ,  dass  die  drei  tok  nur  von 
j\  abhangen.  Alsdann  werden  die  fik  linear  in  y{  und  es  ist 
Überdies  möglieh  j;4  gleich  Null  zu  setzen,  wahrend  rtt  die  Form 

1*  =  ct'Ji  +  «ifa)    (ri  =  Consl-) 

annimmt.  Nun  ergiebt  es  sich  durch  eine  von  mir  öfter  ange- 
wandte Methode,  dass  die  Gruppe  iok(xt)qi  die  Form 

7,,  xtqi}  x*qt 

besitzt.  Schliesslich  geht  in  bekannter  Weise  hervor,  dass  die 
verkürzte  Gruppe  ^k(x{)  />4-f-  t]kql  durch  reelle  Variabclnanderung 
die  alte  Form 

</,  xq,  x*q,  p,  xp  +  yq,  x*p  +  lxyq 

annehmen  kann. 
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Nunmehr  erkennen  wir,  indem  wir  wie  früher  verfahren, 
dass  es  möglich  ist,  eine  solche  reelle  Function  von  ,r{,  yx.  zt  als 
neues  zt  einzuführen,  dass  auch  unsere  Gruppe  in  ,r,  y.  z  die 
alte  Form 

7i>  Pv  xtft  +  rn  xi9t  +  *JVi  i 

annimmt.  Auf  die  Frage,  oh  immer  A<  =  A  wird,  brauchen  wir 
nicht  einzugehen. 

Wir  fragen  jetzt  nach  allen  reellen  Gruppen  des  Raumes, 
welche  mit  der  Gruppe 

r,  </,  p+yr,  xq  4-  i xp  —  yq,  yp  +  iy*r 

durch  imatrinäre  Transformation  ähnlich  sind. 

Es  giebt  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Transformation, 
nämlich  r,  welche  mit  allen  Transformationen  der  vorgelegten 
Gruppe  vertauschbar  ist. 

Zu  jeder  ahnlichen  reellen  Gruppe  : 

Yf-s  hf.r  V 

gehört  daher  ebenfalls  eine  und  nur  eine  mit  allen  Y^f  ver- 
tauschbare infinitesimale  Transformation.  Da  dieselbe  reell  ist, 
können  wir  annehmen ,  dass  sie  die  Form  i\  besitzt.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Transformation,  welche  die  Aehnlichkeit  vermittelt, 
die  Form 

=  A';,r,  y)  ,    //,  =  )•  ,/•,  y)  ,    zx  =  Cz  +  ®(x.  y 
und  dass  die  Gruppe  )).f  die  Form 

^(J,t!/i:/'i  +  U^t!/i)7i  +  Hr, 
besitzt.  Dabei  bringt  die  verkürzte  Transformation 

=  -V  *  Ui=y 

die  verkürzte  Gruppe 
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auf  die  Form 

qt  pt  xq,  xp  —  yqt  yp  . 

Ich  habe  nun  gefunden,  dass  jede  reelle  Gruppe,  welche 
überhaupt  mit  der  Gruppe  g,  p,  xq,  xp  —  yq,  yp  ähnlich  ist. 
mit  ihr  durch  eine  reelle  Transformation  ähnlich  ist.  Es  folgt 
dies  ohne  grosse  Schwierigkeit  aus  der  Bemerkung,  dass  y"  =  0 
die  einzige  bei  der  vorgelegten  Gruppe  invariante  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  darstellt. 

In  diesen  Berichten  habe  ich  ein  Resume  meiner  Rcduction 
aller  reellen  Gruppen  einer  Ebene  auf  kanonische  Formen  ge- 
geben. Mein  Schüler  Herr  Silzberger,  dem  ich  meine  Resultate 
mittheilte,  hat  neuerdings  in  seiner  Dissertation  eine  im  Allge- 
meinen befriedigende  Ableitung  derselben  entwickelt. 

Die  Gruppe  Ykf  kann  daher  durch  reelle  Substitution  die 
Form  annehmen 

'*«>  P%  +/>,  <?,  +/i''i>         +f9rt  , 

*iPi  —  Vx  ?!  +  fS*>  VxPx  +/>t  • 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass  jede  reelle  Gruppe  des 
Baumes,  welche  mit  der  Gruppe 

r,  ?,  p  +  yr,  xq  +  lx*)',  xp  —  yq,  yp~hitfr 

ähnlich  ist,  mit  ihr  durch  reelle  Substitution  ähnlich  ist. 

Durch  ganz  analoge  Betrachtungen  erkennt  man,  dass  jede 
mit  der  Gruppe 

p,  q,  r,  xq  +  r,  Zxp  +  yq-t-Cxr  , 
x*p  +  xyq  +  ({y*  +  JCar;  r 

ähnliche  reelle  Gruppe  mit  ihr  durch  reelle  Transformation  ähn- 
lich ist. 

Hiermit  sind  alle  reellen  Gruppen  des  Raumes  bestimmt, 
welche  im  weiteren  oder  engeren  Sinne  des  Wortes  freie  Be- 
weglichkeit besitzen. 

Während  die  Gruppe  der  Euclidi sehen  Bewegungen  und  die 
Gruppe  der  Sichteuclidischen  Bewegungen  des  Baumes  die  einzigen 
sind,  welche  im  engeren  Sinne  des  Wortes  freie  Beweglichkeit  be- 
sitzen^ giebt  es  fünf  reelle  Gruppen,  welche  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes  freie  Beweglichkeit  besitzen.  Das  sind  die  folgenden  : 
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p,  q,  xp  +  r,  ;/7 -M  r,  x* p  4-  2  x r ,  i/^  +  SAyr 


ry,  /),  Xp  +  1jq  -f  /.T,  >//>  —  ^  +  mr  • 
(xs  —  i/2)/>  4-  2.r  j/7  +  (2 kx  -  2  //i y)  r  , 
2  -ry p  +  (.'/'  -  •'  -)  7  +  (2  /«•  //  +  2  ro  a«)  r 


/>,  q,  xq  +  r,  x*q-\-2xr,  xp  +  yq  +  Ar, 
x*p  -|-  2.77/7  4-  (2 .1  x  4-  2//)  r 


r,  q,  P  +  'jr,  xq-\-ix*ry  xp-yq,  yp  +  i'rr 


Pi  7>  r>  xq  +  y>\  2jt/j  4-//7  4- Cxr, 
«*•*/>  4-  «*'.'/ 7  4-  ( J '/  4-  4  Ca-*)  r  . 


Es  ist  mir  nicht  gelungen,  die  Untersuchungen  dieser  Ab- 
handlung auf  n  Dimensionen  zu  übertragen.  Ich  glaube  jedoch, 
dass  diese  Uebertragung  keine  grössere  Schwierigkeit  macbcn 
wird,  wohlbcmerkt  wenn  man  sich  auf  Gruppen  beschränkt,  bei 
denen  im  engeren  Sinne  des  Wortes  freie  Beweglichkeit  stattfindet. 

Es  muss  möglich  sein,  für  einen  »-fach  ausgedehnten  Raum 
nachzuweisen,  dass  wenn  im  engeren  Sinne  des  Wortes  (also 
ausnahmslos  innerhalb  eines  Bereiches)  freie  Beweglichkeit  statt- 
findet, dass  dann  auch  im  Infinitesimalen  freie  Beweglichkeit  in 
dem  Sinne  meiner  vorigen  Abhandlung  stattfindet.  Daraus 
würde  sich  dann  die  Erledigung  der  gestellten  Frage  ohne 
weiteres  ergeben. 

Dagegen  dürfte  die  Frage  nach  allen  Gruppen  des  n  -  fachen 
Raumes,  bei  denen  freie  Beweglichkeit  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes  staltfindet,  ziemlich  schwierig  zu  erledigen  sein.  Diese 
Frage  deckt  sich  mit  der  Frage  nach  allen  Gruppen,  bei  denen 
q  Punkte  nur  solche  Invarianten  haben,  die  sich  aus  den  Inva- 
rianten zweier  Punkte  ableiten  lassen. 

Ich  bin  im  Uebrigen,  ich  wiederhole  das,  der  Ansicht,  dass 
die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  die  Gruppe  der  Be- 
wegungen in  der  einfachsten  Weise  charakterisirt. 
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§7. 

Schlussbeuierkungen. 

Wir  haben  im  Vorangehenden  darauf  Gewicht  gelegt,  alle 
Gruppen  des  Raumes  xf  y,  3  zu  bestimmen,  bei  denen  q  Punkte 
nur  solche  Invarianten  besitzen,  die  sich  aus  Invarianten  zweier 
Punkte  zusammensetzen  lassen.  Auf  der  anderen  Seite  wünschten 
wir  möglichst  wenig  Sütze  aus  meiner  allgemeinen  Theorie  der 
Transformationsgruppen  als  bekannt  vorauszusetzen.  Die  natür- 
liche Folge  war,  dass  die  vorangehende  Untersuchung  ziemlich 
weitläufig  wurde. 

Begnügen  wir  uns  mit  dem  Hauptresultat,  dass  nur  bei  der 
Gruppe  der  Bewegungen  freie  Beweglichkeit  ausnahmslos  inner- 
halb eines  Bereiches  stattfindet  und  benutzen  wir  überdies  meine 
früheren  Untersuchungen  in  grösserer  Ausdehnung,  so  können 
wir  schneller  zum  Ziele  kommen. 

Wir  wissen,  dass  wenn  eine  von  der  Gruppe  aller  Beweg- 
ungen verschiedene  Gruppe  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt, 
dass  dann  mit  jedem  Punkte  mindestens  eine  invariante  Richtung 
verknüpft  ist.  Ist  nun  jedem  reellen  Punkte  eine  reelle  Richtung 
zugeordnet,  so  existirt  eine  invariante  Schaar  von  oo4  reellen 
Curven  u  =  «,  v  =  b.  Wird  dann  ein  Punkt  festgehalten,  so 
kann  jeder  Punkt  der  hindurchgehenden  Curve  aus  dieser  Schaar 
jedenfalls  nur  oo1  Lagen  annehmen.  In  diesem  Falle  wäre  es 
also  unmöglich,  einen  Bereich  des  Raumes  derart  abzugrenzen, 
dass  innerhalb  desselben  ausnahmslos  freie  Beweglichkeit  statt- 
findet. 

WTir  können  daher  annehmen,  dass  mit  jedem  reellen  Punkte 
eine  imaginäre  Richtung  invariant  verknüpft  ist;  dann  bleibt 
auch  die  imaginär- conjugirte  Richtung  und  gleichzeitig  das 
durch  beide  gehende  reelle  Flächenelement  in  Ruhe;  kurz  unsere 
Gruppe  lässt  eine  reelle  Gleichung  von  der  Form : 

Adx+  Bdy  +  Cdz  =  0 

invariant. 

Ist  die  soeben  geschriebene  Gleichung  nicht  integrabel,  so 
lässt  sich  unsere  Gruppe  als  eine  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen einer  Ebene  deuten  und  zwar  bleiben  bei  der  be- 
treffenden Gruppe  von  Berührungstransformationen  zwei  Diffe- 
rentialgleichungen  zweiter  Ordnung   invariant.    Oder  noch 
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einfacher,  man  kann  unsere  Gruppe  d<is  Raumes  als  eine  sechs- 
gliedrige  erweiterte  Gruppe  von  Punkttransformationen  einer 
Ebene  auffassen,  hei  welcher  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  invariant  bleibt. 

Nun  aber  giebt'  es  nach  meinen  Untersuchungen  über 
Differentialinvarianten  nur  eine  sechsgliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen der  xy- Ebene,  nämlich  die  Gruppe 

jk  (h  xp,  xq,  yp,  yq 

(und  die  mit  ihr  dualistische  Gruppe^,  welche  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lüsst.  Die  zugehörige  er- 
weiterte Gruppe  hat.  wenn 

(IOC  oz 
gesetzt  wird,  die  Gestalt : 

P,  V>  a^-T-'*i  xp  —  yq  —  2zr  , 
yp  —  z*r,  xp  +  yq  . 

Zu  dieser  Gruppe  gelangten  wir  auf  S.  382:  bei  ihr  findet 
aber  nicht  einmal  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  freie  Beweg- 
lichkeit statt. 

Die  reelle  invariante  Gleichung 

Adx  +  Bdy~\-  Cdz  ■»  0 

ist  somit  sicher  integrabel.  Ist  <y  (ar,  y,  s]  eine  reelle  lntegral- 
function  derselben,  so  kann  <f  als  neues  x  eingeführt  werden. 
Wird  jetzt  irgend  ein  reeller  Punkt  p  festgehalten,  so  bleibt  die 
hindurchgehende  Ebene:  x  =  C  in  Ruhe;  diese  Ebene  wäre 
also  eine  der  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkt  p.  Nun  aber 
liegt  der  Punkt  p  auf  der  betreffenden  Kugel,  er  müsste  also  in 
jeden  andern  Punkt  der  Pseudokugel  ttbergehen  können,  was  nicht 
der  Fall  ist. 
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H.  Ambronn,  Das  optische  Verhalten  markhaltiger  und 
markloser  Nervenfasern . 

Die  markhaltigen  Nerven  zeigen,  wie  aus  zahlreichen  früheren 
Beobachtungen  bekannt  ist,  in  ihren  Markscheiden  eine  starke 
Doppelbrechung.  Die  Orientierung  des  optischen  Elasticitiits- 
ellipsoids  ist  jedoch 
eine  andere,  wie  in 
den  .gleichfalls  stark 
anisotropen  Muskeln. 
Sehnen ,  Pflanzen- 
fasern u.  dergl.  In 
beistehender  Skizze 
ist  die  Lage  der  im  op- 
tischenLängsschnitte 
wirksamen  Elastici- 
tatsellipsen  (im  Sin- 
ne von  Nageli  und 
Scii\vENDKNKR)beiNer- 
ven  und  Sehnen  an- 
gegeben. 

Zugleich  zeigt  sich 
die  eigentümliche 
Erscheinung.dassdie 
mittleren  Partien  der 
markhaltigen  Ner- 
venfasern bei  senk- 
rechter   Lage  der 

Längsachse  zur  Richtung  der  durchgehenden  Lichtstrahlen  in 
jedem  Azimulh  optisch  neutral  bleiben.  Dieses  Verhalten  der 


a)  Lag-  der  Elasticitütstllipse  in  eiiu-r  Sehne. 

b)  Lage  der  Elittticitatmllipge  in  einer  mark- 
haltigen Nervenfaser,   m  :  Mark*,  heide. 
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Nervenfasern  hat  man  auf  verschiedene  Weise  zu  erklaren  ver- 
sucht. Valentin  ')  hat  es  als  wahrscheinlich  hingestellt,  dass  das 
Nervenmark  sich  wie  ein  einachsiger  optisch  negativer  Krystall 
verhalte;  er  giebt  an,  dass  dünne  Querschnitte  aus  getrockneten 
Menschennerven  in  Canadabalsam  eingeschmolzen  die  Farbe  eines 
Gypspliittchens  nicht  andern.  Diese  Beobachtung  ist  jedoch  nicht 
beweiskraftig;  durch  die  Einschmelzung  in  Canadabalsam  wird 
jedenfalls  eine  wesentliche  Veränderung  herbeigeführt,  denn  fri- 
sche Querschnitte,  in  Wasser  oder  Glycerin  untersucht,  ergeben 
bei  Beobachtung  im  parallelen  Lichte  ein  positives  Interferenz- 
kreuz. Auf  Grund  dieser  letzteren  Thatsache  macht  v.  Ebner'-)  mit 
Hecht  geltend,  dass  ein  Vergleich  des  Nervenmarks  oder  derFaser 
mit  einem  einachsigen  optisch  negativen  Krystall  nicht  zutreffend 
ist.  Nach  Valentin  haben  Kleebs  3)  und  später  Kühne  ')  die  Ansicht 
ausgesprochen,  dass  die  optischen  Eigentümlichkeiten  der 
Nervenfasern  auf  die  Einlagerung  kleinster  kristallinischer  Theil- 
chen  zurückzuführen  seien;  diese  Theilchen  sollen  an  und  für 
sich  einachsig  optisch  positiv  und  mit  ihren  optischen  Achsen 
sämmtlich  radiär  gerichtet  sein.  Ki  une5)  hat  sich  auch  über  die 
chemische  Natur  dieser  Theilchen  ausgesprochen,  er  meint,  dass 
es  Protugon-Kr\ stalle  seien.  Dieser  von  Liebreich6)  zuerst  dar- 
gestellte Körper  ist  nun  aber,  wie  v.  Ebner  ganz  richtig  bemerkt, 
in  kaltem  Aelher  fast  ganz  unlöslich,  während  doch  die  Nerven 
bei  Behandlung!  mit  diesem  Lösungsmittel  ihre  charakteristische 
Doppelbrechung  gänzlich  verlieren,  v.  Ebner  selbst  führt  die 
optische  Anisotropie  des  Nervenmarks  auf  die  infolge  des  Intus- 
suseeptionswachsthums  eintretenden  Spannungen  zurück.  In 
BetrelF  der  optisch  einachsigen  Natur  des  Nervenmarks  spricht 
er  sich  folgendermassen  aus:7)  »Das  Nervenmark  ist  positiv  ein- 


I]  Valentin,  G.  Die  Untersuchung  der  Pflanzen  und  Thiergewehe  in 
polorisirtem  Lichle.  Leipzig  4  861.  S.  297  fT. 

2)  v.  Kbner,  V.  Untersuchungen  über  die  Ursachen  der  Anisotropie 
organisirler  Substanzen.  Leipzig  1882.  S.  181  fT. 

3)  Klebs,  G.  Die  Nerven  der  organischen  Muskeln.  Virchow's  Archiv 
Bit.  XXXII.  1865.  S.  168. 

4)  Kühne,  W.  Lehrbuch  der  physiologischen  Chemie.  Leipzig  4  868. 
S.  339. 

5)  I.  c.  S.  345. 

6   Liebreich ,  ü.  Leber  die  chemische  Beschaffenheit  der  Gehirnsub- 
stanzen.  Ann.  der  Chemie  und  Pharmacie  1865,  Bd.  CXXX1V,  S.  27— 44. 
7j  v.  Ebner,  I.  c.  S.  232. 
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achsig  doppeltbrechend  mit  radiär  gerichteter  optischer  Achse, 
zeigt  also  im  Querschnitte  dieselben  Erscheinungen  wie  ein 
Stärkekorn.  Die  Spannungshypothese  mttsste  zwar  voraussetzen, 
dass  durch  Intussusceptionswachsthum  das  Nervenmark  optisch 
zweiachsig  wird,  da  ja  die  Widerstände  für  die  Einlagerung  der 
Theilchen  in  der  tangentialen  Quer-  und  Längsrichtung  nicht 
dieselben  sein  können.  Indessen  ist  es  gewiss  nicht  widersinnig, 
sich  vorzustellen,  dass  die  Zahl  der  nach  den  beiden  Richtungen 
sich  einlagernden  Theilchen  selbst  wieder  von  den  Widerstän- 
den, welche  sich  der  Einlagerung  entgegenstellen,  beeinflusst 
wird,  wodurch  eine  grössere  Gleichmässigkeit  der  Wachsthums- 
spannung nach  beiden  Richtungen  herbeigeführt  werden  kann.« 
Ich  gebe  zu .  dass  man  auf  diese  Weise ,  wenn  man  überhaupt 
die  Spannungshypothese  v.  Ebner's  sowie  seine  Annahme,  das 
Nervenmark  wachse  durch  Intussusception,  als  berechtigt  an- 
sieht, die  optisch  einachsige  Natur  zu  erklaren  vermag. 

Obwohl  v.  Ebner,  wie  schon  erwähnt  wurde,  die  Thatsache 
anführt,  dass  die  Nerven  durch  Behandlung  mit  Alkohol  und 
Aethcr  ihre  charakteristische  Doppelbrechung  verlieren,  so  giebt 
er  doch  nirgends  eine  Erklärung  für  diese  überraschende  Eigen- 
schaft, t'ebrigcns  ist  diese  Beobachtung  insofern  nicht  ganz  rich- 
tig, als  die  Doppelbrechung  nach  jener  Behandlung  nicht  etwa 
gänzlich  verloren  geht,  sondern  nur  etwas  schwächer  wird,  da- 
bei aber,  was  das  Wichtigste  ist,  den  entycgengesetzten  Charakter 
erhält.  Mit  Aether  extrahirte  Nervenfasern  zeigen  nämlich  eine 
deutliche  in  Bezug  auf  die  Längsrichtung  positive  Doppelbrechung, 
verhalten  sich  also  ganz  ebenso  wie  die  Sehnen,  Muskeln,  Pflan- 
zenfasern u.  dergl.  Dasselbe  Resultat  erhält  man  übrigens  auch 
auf  einem  anderen  Wrege.  Erhitzt  man  die  Nervenfasern  in  ver- 
dünntem Glycerin  etwa  bis  zur  Siedehitze  des  Wassers,  so  ver- 
schwindet die  negative  Doppelbrechung  und  es  tritt  dafür  eine 
sehr  schwache  positive  ein;  lässt  man  sodann  erkalten,  so  kehrt 
die  frühere  negative  Doppelbrechung  in  ihrer  vollen  Stärke 
wieder  zurück. 

Diese  beiden  leicht  zu  beobachtenden  Erscheinungen  kön- 
nen auf  Grund  der  v.  EßNER'schen  Spannungshypothese,  wie  ich 
glaube,  keine  genügende  Erklärung  finden;  sie  haben  aber  die 
grösste  Aehnlichkeit  mit  dem  Verhalten  einer  gewissen  Gruppe 
pflanzlicher  Gewebe,  der  Cuticula  und  der  verkorkten  Zellmem- 
branen. 

Matb.-pbys.  Class*.  1690.  > 
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Ich  konnte  früher  nachweisen1),  dass  die  optischen  Eigen- 
tümlichkeiten jener  Gewebe .  welche  sich  von  den  meisten 
übrigen  pflanzlichen  Geweben  in  derselben  Weise  unterscheiden 
wie  die  njarkhaltigcn  Nervenfasern  von  den  Muskeln.  Sehnen 
u.  dergl.,  auf  die  Einlagerung  kristallinischer  Theilchen  eines 
wachsartigen  Körpers  zurückzuführen  seien .  dessen  chemische 
Natur  durch  andere  Untersuchungen2  bereits  ziemlich  genau 
studirt  war. 

Als  ich  im  Frühjahre  1889  an  der  zoologischen  Station  in 
Neapel  zum  ersten  Male  das  optische  Verhalten  nervenühn lieber 
Röhren,  der  sog.  Neurochorde,  von  Mastobranchus  und  anderen 
Würmern  kennen  lernte,  glaubte  ich  die  Vermuthung  aus- 
sprechen zu  dürfen,  dass  hier  etwas  Aehnliches  wie  bei  der 
Cuticula  und  den  verkorkten  Membranen  vorliege,  dass  also  die 
obenerwühnto  Ansicht  von  Klebs  und  Kühne,  nach  welcher  die 
Doppelbrechung  des  Nervenmarks  auf  die  Einlagerung  kri  stal- 
linischer Theilchen  zurückzuführen  ist,  die  grössere  Wahrschein- 
lichkeit für  sich  habe.  Herr  Dr.  B.  Friedlakder  ,  durch  dessen 
Freundlichkeit  ich  die  genannten  Objecto  kennen  lernte,  konnte 
denn  auch  sowohl  bei  Erwürmuug  wie  bei  Extraction  mit  Alko- 
hol und  Aether  an  den  Neurochorden  ein  Verschwinden  der 
Doppelbrechung  bezw.  eine  Umkehruug  ihres  Charakters  con- 
statiren.  Der  genannte  Herr  beobachtete  auch  an  den  Neuro- 
chorden anderer  Anneliden,  sowie  mancher  Cmstaceen  ein  ähn- 
liches Verhalten;  ferner  giebt  er  an,  dass  auch  an  den  Nerven- 
fasern aus  dem  Ischiadicus  des  Frosches  »  Erhitzung  die  Doppel- 
brechung wenigstens  sehr  erheblich  schwiieht  und  dass  sie  hier 
wie  dort  [bei  Mastobranchus!  nach  dem  Flrkalten  wieder  zurück- 
kehrt«3). Diese  Angaben  Friedlanders  siud  insofern  richtig,  als 
bei  genügender  Erhitzung  eine  Schwächung  der  Doppelbrechuug 
eintritt;  er  hat  jedoch,  wie  es  scheint,  nicht  beobachtet,  dass 
auch  eine  Umkehrung  des  Charakters  der  Doppelbrechung  dabei 

1}  Leber  du*  optische  Verhalten  der  Cutieula  und  der  verkorkten 
Membranen.  Ber.  d.  Deutsehen  Botan.  Ges.  4  888.  Bd.  VI,  S.  246 ff. 

3)  Kegler,  K.  Ueber  d.  Kork  v.  Quercus  Suber.  Archiv  für  Pharmacie. 
3.  Reihe.  Bd.  XXII,  S.  2*7  ff.  Vergl.  auch  A.  Meyer.  Ber.  d.  Bot.  Ges.  Bd.  I. 
1883.  S.  XXIX. 

3)  B.  Kriedl vndeh  ,  Lieber  die  markhaltigcn  Nervenfasern  und  Neu- 
rochorde der  Cruslaceen  und  Anneliden.  Mitth.  d.  Zoolog.  Station  in  Ne- 
apel. IX.  Bd.  2.  Heft.  S.  254  ff. 
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stattfindet.  Ich  konnte  mich  hiervon  sowohl  an  den  Fasern  des 
Ischiadicus,  wie  auch  an  verschiedenen  anderen  inarkhaltigen 
Nerven  des  Frosches  überzeugen.  Durch  Extraction  mit  Alkohol 
oder  Aether  zeigte  sich,  wie  schon  angedeutet  wurde,  dieselbe 
Erscheinung;  nur  kehrte  hierbei  die  frühere  optische  Heaction 
niemals  wieder  zurück,  da  eben  der  wirksame  Körper  durch 
Lösung  entfernt  worden  war. 

Nach  diesen  Resultaten  drängte  sich  vor  Allem  die  Fräse 
auf,  welcher  Art  der  die  optischen  Eigenschaften  des  Nerven- 
marks bedingende  Körper  sei.  Ks  liegen  bekanntlich  eine  ganze 
Reihe  von  Untersuchungen  über  die  chemische  Zusammensetzung 
des  Nervenmarks  vor.  Als  die  hauptsächlichsten  Restandtheile, 
die  durch  Alkohol  ausgezogen  werden,  betrachtet  man  gewöhn- 
lich Cholesterin,  Lecithin  und  Protagon.  Das  letztere  ist,  wie 
schon  von  v.  Ebner  hervorgehoben  wurde,  wegen  seiner  geringen 
Löslichkeit  in  kaltem  Aether  von  vorneherein  ausgeschlossen. 
Rei  der  Untersuchung  des  optischen  Verhaltens  von  Cholesterin 
und  Lecithin  konnte  ich  mich  auf  Grund  verschiedener  Reobach- 
tungen  zunächst  dahin  entscheiden,  dass  Cholesterin  ebenfalls 
wohl  nicht  in  Frage  komme. 

Aus  den  Resultaten,  welche  man  bei  Erhitzung  der  Nerven- 
fasern  erhält,  geht  wie  ich  glaube  mit  ziemlicher  Sicherheit  her- 
vor, dass  der  betreffende  Körper  in  dem  Marke  in  Form  sehr 
kleiner  gleichsinnig  orientirter  Krystalle  vorhanden  ist,  die  bei 
der  Erwärmung  schmelzen  und  somit  optisch  neutral  werden, 
beim  Abkühlen  dagegen  wieder  in  der  früheren  Form  aus- 
krystallisiren. 

Nach  Rrewster  *)  kann  man  auf  künstlichem  Wege  eine 
gleichmässige  Orientierung  fein  vertheilter  Kryställchen  herbei- 
fuhren, wenn  man  gewisse  Körper  auf  Glasplatten  in  einer  Rich- 
tung aufstreicht.  Man  erhält  auf  diese  Weise  doppeltbrechende 
Objecto,  deren  optischer  Charakter,  auf  die  Strichrichtung  be- 
zogen, ein  verschiedener  ist:  die  einen  werden  positiv,  die  an- 
deren negativ  doppeltbrechend.  Den  von  Rrewster  gemachten 
Angaben  wurden  später  von  Haidinger2  .  Frhr.  v.  Seherr  Tnoss3) 

4)  Brewster,  On  the  produetion  of  crystallina  struclure  in  crystallised 
pnwders  by  compression  and  traction ;  Transaetions  of  the  Roval  Societv 
of  Edinburgh  1853.   Bd.  XX.  S.  535f. 

i;  Haidinükr,  Ber.  d.  Wiener  Akad.   1859,  S.  4  83. 

3)  v.  Seherr  Thoss,  Uebcr  künstlichen  Dichroismus,  Wiedeinann  s  Ann. 
der  Pliys.  und  Ghem.  Bd.  MI.       270  IT. 

2b* 
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und  dem  Verfasser  *)  weitere  zugefügt,  die  ebenfalls  auf  eine 
gleichsinnige  Orientirung  kleinster  Theilchen  hinweisen.  Macht 
man  nun  ähnliche  Versuche  mit  Cholesterin  und  Lecithin,  so  er- 
kennt man  sofort,  dass  Cholesterin  beim  Aufstreichen  in  einer 
bestimmten  Richtung  optisch  positiv,  Lecithin  dagegen  optisch 
negativ  wird.  Da  Lecithin  in  feuchter  Luft  eine  dem  gequollenen 
Gummi  ahnliche  Consistenz  besitzt,  so  kann  man  leicht  Faden 
aus  demselben  ziehen  und  auch  diese  zeigen  eine  in  Bezug  auf 
die  Zugrichtung  starke  negative  Doppelbrechuug,  verhalten  sich 
demnach  ähnlich  wie  die  Faden  aus  Kirschgummi  und  umgekehn 
wie  diejenigen  aus  arabischem  Gummi2:. 

Auch  die  Myelinscheide  der  markhalligen  Nerven  zeigt,  wie 
schon  mehrfach  erwHhut  wurde,  eine  in  Bezug  auf  die  Langs- 
achse negative  Doppelbrechung.  Schon  aus  dieser  Ueberein- 
stimmung  könnte  man  wohl  vermuthen ,  dass  der  optische  Cha- 
rakter des  Nervenmarks  nicht  durch  das  Cholesterin  hervor- 
gerufen wird.  Diese  Vermuthung  findet  ihre  Bestätigung  auf 
Grund  anderer  Beobachtungen,  die  eine  grössere  Beweiskraft 
besitzen. 

Es  ist  seil  langer  Zeit  bekannt,  dass  an  den  Schnittflachen 
markhaltiger  Nervenfasern  im  Wasser  eigenthttmliche  Gebilde, 
die  so«.  Mvelinformationen,  herauswachsen.  Dieselben  sind  zuerst 
von  ViRcnow3  und  spater  von  zahlreichen  anderen  Forschern 
eingehend  beschrieben  worden.  Man  hat  ausserdem  verschie- 
dentlich beobachtet,  dass  ähnliche  Figuren  auch  auf  andere 
Weise  hervorgerufen  werden  können.  Es  würde  jedoch  hier  zu 
weit  fuhren,  wenn  ich  die  umfangreiche  Literatur  über  diesen 
Gegenstand  ausführlich  berücksichtigen  wollte.  Es  mag  hier 
nur  hervorgehoben  werden,  dass  man  auch  aus  Lecithin  durch 
Zusatz  von  Wasser  die  charakteristischen  Myelinfiguren  erhält, 
während  dies  beim  Cholesterin  unter  ähnlichen  Verhältnissen 
nicht  der  Fall  ist. 

Breitet  man  etwas  Lecithin4)  auf  einem  Objectträger  aus  und 

t;  I.  c.  S.  228f. 

2)  Vergl.  v.  Ensrn  I.  c.  S.  28. 

3)  Virchow.  R.,  Leber  das  ausgebreitete  Vorkommen  einer  dem  Ner- 
\onmark  analogen  Substanz  in  den  thierischen  Geweben.  Virchow  s  Archi\ 
1S5i.  Bd.  VI.  S.  562  IT. 

4  Das  von  mir  benutzte  Lecithin  erhielt  ich  zum  Theil  durch  die 
Freundlichkeit  des  Herrn  Prof.  Drechsel,  zum  Theil  aus  dem  Laboratorium 
des  Herrn  Dr.  Gm  bleu,  hier.  Beide  Präparate  waren  aus  Kidotter  hergestellt. 
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setzt  Wasser  hinzu,  so  wachsen  nach  kurzer  Zeit  jene  Gebilde 
hervor,  die  sehr  bald  eine  deutliche  doppelte  Contourirung  zei- 
gen und  zu  den  mannigfaltigsten  Figuren  sich  entwickeln;  die 
Spitzen  der  fortwachsenden  Schlauche  führen  dabei  fast  fort- 
wahrend nutirende  Bewegungen  aus.  Man  kann  das  Wachslhuin 
sowie  die  Structur  dieser  Schlauche,  Kugeln  u.  dergl.  Tage  lang 
unter  dem  Mikroskope  verfolgen .  wenn  man  statt  Wasser  ver- 
dünntes Glycerin  zusetzt;  das  Wachsthum  erfolgt  dann,  wie  es 
scheint,  bedeutend  langsamer.  Sie  besitzen  sammtlich  eine 
doppelte  Contourirung  und  sind  wohl  zweifellos  als  Nieder- 
schlagsmerabranen  anzusehen ,  wenn  auch  über  das  Zustande- 
kommen derselben  in  chemischer  Hinsicht  so  gut  wie  nichts  be- 
kannt ist.  Von  besonderem  Interesse  für  unsere  Frage  ist  nun 
das  optische  Verhalten  der  Wandungen  jener  Gebilde.  Sie  zeigen 
stets  eine  deutliche  Doppelbrechung  und  eine  Orientirung  des 
Elasticitatsellipsoids,  welche  mit  derjenigen  im  Nervenmark  und 
in  den  aus  Nerven  hervorwachsenden  Myelinformationen  voll- 
kommen übereinstimmt. 

Eine  markhaltige  Nervenfaser  zeigt  Uber  einem  G\ps- 
plattchen  Roth  I ,  wenn  ihre  Langsachse  mit  der  grösseren 
Elasticitatsachse  des  Gypsplatlchens  parallel  steht,  ein  lebhaftes 
Gelb  I  ;  bei  Drehung  um  90°  dagegen  ein  lebhaftes  Blau  II.  Die- 
selbe Reaction  ergeben  die  Myelinformationen.  Dass  diese  letz- 
teren doppeltbrechend  sind, ist  schon  von  Apathv  »)  bemerkt  wor- 
den, doch  hat  er  den  Charakter  der  Doppelbrechung  nicht  fest- 
gestellt. Wenn  die  Myelinformationen  längere  Zeit  im  Wasser 
verweilen,  so  platzen  sie  häufig  und  das  Myelin  fliesst  wie  Apathy 
sich  ausdrückt  »zu  öligen  Tropfen«  zusammen,  welche  zwischen 
gekreuzten  Nicols  ein  deutliches  Interferenzkreuz  zeigen:  bei 
Untersuchung  über  einem  Gypsplattchen  ergiebt  sich,  dass  die- 
ses Kreuz  ein  sog.  positives  ist,  wie  es  z.  B.  die  Starkekörner 
zeigen.  Bekannt  ist,  dass  man  durch  mechanischen  Druck  aus 
markhalligen  Nerven  das  Myelin  in  Form  von  Tropfen  heraus- 
pressen kann;  diese  Tropfen  zeigen  ebenfalls  im  polarisirten 
Lichte  ein  positives  Kreuz.  Es  erinnert  das  optische  Verhalten 
des  Myelins,  mit  welchem  dasjenige  des  Lecithins  vollkommen 
übereinstimmt,  an  die  von  Lehmann2;  beschriebenen  Körper, 

\  Apatht,  St.,  Nach  welcher  Richtung  hin  soll  die  Nervenlehre  re- 
formirt  werden.  Biolog.  Centralhlalt.   Bd.  IX.  <  889/90.  S.  638. 

2)  Lt-HMANX,  Wiedemann's  Ann.  d.  Phys.  und  Chem.  Bd.  XL.  S.  401  f. 
und  Bd.  XLI.  S.  523  f. 
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welche  im  flüssigen  Aasresatszustand  nach  seiner  Anschauung 
krvstallinische  Structur  haben  sollen.  Auf  diese  merkwürdiae 

i 

Eigenschaft  des  Lecithins  näher  einzugehen  ist  hier  nicht  der 
Platz ,  doch  hoffe  ich  an  anderer  Stelle  über  diesen  Punkt  aus- 
führlicher berichten  zu  können. 

Aus  der  frappanten  Uebereinstimmung  zwischen  dem  Myelin 
der  Nerven  und  dem  aus  Eidotter  hergestellten  Lecithin,  welche 
sich  sowohl  in  der  Bildung  jener  eigentümlichen  Niederschlags- 
membranen wie  auch  im  optischen  Verhalten  kund  giebt,  glaubte 
ich  schliessen  zu  dürfen,  dass  der  im  Nervenmark  vorhandene 
optisch  wirksame  Korper  das  Lecithin  sei.  Diese  Ansicht  sprach 
ich  auch  bereits  im  December  vorigen  Jahres  in  einem  öffent- 
lichen, aber  nicht  im  Druck  erschienenen  Vortrage  aus.  Weitere 
Belege  hierfür  aufgrund  chemischer  Untersuchungen  konnte  ich 
allerdings  nicht  beibringen.  Um  so  erfreulicher  war  es  mir,  als 
ich  aus  einer  vor  Kurzem  erschienenen  Arbeit  von  J.  Gad  und 
.1.  F.  Heymans1)  ersehen  konnte,  dass  diese  beiden  Forscher  auf 
ganz  anderem  Wege  zu  demselben  Besultate  gelangt  sind. 

Gad  und  Hf.ymans  exlrahirten  dio  Nerven  mit  Alkohol  und 
den  hieraus  gewonnenen  Rückstand  erschöpften  sie  mit  Aether: 
es  blieb  dabei  ein  in  Aether  unlöslicher  Körper  zurück,  der  ihrer 
Ansicht  nach  mit  dem  LiEBREicn'schen  Protagon  identisch  ist.  In 
der  nach  Verdampfen  des  Aethers  zurückbleibenden  Substani 
konnten  sie  zwei  Körper  sicher  nachweisen,  der  eine  erw  ies  sich 
als  Cholesterin ,  welches  keine  Myelinformationen  zeigt  und  mit 
Osmiumsäure  sich  nicht  schwürzt.  Bei  Abtrennung  des  Chole- 
sterins blieb  ein  zweiter  Körper  übrig,  welcher  seinen  Eigen- 
schaften nach  dem  aus  Eigelb  dargestellten  Lecithin  sehr  nahe 
steht.  In  Betreff  der  Einzelheiten  in  der  Darstellung  der  ge- 
nannten Körper  muss  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden. 

Ferner  war  es  mir  sehr  interessant,  aus  der  Arbeit  von  Gad 
und  Heymans  zu  ersehen,  dass  nach  der  von  ihnen  angewandten 
Methode  auch  in  manchen  sog.  marklosen  Nervenfasern  das  Vor- 
handensein des  Lecithins  constatirt  werden  konnte,  so  z.  B.  in 
den  Fasern  aus  dem  Tractus  olfactorius  des  Hechtes. 

Bereits  Valentin  und  v.  Ebner2)  hatten  angegeben,  dass  bei 

1  Gad  und  Heymans,  Leber  das  Myelin,  die  myelinhaltigen  und  mye- 
linlosen Nervenfasern.  Archiv  für  Anat.  u.  Physiol.;  physiol.  Abth.  1890. 
S.  531  IT. 

2  v.  Ebner  1.  c.  S.  190. 
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manchen  marklosen  Nerven  eine  »verhaltnissmassig  negative 
Färbung  in  Bezug  auf  die  Längsachse«  zu  beobachten  sei.  An- 
dere inarklose  Fasern  zeigten  hingegen  die  umgekehrte  Reaction. 
Anderseits  konnte  Apathy1)  an  manchen  marklosen  Nerven 
wirbelloser  Thiere  sowohl  deutliche  Doppelbrechung,  wie  auch 
an  Schnittflachen  das  Hervorwachsen  von  Myelinformationen 
constatiren.  Den  Charakter  der  Doppelbrechung  hat  er  auch  hier- 
bei nicht  untersucht.  Bei  einem  zweiten  Aufenthalte  an  der 
zoologischen  Station  zu  Neapel  in  den  ersten  Monaten  dieses 
Jahres  hatte  ich  ebenfalls  Gelegenheit,  marklose  Nerven  ver- 
schiedener wirbelloser  Thiere  betreffs  ihres  optischen  Verhaltens 
zu  prüfen:  ich  konnte  dabei  in  mehreren  Fallen  eine  deutliche 
negative  Doppelbrechung  in  Bezug  auf  die  Langsachse  erkennen, 
welche  also  nach  dem  im  Vorstehenden  Mitgctheilten  auf  das 
Vorhandensein  von  Lecithin  schliessen  liess. 

Als  ich  die  Resultate  von  Gad  und  Heymans  kennen  lernte, 
untersuchte  ich  sofort  den  Tractus  olfactorius  des  Hechtes  und 
konnte  auch  an  diesem  Objecte  die  Anwesenheit  des  Lecithins 
bestätigen. 

Ich  will  zunächst  über  die  in  Neapel  gemachten  Beobach- 
tungen berichten.  Durch  freundliche  Unterstützung  des  Herrn 
Dr.  P.  Schiemenz  war  ich  in  der  Lage ,  verschiedene  Mollusken 
zu  untersuchen.  Die  ohne  jede  Praparation  deutlichen  Nerven 
in  den  Fühlern  von  PhyllirhoO  bueephala  zeigten  auf  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  deutlich  negative  Doppelbrechung  in  Bezug  auf 
die  Längsrichtung.  Der  optisch  wirksame  Körper  ist  demnach 
hier  nicht,  wie  bei  den  markhaltigen  Fasern,  auf  eine  Markscheide 
beschrankt,  sondern  gleichmassig  im  ganzen  Nerven  vertheilt.  Zu 
einem  ahnlichen  Resultate  gelangte  auch  bereits  Apathy2)  bei  den 
von  ihm  untersuchten  marklosen  Nerven.  Dasselbe  optische  Ver- 
halten zeigte  sich  bei  den  Siphonalnerven3)  einer  Venus-Art  sowie 
an  den  Cerebro-Visceral-Commissuren 3)  einer  Cardium-Art.  In 
den  beiden  letzteren  Fallen  konnte  ich,  da  die  Nerven  frei  heraus- 
präparirt  waren,  mich  auch  davon  überzeugen,  dass  nachExtrac- 
tion  mit  Alkohol  und  Aether  der  Charakter  der  Doppelbrechung 
sich  umkehrte.  Anders  verhielten  sich  die  in  den  Flügeln  befind- 
lichen Nerven  verschiedener  Pteropoden-Arten ,  die  sich  häufig 

1)  Apathy  I.  c.  S.  037. 
i  Apatuy  1.  C.  S.  641. 

3)  Nach  Angaben  des  Herrn  Dr.  P.  Schiemlxz. 
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im  Auftrieb  vorfanden.  Man  kann  diese  Nerven  ohne  Präpa- 
ration  am  lebenden  Thiere,  wie  bei  der  genannten  Phvllirhoe- 
Art,  leicht  beobachten.  Es  ergab  sich,  dass  dieselben  in  Bezug 
auf  die  Längsrichtung  eine  schwache,  aber  immerhin  deutliche 
positive  Doppelbrechung  besitzen. 

Bei  Crustaceen  aus  der  Gruppe  der  Caprelliden  konnte  ich 
in  den  Nerven  der  Extremitäten  gleichfalls  nur  den  positiven 
Charakter  beobachten. 

Ferner  untersuchte  ich  mit  gütiger  Unterstützung  des  Herrn 
Prof.  Dr.  Elsig  die  Nerven  in  den  Cirrhen  und  blattartigen  An- 
hängseln von  llermadion  fragile ;  in  beiden  Organen  zeigten  die 
Nerven  wieder  wie  in  den  zuerst  erwähnten  Fällen  eine  deut- 
liche negative  Doppelbrechung  und  eine  gleichmässige  Verkei- 
lung des  optisch  wirksamen  Körpers  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung. 

Nach  den  von  Gad  und  Heymans  gewonnenen  Resultaten 
war  es  zu  erwarten,  dass  die  Fasern  des  Olfactorius  vorn  Hechte 

gleichfalls  eine  negative  Doppelbrechuug  er- 
geben würden.  Die  Untersuchung  bestätigte 
dies  sofort.  Die  Fasern  des  Olfactorius  zeigen 
über  der  Gypsplatte  Roth  I,  wenn  sie  parallel 
der  grösseren  Elasticitätsachse  liegen ,  eine 
ffleichmässiyc  gelbe  Färbung  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung.  (Vergl.  Fig.  2.)  Extrahirt  man 
dieselben  jedoch  vorher  mit  Alkohol  oder  Aether. 
so  zeigen  sie  in  derselben  Lage  eine  ebenso 
gleichmässige  schwach  blaue  Färbung. 

Ohne  mich  in  eine  Discussion  der  sehr  um- 
fangreichen Literatur  über  die  Structur  der 
Nerven  einzulassen,  möchte  ich  auf  Grund 
meiner  Beobachtungen  hier  nur  folgende  An- 
sicht aussprechen.  Sowohl  in  den  markballigen 
wie  in  den  marklosen  Nerven  ist  abgesehen  von 

der  sog.  Sciiw.vNNYchen  Scheide  1   eine  Grund- 
idee clor  Elast icitäts-       .  .        .  i  u      i    •   41  u  •. 

eiui-se  im  olfactorius  Substanz  vorhanden,  welche  bei  Abwesenheit 

des  Hechte«,  »r      i*     i  ¥         *  •      j<  ■        _   •»  • 

von  Myelin  bezw.  Lecithin  die  normale  positi\e 
Doppelbrechung  besitzt.  Ist  nun  in  dieser  Partie  jener  optisch 
wirksame  Körper  in  Form  sehr  kleiner  mit  ihren  optischen  Ach- 
sen radiär,  sonst  aber  untereinander  gleichsinnig  gelagerter 
Krystulle  vorhanden,  so  w  ird  dadurch  die  positive  Doppelbrech- 


4)  Diese  zeigt  immer  die  normale  positive  Doppelbrechung. 
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ung  der  Grundsubstanz  verdeckt  und  es  tritt  der  umgekehrte 
Charakter  ein.  Je  nach  der  Menge  des  vorhandenen  Lecithins 
wird  die  Stärke  der  Doppelbrechung  schwanken  und  es  kann 
auch  der  Fall  eintreten ,  dass  sich  beide  das  Gleichgewicht 
halten  oder  gar  die  positive  Doppelbreehung  noch  etwas  über- 
wiegt. Höchst  wahrscheinlich  sind  alle  Uebenzänae  in  dieser 
Beziehung  vorhanden.  Nach  Behandlung  mit  Aether  wird  aber 
immer  der  positive  Charakter  der  Grundsubslanz  rein  hervor- 
treten und  man  kann  demnach  aus  der  Veränderung,  die  nach 
der  Extraction  mit  Aether  in  der  Stärke  und  dem  Charakter  der 
Doppelbrechung  erfolgt,  auf  die  Menge  des  vorhanden  gewesenen 
Lecithins  schliessen. 

Gau  und  Heyma.ns  *)  geben  an,  dass  nach  ihren  Erfahrungen 
immer  noch  die  Osmiumsäure  das  zuverlässigste  Reagens  auf 
Myelin  sei.  Vielleicht  dürfte  auf  Grund  der  vorstehenden  Mit- 
theilungen auch  das  Verhalten  der  Nervenfasern  im  Polarisations- 
mikroskope in  zweifelhaften  Fällen  geeignet  sein,  eine  Entschei- 
dung herbeizuführen.  An  Empfindlichkeit  steht  wohl  diese  Probe 
der  Reaction  mit  Osmiumsäure  kaum  nach. 


Es  wäre  mir  nicht  möglich  gewesen,  derartige  Untersuch- 
ungen auszuführen,  hätte  ich  nicht  von  Seiten  der  Herrn  Prof. 
Dr.  Drechsel  und  Dr.  v.  Frey  sowie  von  den  obengenannten 
Herren  an  der  zoologischen  Station  zu  Neapel  die  bereitwilligste 
Unterstützung  erhalten.  Ihnen  allen  auch  an  dieser  Stelle  meinen 
aufrichtigsten  Dank  auszusprechen,  ist  mir  eine  sehr  angenehme 
Pflicht. 

Leipzig,  November  181)0. 


1 )  (i.vu  und  Heymaxs  I.  c.  S.  5  Ii. 
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M,  Krause,  lieber  die  Differentialgleichungen ,  denen  die 
doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten.   III. «) 

Im  Folgenden  soll  dazu  tibergegangen  werden,  auf  Grund 
der  früher  angegebenen  Methoden  Kategorien  von  Differential- 
gleichungen 2ter  Ordnung  anzugeben,  denen  die  doppelt  perio- 
dischen Functionen  2tor  Art  Genüge  leisten  und  die,  soweit  dem 
Verfasser  bekannt,  bisher  noch  nicht  betrachtet  worden  sind. 
Wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  dass  die  Integrale  beide  den- 
selben Unendlichkeitspunkt,  und  zwar  als  einen  doppelten  be- 
sitzen, dass  ferner  die  Coefficienten  ausserdem  noch  einen 
weiteren  einfachen  Unendlichkeitspunkt  besitzen. 


Allgemeine  Betrachtungen  und  Entwicklungen. 

Nach  den  Bemerkungen  der  Einleitung  werden  alle  die- 
jenigen Differentialgleichungen  gesucht,  deren  Integrale  beide 
die  Form  haben : 

wobei  zwischen  v  und  tc  die  bekannten  Beziehungen  be- 
stehen, die  überdies  noch  in  den  Coefficienten  den  einfachen 

L'nendlichkeitspunkt  v  ==  —  a  -f-  5  besitzen. 


1)  Siehe  diese  Berichte,  Sitzung  vom  3.  Mürz  1890,  7.  Juli  4S90. 
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Analog  dem  Verfahren,  welches  in  den  früheren  Arbeiten 
angewendet  worden  ist,  legen  wir  den  Betrachtungen  den  Aus- 
druck zu  Grunde : 


Derselbe  ist  eine  Thetafunction  fünfter  Ordnung  und  besitzt 
dieselbe  Chrakteristik  wie  #0(r).  Es  müssen  also  zu  seiner  Dar- 
stellung fünf  weitere  linear  unabhängige  Thetafunctionen  5tor 
Ordnung  gesucht  werden,  die  denselben  Bedingungsgleichungen 
Genüge  leisten.   Es  sind  dieses  z.  B.  die  Ausdrücke: 

v  +  •)  •       •       ,       +       (v) .  *0(vy  ■  M , 

^(vH-a).^(t;)«.^(f;)».y(t;)  . 

Unter  solchen  Umstünden  erhalten  wir  als  allgemeinen  Typus 
der  gesuchten  Differentialgleichungen  die  Gleichung : 


(2) 


-^T  +  (c.  +  C.  •  *"  •  sn  iv  .  sn(tr  +  «))  -j^ 


=  V  M  (C3  +  C4  *         '  S!1  W  *  SD         +  «)  +  C3  *  ^  '  Sn*  W)  ' 

Setzen  wir 

(3)  <P(v)  =  <p{(v)-e**>  . 
so  leistet  gp4(v)  der  Gleichung  Genüge: 

(4)  (-^f4^  +  (*•'  +  ci  '  *a  *  sn  «'  *  sn  (iü  +  «))  ^r1^ 

—  (p{(v)  (c3'  -f-  •  /t4  •  sn  it'  •  sn  (w  +  er)  +  cj  •  A-4  -  sn4  u>)  , 
wobei  gesetzt  ist: 


(5 


c3'  =  c3  —  A4  —  X  •  c,  , 

C5  ===  C5  • 
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Die  Coefficienten  sind  durch  Reihenentwicklung  zu  bestimmen 
und  zwar  zunächst  um  den  Punkt 

v  =  —  -    oder    w  =  —  i'A" 

herum.   Der  Uebersichtlichkeit  halber  wollen  wir  die  nothwen- 
digen  Entwickelungen  der  einzelnen  Glieder  der  linken  Seite 
unserer  Gleichung  um  diesen  Punkt  herum  wirklich  aufstellen. 
Setzt  man  allgemein  : 

so  ist  bekanntlich  von  einem  gemeinsamen  Factor  abgesehen  die 
Entwicklung  von  '/'^-h  rj  um  den  Punkt  V  =  0  herum  die 
folgende: 

1 

—  —  J  •  ß  •  w  —  i  -  -Q,  •  w*  —  {  •  ß4  •  ur  •  •  •  , 

wobei  die  Relationen  bestehen : 

J    I   /  * 

n  =  k*  .sn*w  -  , 
ßt  =  k*  .  sn  u>  •  cn  cj  •  dn  tu  , 

ß4  =  A*  •  sn4  m  '      sirej  —   . 


Hierbei  besteht  zwischen  v  und  w  die  Beziehung,  die  zwischen 
dem  Argumente  der  Thetafunctionen  und  dem  der  elliptischen 
Functionen  besteht. 

Hieraus  folgt  für  unsere  Function : 

a0  =  /»*  (sn4  a>4  -f  sn4  wj  —  2-^— -  , 

af  =  A4  sn4ejt  -  sn4«4)s  _  -ft  (  |  _  A  4  -+-  A  4)  . 
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Dabei  bestehen  zwischen  v%1  vt  und  w4,  wf  die  Beziehungen  wie 
zwischen  dem  Argumente  der  Thetafunctionen  und  dem  der 
elliptischen  Functionen  und  es  ist  endlich  der  Einfachheit  halber 

gesetzt: 

6)  uf  =  sn  tat  •  cn  U)t  •  dn  ta§    («=1,2)  . 

Ferner  ist  : 

I         i       i  i  u  i 

-f-  =  -  +  •  K>  +  j-Vf  (7  -  22A«+  7^)^  •  •  •  , 

sn  w     w         6  3  •  5 !  '  1 

1  1  m?'      ,  w' 


sn(ir-f-tt)      sn«       1  1     2        3  6 

.       cna  •  dna 

Ö,~  ~  SD>V~  ' 

6  = 2  -  L1  + *') sn'g 

* "  sn'a  ' 

i  ic  /ii/«  .  .  cna  •  dna 
*>3  —  (6  -  P  +  *«)  sn8  a)      sn<ß  - 


.    .    .  ■ 


Also  folgt: 


7 


 y<(g  +  t7     ^  /  I      _j__cn«dna  1 

sn  t<?  •  sn  (mj  -f-  a)  ~     \sn  a    w3         sn4  a  w* 

H  —  f    «  ^  (sn*     +  sn4  wj)  . 

sna  \sn4a      2  x       1  4  /  w  j 

Ganz  analog  wird: 

 =  \-  - — '  w  -4-  •  •  •  , 

M  y'(l+C)       /J    .  + 

8  Tn^c  W  +  l  3 

-  j  (sn1*.,  +  sn»«j)  1  -  £  (»,  +  Uj  1+  •  )  . 
Endlich  folgt  die  Entwicklung : 
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(9) 


1 


tl  >'■        sn  w  •  sn(<r  -}-  er) 


/      2       1  *  4  4  V 

\     so«    ir4         3    tc3  •    k*1  1    w  / 

2 • en  «  •  dn  « 


C_,  = 


SIT  « 


\snJ  «      :i  sn«  /  ' 

2  •  cn  «  •  dn  «     k*    u{  -f-  ut 
sn4«  il  sna 


Die  Grösse  c  bedeutet  in  den  letzten  Formeln  eine  leicht  be- 
stimmbare gemeinsame  Constante,  deren  Werth  für  die  nach- 
folgenden Zwecke  ohne  Bedeutung  ist. 

Die  Vergleiehung  der  Coefficienten  der  vier  negativen  Po- 
tenzen von  tv  ergiebt  dann  die  Gleichungen: 


sn«       1  ' 


2ct' 
sn  « 

v    '  1  sn4«  sn« 

1    '  5  \snJ «       3  sn «  /       3       4       sn4 « 

+  c;  [— 3  2  («*■  wi  + sn*  wi ) » 

/g  •  cn«  ■  dn  «     A«  »,  +  »,\ 
(,3)  M      s^«    r~  3  "inir) 

=  iifS  (sn'«  -  8  +  sn '••')  ~  ^3"  ("<  +  M»J  ' 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  auch  schreiben : 

/r* 

(44)  vi  •  --(sn***,  +  sn4ws) 

=  2c;  •  CPOr  dD-  -  2e4'  •  A4  •  sn  «  +    +  4  \  +  Ä4)  , 
sn«  4 
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(1 5  A4  •  sn  « (w,  -f-  ut)     —  2sn  er) 

a  .     c'/.4-sna ,   .  . 
—  8c;  +  4    g       (sn««,  +  sn4w4)  . 

Die  noch  fehlende  Gleichung  würden  wir  erhalten,  wenn  wir 
beide  Seiten  unserer  Differentialgleichung  um  den  Unendlich- 
keitspunkt von  sn(to -+-<*)  herum  entwickeln  würden.  Statt 
dessen  wollen  wir  aber  zwei  andere  einfacher  geformte  Glei- 
chungen aufstellen,  indem  wir  links  und  rechts  w  =  —  w,  und 
tc  =  —  w,  setzen.  Dann  ergeben  sich  die  Relationen  : 

( 1 6)  c!  +  cl  •  fr«  •  sn  iü.  •  sn  fw.  -  a)  =  2  •    /'  +  , 
v        1       4  1       v  1       ;  sn4wt  —  sn4(tjs 

(1 7)  c.'  -|-  c'  •  k*  •  sn  wt  •  sn  (w.  —  a)  =  2  •  — 3^~-  *  -  . 

1      *  4      s  4       7  sn*wt  —  uro»! 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  sind  dann  nicht  unabhängig  von 
einander,  vielmehr  ist  eine  von  ihnen  eine  Folge  der  andern, 
wenn  man  die  schon  aufgestellte  Gleichung  in  Berück- 
sichtigung zieht. 

Um  die  Discussionen  dieses  Gleichuncssvstemes  handelt  es 
sich.  Es  sind  nun  zwei  wesentlich  von  einander  verschiedene 
Fülle  zu  unterscheiden ,  je  nachdem  wir  annehmen ,  dass  die 
beiden  Werthe  von  ). ,  die  zn  den  beiden  Integralen  gehören, 
einander  gleich  sind,  oder  nicht. 

§2. 

Untersuchung  des  Falles,  in  welchem  die  beiden  Werthe  von  ). 
einander  gleich  sind.  Allgemeine  Betrachtungen. 

In  diesem  Falle  können  wir,  ohne  der  Allgemeinheit  Ab- 
bruch zu  thun.  annehmen,  dass  Ä  =  0  ist.  In  der  That.  haben 
wir  für  diesen  Fall  das  Problem  gelöst,  so  haben  wir  es  im  All- 
gemeinen auch,  da  dieser  durch  eine  einfache  Substitution  auf 
auf  den  speciellen  reducirt  werden  kann.  Wir  können  also  in 
dem  letzten  Gleichungssystem  des  vorigen  Paragraphen  an  Stelle 
der  gestrichenen  Buchstaben  ohne  weiteres  die  ungestrichenen 
setzen. 
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Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  desselben  können  wir 
dann  r4  und  c\  durch  die  Coefficienten  ct  und  r.  ausdrücken, 
während  die  dritte  die  Grösse 

(1)  5,  =  sn*  ioi  +  sn'a>4 

als  eindeutige  Function  der  Coefficienten  darstellt.  Freilich  ist 
hierzu  die  Annahme  nülhig,  dass  <\  nicht  gleich  0  ist,  eine  Annahme, 
die  zunächst  beibehalten  werden  soll. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  schreiben: 

'  c\  +  c\  ' /i*  [sn*  W|  •  cn  «•  dn  «  —  sn  «•*/,]  =      2    -  ^±  , 

*  ci  +  ci  '  &  'sn*  ws  •  cn  «  •  dn  a  —  sn  a  •  mJ  =  —  2 •  -j  . 
oder  auch: 

(2)  ct-  A*  •  sn  «•</,=  6*,  •  c,  +  c,  •  k*  •  sn5  w,  •  cn « •  dn  a  —  2  u  •  -J , 

« 

(3       cs  •  A*  •  sn  «  •  u,  =  dt •  c,  4-  Cj  •  fr*  •  sn*  cj,  •  cn  a  •  dn  a  -f-  2 r<  -  ^  • 

a 

Hierbei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

{6t  =  1  —  A*  •  sn4  a  •  sn*     ,  *  =  1 ,  2  , 
r/  =  sn*ej,  —  sn3  iot  , 
u  =  u{  ~+-  uf  . 

Quadriren  wir  die  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung  (2!, 
so  ergiebt  sich  unter  Fortlassung  des  Theilers  dt  die  Gleichung 

(5)  d*  •  ^  -f  4u  •  d •     —  4tt« . d%  =  0  , 

i4,=  —  cJ-J-  sn*  w ,  (r*  •  A 4  -  sn4«  +  cj  •  A*  •  sn* «  —  2  c,  •  r4  •  A*  •  cn  a  •  dna) 

—  cj  •  k*  •  sn4  ctf|  , 
J?,  =  c,  —  A*  •  sn*  (o{  (c4  •  sn* «  —  c4  •  cn  «  •  dn  or)  . 

Eine  ganz  analoge  Gleichung  würde  sich  durch  Quadriren  aus 
der  Gleichung  (3)  ergeben.  Wir  erhalten  dieselbe,  indem  wir 
an  Stelle  von  sn  ojt  uns  sn  w2  in  der  letzten  Gleichung  gesetit 
denken  und  umgekehrt.    Wir  wollen  dieselbe  schreiben : 

(6)  r/*.     —  4«.         —  4ut.<Jt  =  0  . 
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Durch  Subtraction  und  Fortlassung  des  Factors  d  ergiebt  sich 
dann  die  Relation: 

(7;  d*  •  a{  +  4  u  •  at      4  u*  •  A4  ■  sn4 «  =  0  , 

a  |— c|  •  k*  •  sn4 «  -f-  c{  •  k*  •  sn4  «  —  2  c,  •  c,  •  A4  •  cn  «  •  dn  «  —  c\  A4  •  s4  , 
rt4  =  2c4  —  s,  •  &1  (c,  •  sn*  «  —  c4  •  cn  «  •  dn  «)  . 

Hierbei  ist  u  im  Allgemeinen  als  eindeutige  Function  der  Coef- 
ficienten  aus  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen  bestimmt. 
Eine  Ausnahme  macht  lediglich  der  Fall  : 

c4  =  2  sn  a  . 

Denselben  wollen  wir  einstweilen   von  der  Betrachtung  aus- 
sen Hessen. 
Nun  ist: 

(/*  =     —  4  5t  , 

wenn  gesetzt  ist: 

(8  52  =  sn4w,  -sn4w4  . 

Mithin  kann  die  letzte  Gleichung  als  lineare  Gleichung  mit  der 
Unbekannten  s4  angesehen  werden. 

Es  würden  sich  also  für  5,  sowohl  als  auch  für  st  je  ein 
Werth  ergeben,  für  sn4w,  und  sn4a>4  also  auch.  Nun  werden 
sich  aber  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe- 
s\ steme  sn4w,  und  sn4w,  ergeben  müssen.  Wir  werden  die 
Ausnahmefalle  später  zu  untersuchen  haben.  Das  lässt  sich  nur 
so  vereinigen,  dass  in  der  linearen  Gleichung  mit  der  Unbe- 
kannten 5,  der  Factor  von  sa  sowohl  als  auch  das  constante 
Glied  für  sich  verschwinden,  d.  h.  dass  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

c|-/«4-sn*a4-c4-/,4-sn2a  — 2c1-c1-/,4-cn«-dn«  — cJ-/»4-s,  =  0  , 
u*  •  A4  ■  sn4 «  =  [—  2  c,  +  s,  •  A4  (c,  •  sn4  «  —  ct-  cn  «  •  dn  a)]  u  . 

Andererseits  besteht  aber  die  Gleichung: 

f/Uy  A4sn«  —  2A4-sn4«)  =  2rf  —  s,-A4  cr  sn4«  — e4- cn«- dn«) , 
also  folgt: 

«•(c,  •  A4  •  sn«  —  A4  sn4«)  =  0  . 

Math.-phys.  Classe  IsOO.  29 


(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

*»  •  s, 
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Den  Fall  u  =  0  woftfeft  icir  einstweilen  ausser  Auge  lassen,  so 
folgt  hieraus: 

rä  =  sn  «  . 

Dann  folgt  leicht,  dass  nur  ein  Coefficient  willkürlich  bleibt 
und  zwar  können  wir  ci  als  denselben  ansehen.  Die  übrigen 
Cocfficienten  und  die  unbekannten  Grössen  ergeben  sich  aus 
den  Gleichungen: 

=  sna  , 
=  4  , 

=  —  2  C|  •  sn  «  -f-  i  cn  «  •  dn  «  , 

_  .     a      cnc-dna  ,  ... 
=  2c?  -  6rf  •      s--—  +  U*  •  sn'«  -  4(1  -h  A*)  , 

a      cn«-dn«  ,  ..  . 
sn «  ^ 

Gleichung  [5]  nimmt  die  Form  an : 

(14)  b0  •  snKfjt4-  bt  •  sn°wi4-  b%*  sn*«,  -f-  6,  •  sn*w4-f-  bt  —  0, 
fr0  =  —  4  /, 4  •  sn2  a  , 
64  =     8/,1  •  sn*«  •  s4  , 

^  =  —13. 5J  •  A*.  sn*<x+8  •  s,  ■  *«(1  +  F  sn,cr+  4 .  c*  —  8  •  Aä-sn*c . 
b3=    O-^snW?— 8.s?./,-4  1  -f  A**)  sn2«— 4-cf  •  «l+84**-sn*a-fl . 

Derselben  Gleichung  muss  dann  auch  sn2w2  Genüge  leisten, 
wobei  die  Relation  besteht: 

sn*  ioi  +  sn2w,  =  st  . 

Man  kann  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Behauptung  über- 
zeugen, indem  man  die  Coefficientenbeziehungen  hinzunimmt  : 

Dieselben  lehren,  dass  wenn  sn*  iox  eine  Wurzel  der  vorgelegten 
Gleichung  ist.  dass  dann  .vt  —  sn*cj,  auch  eine  Wurzel  der  vor- 
gelegten Gleichung  ist. 
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Nehmen  wir  dann  schliesslich  noch  die  beiden  Gleichungen 
hinzu: 

f/,  •  A*-  sn4«  =  d{- c,  +  &  '  sn«  •  cn«  •  dn«  —  2  //  •  , 

ut'  k*  •  sn4«  =  Jf-c,  4-  k%  •  sn?w4-  sn«  •  cn«  •  dn«  -f-  2  u i  -  ^  , 

so  ist  Alles  eindeutig  bestimmt  und  wir  erhalten  die  beiden 
Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  der  vorge- 
schriebenen Form. 

An  Stelle  der  biquadratischen  Gleichung  können  wir  auch 
mehrere  quadratische  aufstellen,  indem  wir  die  quadratische 
Gleichung  suchen,  welcher  die  Grösse  st  Gentlge  leistet. 

Dieselbe  erhalten  wir,  indem  wir  die  linken  und  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (5)  und  6)  addiren.  Nach  einigen  Rech- 
nungen erhalten  wir  die  folgende  Gleichung: 

(45)  Po  ■  s\  4-  pl  •  s4  +  pt  =  0  , 

wenn  wir  setzen : 

p0  =  4  /.4  •  sn4  «  , 

pt  =  -  +  2  /,4  •  sn2 « (2  -  Ä*  •  sn4 a-*J  , 

pj  —  _  4A*  .  sn*«  (4  —  (4  +  fr1)  s,  +  fcf  •  s?) 

—  4    •  sn4 «  r4  •  sn4  a  —  c,  •  cn  «  •  dn  a)  u  . 

Somit  erhalten  wir  zwei  Werthepaare  s,  und  st.  Das  zu  einem 
jeden  derselben  gehörende  Werthepaar  sn4^  und  sn4ej4  können 
wir  aus  der  quadratischen  Gleichung  berechnen: 

.r4  —  .vi  •  r  -f-  ,9S  =  0  , 

so  dass  wir  unser  Problem  auf  die  Auflösung  einiger  einfachen 
quadratischen  Gleichungen  reducirt  haben. 

Wir  erhalten  somit  als  Resultat  der  letzten  Untersuchungen 

den 

Lehrsatz.  Als  erster  Typus  der  in  Fruge  sieh  enden  Differen- 
tialgleichungen ergiebt  sich  die  Gleichung: 

29* 
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-ii"  +  (ci  "+■ f*  •  sn  a  •  sn  W  •  sn  de  4-  «  )  , 

=  (f  [v.  (c3  +  Ct  •     '  sn  w  '  SD     +  '  sn*  ic)  » 

trofci  gesetzt  ist: 

c,  =  2  c\  —  6  c.  •  -f  4  •  /.-*  sn*  «  —  4(1  +  A  f )  , 

c4  =  —  2  ct  •  sn  «  +  2  •  cn  a  •  dn  «  . 

Die  beiden  Integrale  derselben  lassen  sich  durch  Auflosung  einiger 
einfachen  vorhin  entwickelten  quadratischen  Gleichungen  wirklich 
berechnen. 

Wir  nehmen  jetzt  den  ersten  der  ausgeschlossenen  Fälle. 
In  demselben  war  i\  =  0. 

Ks  folgt  dann  aus  den  Gleichungen,  denen  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  Genüge  leisten  müssen,  dass  die  Rela- 
tionen bestehen  müssen : 

(16)  rs  =  3sn«  , 

(17)  c,  =  -  2et  ■  e""  '  d"  "  +  6 k*  ■  sn»«  -  4  (1  +  /.*)  , 
i    /       a  i        sn«  i    •      /  i 

(18)  e4  =  —  2c,  •  sn«  +  6  •  cn«  •  dn  «  , 

so  dass  auch  in  diesem  Falle  nur  der  Coefficient  c4  willkührlirh 
bleibt.  Die  Gleichungen,  denen  die  Grössen  sniw1  und  sn*<  jf  Ge- 
nüge leisten,  wären  nun  unmittelbar  hinzuschreiben,  wenn  es 
uns  goliinge,  die  zu  ihnen  gehörenden  Werthepaare  s4  und  s4  zu 
bestimmen.  Es  ist  das  aber  mit  Hülfe  der  vorhin  aufgestellten 
Gleichungen : 

d*  •  AK  +  4  m  •  </•  Ii{  —  4w* .  Jt  s  0  , 

(P  •  A%  +  4  u  •  (/  •  fl,  —  4  u*  •  (34  =  0  , 

unmittelbar  zu  bewerkstelligen,  wenn  wir  noch  die  Beziehung 
hinzunehmen: 

u  *  Ä*  •  sn* «  =  2  c,  -f  — 0—  sn  «  •  ff,  . 

In  dcrThat,  subtrahiren  wir  die  beiden  Gleichungen  von  ein- 
ander, so  ergiebt  sich  nach  Fortlassung  des  Factors  d  die  Gleichung : 

(19)  d*(r  —  9sn*a  -  k*  -  sj-t- 8  tr  ■  As  sn*«=0  , 
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wenn  wir  der  Einfachheit  halber  setzen : 

r  —  9  k*  •  sn4  et  —  6  c,  •  /»*  •  sn  «  •  cn  a  •  dn  et  +  c\  •  A*  •  sn* «  . 

Durch  Addition  erhalten  wir  zweitens  die  Gleichung: 

(20)  </*  —  2  •  cj  +  r  •  5,  —  9  ■  sn*  et  •  k*  •  s \  +  1 8 .  sn* «  -  A4 . 
+  2  •  u  •  Ä-*  •  sna  •  c4]  —  4  Ii1  (2  —  A*  •  sn* a  •  »,)  =  0  . 


Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse  ?/*  und 
sehen  von  dem  Factor  r/*  ab,  so  erhalten  wir  die  Relationen: 


Es  wird  durch  diese  Gleichung  s,  in  eindeutiger  Weise  be- 
stimmt, sobald  vt  gegeben  i>t.  Da  aber  die  Gleichung  besteht: 


so  folgt  zu  gleicher  Zeit,  dass  d*  eine  lineare  ganze  Function 
von  sK  ist.   Setzen  wir  diesen  Werth  von  (V-  in  Gleichung  19 
ein  und  erwiigen,  dass  die  Relation  besteht 

k*  •  c* 

f/4  •  k*  ■  sn1  «  —  i  r*  +  2c,  •  ct  •  k%  •  sn  «  •  s{  H  .  4  •  sn* «  •  sj  , 

so  geht  unsere  Gleichung  in  eine  quadratische  Gleichung  mit 
der  Unbekannten  s,  über.  D.imit  ist  wieder  Alles  gemacht  und 
wir  finden,  dass  die  gestellte  Aufgabe  wieder  auf  die  Auflösung 
einiger  einfacher  quadratischer  Gleichungen  reducirt  werden 
kann. 

Wir  erhalten  also  den: 

Lehrsatz.  Als  zweiter  Typus  der  in  Frage  stehenden  Diffe- 
rentialgleichungen ergiebtsich  die  Gleichung: 


(21) 


—  k*  •  sn*  a(s\  —  i  »J  =  r0  •  st  +  r,  , 
r0  —  c\  •  A*  •  sn*  et  —  6  ct  •  A*  •  sn  et  •  cn  et  •  dn  et 
_j_/,*(6  _  8(1+4*)  sn*«  +  9A*  -  sn4«) 


sn« 


</*y(r) 
dw* 


+  (c,  +  3  A*  •  sn  et  •  sn  w  •  sn  [w  +  «)) 


[I  <(('[_ 
d  ic 


=  ff'[c)  (C3  +  C4  '       *  Sn  lC  '  Sn("'  +  «;)  , 
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wobei  gesetvt  ist: 

cn «  •  dn«      _  ,        .  ,m 

t\  =  —  2  •  c.  •  -   ■         -h  6  •  /.•*  •  sn4«  -  4  1  +  />*  . 
3  1  sn« 

c4  =  —  2  •  c,  •  sn  «  +  6  •  cn  «  ■  dn  a  . 

Die  beiden  Integrale  derselben  lassen  sich  durch  Auflösung  einiger 
einfachen  vorhin  entwickelten  quadratischen  Gleichungen  wirklich 
.  bestimmen. 

Zweitens  war  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  u  unbestimmt, 
d.  h.  c4  =  2sn«  ist.  In  diesem  Falle  bleibt  dann  wiederum  der 
Coefficient  c4  willkürlich,  wahrend  die  andern  die  folgende  Form 
annehmen: 

(22)  c%  s«  2  •  sn  a  , 

(23)  c6  =  2  , 

(24)  c,  =  —  2  •  c,  •  sn  «  +  4  •  cn  « •  dn  et  , 

(25)  C«  Ä  ~  (Cn"  '  dn"  +  J)  +  Sn*"  ~  4(  1  +  ki)  ' 
und  s4  aus  der  Gleichung  bestimmt  ist: 

(26)  Ä*  •  sner  •  c4  •  st  =  —  4  •  ct  . 

Das  ganze  Problem  wäre  somit  gelost,  wenn  es  uns  gelänge,  für 
s>  eine  quadratische  Gleichung  zu  finden.  Dazu  gehen  wir  zu 
den  Gleichungen  zurück: 

di  •  A4  H-  4  u  •  d  •  BK  —  4  u*  •  =  0  , 
(/ä  •  y14  -|-  4  Ä4  —  4tt«  •  öt  =  0  . 

Durch  Subtraction  erhalten  wir  die  Gleichung: 

(27)  di  [r  -  4  sn'«  ■  k*  ■  ij  +  4     •  Ä4  •  sn1«  =  0  , 
wenn  wir  jetzt  unter  r  die  Grüsse  verstehen. 

r  =  4  •  k4 •  sn4 «  —  4  •  c,  •  A1  •  sn  «  •  cn  «  •  dn  «  +  cf  •  /••*  ■  sn* «  . 

Ganz  analog  erhalten  wir  durch  Addition : 

1 28)  2 cj  +  r  •  *,  —  4  ■  sn4 «  •  k* \s]  —  2  st)  -f-  2  Ä4 .  t<  ■  c4  .  sn «] 

—  4uf(2  —  /t1-  sn4«  •  s{)  =s  0  . 
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Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse  u*,  so 
erhalten  wir  für  u  die  Darstellung : 

(29)  2  •  k*  •  u  •  c4  •  sn3 « 

=  2  •  cj  •  k*  •  sn*a  +  2  (4  •  sn*  «  •  k*  ■     —  ?•)  —  8  •  sn4«  •  Ä6  •  st  . 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  (27)  ein,  so  erhalten  wir 
die  gesuchte  quadratische  Gleichung  mit  der  Unbekannten  st. 
Somit  finden  wir  den 

Lehrsatz.  Als  dritter  Typus  der  in  Frage  stehenden  Diffe- 
rentialgleichungen ergiebt  sich  die  Gleichung: 

d*  (f  'v)  M  dfp(v) 

— r—r-  +  (c,  H-  2A-.  sn  « ■  sn  w  •  sn  (w  +  «))  — 'r~L 
dw*  dw 

=  <f  S)  (c3  +  c4  •     •  sn  w  '  sn     -+-«)  +  2Ä*  •  sn*  w)  , 

wobei  gesetzt  ist: 

c.  =  —  2(|  (cn« •  dn«  +  -)  +  4A* •  sn*«  —  4 (1  +  **)  . 
sn«  \  c4/  1  ' 

c4  =  —  2c,  •  sn«  +  4  cn«  •  dn«  , 

Die  beiden  Integrale  derselben  lassen  swh  durch  Auflösung  einiger 
einfachen  vorhin  entwickelten  quadratischen  Gleichungen  wirklich 
berechnen. 

§3. 

Fortsetzung  der  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen. 

Specielle  Betrachtungen. 

Die  Betrachtungen ,  die  zu  den  Resultaten  des  vorigen 
Paragraphen  führten,  beruhten  auf  einigen  Annahmen,  die  wir 
jetzt  fidlen  lassen  wollen.  Wir  wollen  zusehen,  ob  wir  dann  noch 
zu  weiteren  Gleichungen  gelangen  können.  Hierbei  wollen  wir 
aber  «  allgemein  lassen  und  Gleichungen  ,  die  nur  für  specielle 
Werthe  von  a  Gültigkeit  besitzen ,  von  der  Betrachtung  aus- 
schliessen.  Es  kann  das  um  so  eher  geschehen,  als  diese  Glei- 
chungen schon  durch  frühere  Arbeiten  im  Wesentlichen  als 
erledigt  angesehen  werden  können. 

Wir  hatten  nun  bei  der  Herleitung  des  ersten  Falles  anee- 
nominell,  dass  sich  zwei  Werthe  sni(ol  und  sn*w4  ergeben 
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müssen,  die  dann  die  beiden  Integrale  liefern.  Wir  lassen  diese 
Annahme  jetzt  fallen  und  fragen  ganz  allgemein,  zu  welchen 
Differentialgleichungen  gelangen  wir,  wenn  wir  annehmen,  dass 
sieh  nur  ein  Werth  für  sn*w.  und  ein  Werth  für  sn'w.  ersiebt, 
wobei  aber  die  Annahme  bestehen  bleibt,  dass  die  beiden  Inte- 
grale die  früher  angegebene  Form  besitzen.  Diese  beiden  Werthe 
können  wir  als  von  einander  verschieden  annehmen,  denn 
w8ren  sie  einander  gleich,  so  würde  d  =  0  sein:  also  wie  aus 
den  Gleichungen: 

'  ri  H"  ci  '     [sn*  ai,  •  cn  «  •  du  «  —  sn  a  •  u{]  =     2  u  -J  , 

df  •  c{  +  Cj  •  k*  [sn4  taf  •  cn  «  •  dn  a  —  sn  a  •  wj  =  —  8  fi  * 

folgt,  müssten  die  Grössen  */  •  d4  und  »/  •  dt  der  Null  gleich  sein. 
Den  Fall,  dass  ö*,  =  dt  =  0,  wollen  wir  einstweilen  ausser  Be- 
tracht lassen;  es  würde  also  folgen 

u  =  0  . 

Diese  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  w,  =  —  iot  sein  müsste, 
dass  wir  also  ibatsächlieh  nur  ein  Integral  der  verlangten  Form 
erhielten.  Den  Grenzfall,  dass  u{  =  ui  —  0  ist,  können  wir 
füglich  fortlassen. 

Wenn  aber  sn4  io{  und  sn4  iJi  von  einander  verschieden  sind, 
so  sind  vier  Fülle  möglich.  Die  zu  ihnen  gehörenden  Werthe 
der  Argumente  können  die  Form  haben: 


£0,  , 

—  W,  , 

—  w4 

Wir  wollen  nun  erstens  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  dass  die 
Argumente  die  beiden  Formen  haben 

—  io%  ,    —  wä  . 

Das  ist  nun  offenbar  im  Allgemeinen  nicht  möglich.  Es  müssten 
Dämlich  die  Gleichungen  bestehen: 
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Cj  •  k*  •  sn«  •  ut  —  öx  -  c ,  -f-  ct  •  k*  •  sn4^,-  cn«  •  dn«  —  2u  •  J  , 

—  ct  •  A 4  •  sn  « •     =    •  c,  -+-  c,  •  A4  •  sn4  wt«  cn  « •  dn « -f-  8  //  •  • 
Hieraus  ergiebt  sich: 

(1 )  tf,  •  c,  -f-  c4  •  k%  •  sn4  w,  •  cn «  •  dn«  =  0  . 
Genau  so  würde  folgen : 

(2)  (5S  •  c,  +  ct  •  k*  •  sniioi  •  cn«  •  dn«  =  0  . 

Diese  beiden  Gleichungen  können  aber  im  Allgemeinen,  d.  h. 
für  allgemeine  Werthe  von  «  nicht  zusammen  bestehen,  da  sn4  io{ 
und  sn4*;,  n.  A.  von  einander  verschieden  sein  sollen,  ausser 
es  wäre  el  =  c8  =  c1  =  0,  was  nichts  Neues  ergiebt.  Es  ist 
dieser  Fall  also  auszuschliessen. 

Jetzt  fragen  wir  zweitens,  können  die  Werthepaare  aift,  wt, 
die  zu  den  beiden  Integralen  gehören,  die  Form  haben : 

—  Cd,  ,    cot  . 

In  diesem  Falle  müssen  die  vier  Gleichungen  zusammen  be- 
stehen: 

ft-/,4.sn«-//,  =  (5t  c,-f-c4  /»4-sn4w1-cn«'dn«  —  "~  ^li*'~f  » 

—  c4  A4-sn«-?/l  =  (J1c14-cä  /,*  sniojl  cn«  dn«  +  2?/l.^  — 2m4-~  , 

ö  d 

(yÄ4.sn«ii1=d4«c1+Ct-ft,»8nt«t»CIia  dna-f-2i/,  ~-f-2w4-  , 

c 2 •  /. 4  •  sn  « ■  u t=  äf •  c{  +  c,  •  A 4  •  sn4 tat  •  cn  « •  dn  «  —  2 u ,  •  -J  +  2 */, •  ^4  • 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergeben  sich  durch  Addition  resp. 
Subtraction  die  vier  weiteren: 

(4)     di  •  ct  -f-  Cj  •  A4  ■  sn'w,  •  cn«  .  dn«  —  2f/t  •  ^*  =  0  , 


(3) 


(•  •  A4  •  sn«  •  u.  +  2m.  •  -i 
1         •  « 


=  0  , 
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(6)   ct  A*  sna«i<s— ^4  ct  — ct'A*-sn4w4-  cnadncr  —  2i/4-  --*  =  0  t 


Nun  können  wir  den  Fall  u,  =  0  sofort  ausschliessen,  da  sich 
in  ihm  nur  ein  Integral  der  Differentialgleichung  in  der  verlangten 
Form  ergeben  würde,  es  folgt  also : 

öt  =  0  . 

Schliessen  wir  wieder  den  Fall  aus,  dass  auch  6\  =  0  ist.  so 
folgt  aus  Gleichung  (5) : 

c4  •  /.*  •  sn  «  -}-  ^  =  0  , 

dass  c4  von  Null  verschieden  sein  muss.  Dann  aber  folgt  aus 
Gleichung  (6) : 

c4  •  k*  •  sn  « •     —  c4  •  A*  •  sn'  w4  •  cn  a  •  dn  a  =  0  , 

dass  die  Relation  bestehen  mttsste: 

(8)  sn  a  •  u%  ms  sn*  w,  • cn  «  •  dn  a  , 

und  das  ist  für  den  gefundenen  Werth  von  sn*w4  im  Allgemeinen 
nicht  möglich. 

Bei  den  letzten  Betrachtungen  ist  die  Annahme  ausge- 
schlossen worden,  dass  6t  =  dt  —  0  ist.  Es  braucht  wohl  kaum 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  auch  in  diesem  Falle  keine 
befriedigenden  Resultate  ergeben  hatten. 

Somit  kommen  wir  zu  dem  Resultat, .dass  wir  berechtigt 
waren,  den  Füll  auszuschliesseji,  dass  sich  nur  je  ein  Werth  für 
sn*wi  und  sn*  wf  ergiebt,  da  sich  in  demselben  bei  beliebigem 
Werthe  von  a  keine  entsprechenden  Differentialgleichungen  der 
verlangten  Art  ergeben. 

Zweitens  hatten  wir  aber  bei  der  Betrachtung  des  ersten 
Falles  die  Annahme  ausgeschlossen,  dass 

u  =  0 

ist.  Wir  wollen  jetzt  diesen  ausgeschlossenen  Fall  in  Betracht 
ziehen  und  untersuchen,  wie  die  dazu  gehörenden  Differential- 
gleichungen beschaffen  sein  müssen,  wenn  ganz  allgemein  ?*  =  0 
angenommen  wird. 
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u  ist  im  Allgemeinen,  wenn  nicht  gerade  ci  —  2sn«  ist, 
und  hiervon  können  wir  absehen,  eine  eindeutige  Function  der 
Goefficienten.  Ist  u  also  für  ein  Werthesystem  w„  wt  der  Null 
gleich,  so  muss  dasselbe  auch  für  das  Werthesystem  des  zweiten 
Integrales  der  Null  gleich  sein.  Wir  wollen  die  beiden  Werthe- 
systeme,  die  zu  den  Integralen  gehören,  durch  a>,,  und  co,', 
bezeichnen,  dann  liegen  drei  Möglichkeiten  vor.  Erstens  können 
die  Gleichungen  bestehen : 


Zweitens  können  sn4<t>4  und  sn*w,'  verschieden  sein  von  den 
Werthen  SD1«/,  und  sn4w4';  drittens  endlich  ist  es  möglich,  dass 
sn*ej,  =  sn*c<if ,  wahrend  sn4w,'  verschieden  von  sn4wi  ist. 

Die  beiden  ersten  Falle  lassen  sich  sofort  erledigen.  In  der 
That,  im  ersten  Falle  würde  folgen: 


Dann  aber  ergiebt  sich  aus  den  so  oft  gebrauchten  Funda- 
mentalgleichungen, dass  die  Relationen  bestehen  müssten: 


Nun  sind  wir  aber  vermöge  der  früheren  Betrachtungen 
berechtigt  anzunehmen,  dass  snic>)l  und  sn4 io'{  von  einander 
verschieden  sind.  Dann  aber  lehren  die  beiden  soeben  ent- 
wickelten Gleichungen,  dass  sich  keine  neuen  allgemeinen 
Differentialgleichungen  unter  der  gemachten  Annahme  ergeben. 

Sind  aber  die  Grössen  sn4wt  und  sn4ej,'  verschieden  von 
den  resp.  Grössen  snivji  und  sn4w4,  so  lehren  die  früher  auf- 
gestellten Beziehungen,  dass 


sein  mtisste,  d.  h.  wir  würden  nur  ein  Wrerthesystem  sn4^, 
sn4ej4  erhalten.  Damit  aber  sind  wir  zu  den  ersten  Betrach- 
tungen dieses  Paragraphon  zurückgekehrt  und  können  von  der 
gemachten  Annahme  absehen. 


diel  -f-  c4  •  k*  -  sn4ej,  •  cn«  •  dna  =  0  , 
dict  -\-  c4  •  /»*  •  sn4w,'  •  cn«  •  dn«  =  0  . 
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Drittens  möge  nun  sein  : 

sn4  ü  ,  =  sn4  iut  , 

während  sn*  ta[  verschieden  ist  von  sn4  vj^.  In  diesem  Falle  wird 

i#.  +  «.  1  —  2(1  -f  k*)  sn4e>,  -f-  3  /.4  •  sn4  to. 

sn4ej, —  sn4wä  snw,  cnw,  -unw, 

In  Folge  dessen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

c4  •  k*  •  sn  a  •  U,  a=5  <ff  .  c4  H-  Cf  •  /«4  •  sn4ej1  •  cn  «  •  dna 

t     I  —  2  ( I  +  k*}  sn4  w,  +  3  k*  •  sn1  w. 
—  o,  •   , 

—  c2  •  Ä4  •  sna  •  ut  asa  (5,  •  c,  +    •  k*  •  sn4  wt  •  cn  u  •  du  a 

.     1  —  2  ( I  +  /. 4  sn4  ßi4  -f  3  /, 4  •  sn4  w. 
+  oK   , 

oder  also: 

(I  2)         öK  •  Cj      ct  -  A4  •  sn*wt  •  cn«  •  dn«  =  0  p 

(13)  c.-^.sna.^  +  ^^l  — 2(l-f/,4)sn*wl+3A4.sn,w1)  =  0  . 

Diese  beiden  Gleichungen  können  wir  auch  in  die  Form  bringen  : 
(1 4}        2  c,  —  (c,  •  sn4  u  —  c4 .  cn  «  •  dn  «)  /,4  •  s4  =  0  , 

cn«dn«\      «  ...  /       »  cn«-dn«' 


.....    ,  /       cn«dn«\      _    fi      ...  /        .  cn«  dn«\ 

+ * .  tJ  (c,  _  3 .  cJMi: dn «)  =  o  . 

\  1  sn  u  } 


Mit  sn*w,'  und  sn4^  können  wir  nach  den  bekannten  Regeln 
verfahren.  Dann  ergeben  sich  ohne  weitere  Schwierigkeiten  die 
Relationen : 

(16)  s{  •  c4  •  /, 4  =  c\  •  /» 4  •  sn4 «  +  c4  •  /• 4  •  sn4 «  —  2  c,  •  c4  ■  A4  •  cn  et  •  dn  «  . 
(47)  cj.**.*t=cj  . 

Aus  den  beiden  linearen  Gleichungen  mit  der  Unbekannten  *, 
ergiebt  sich  durch  Elimination  von  s%  die  Gleichung: 
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(18)  -  cn«.  dn« 

-f       (3  k*  •  sn*  «  -  2  | !  +  A :«))  -  A* .  cn  «  •  dn  «  =  0  . 

Selzen  wir  ferner  den  Werth  von  s{  in  die  quadratische  Glei- 
chung mit  der  Unbekannten  s,  ein,  so  ergiebt  sich  die  Relation : 

(19  cj  •  sn«-  cn«  •  dn«  -f-  cj  -bi 

+  ct  •  ct  •  euer «  dn  «  •  /;4  —  A*  •  cj  •  cn1 « •  dn4  «  =  0  , 

/>,  =  —  fcf -8ii*cf(*ct-f  sn«)  +  (<H-Ä*)  ic4-f-2sn«  sn«  —  3  , 

ht  =  A*  •  sn  « fc,  +  2  sn«)  -  2  (1  +  A*)  . 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  lehren,  dass  es  drei  Werthe- 
paare c,,  Cj  giebt,  die  den  gestellten  Anforderungen  Genüge 
leisten.  In  diesen  drei  Werthepaaren  ist  aber  c4  =  sn«  zu 
setzen,  denn  für  diesen  speciellen  Fall  fallen  die  beiden  Glei- 
chungen zusammen.  Dann  haben  wir  einen  der  früher  behan- 
delten Falle  vor  uns,  nur  nicht  in  seiner  Allgemeinheit,  da  c4 
specielle  Werthe  annimmt.  Jedenfalls  hat  sich  keine  neue 
Kategorie  brauchbarer  Differentialgleichungen  ergeben,  so  dass 
wir  berechtigt  trat  en,  den  Fall  u  =  0  aaszuschliessen. 

Völlig  erledigt  sind  auch  hiermit  die  speciellen  Unter- 
suchungen noch  nicht,  insbesondere  müssten  die  speciellen 
Fülle,  in  deuen  entweder  ö{  =  0  oder  d4  =  0,  oder  (/  =  0  ist, 
einer  besonderen  Discussion  unterzogen  werden,  indessen  glaubt 
der  Verfasser  hiervon  absehen  zu  können,  das  die  Untersuchung 
ähnlich  wie  in  den  zuletzt  behandelten  Füllen  angestellt  werden 
kann. 


§*■ 

Untersuchung  des  Falles,  in  welchem  die  beiden  Werthe  von  X 
von  einander  verschieden  sind. 

In  diesem  zweiten  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  sind  wir 
berechtigt,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Untersuchungen  Abbruch 
zu  thun,  anzunehmen,  dass  c,  =  0  sei. 

Dann  werden  die  Fundamentalgleichungen,  aus  denen  alle 
Schlüsse  zu  ziehen  sind,  die  folgende  Form  annehmen: 
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(I)  6-  2r*  =r5  , 

sn«       °  9 

(2,  cn«.dn«=  r,  +  kL_J±\ 

sn4«         sn«        \       sn«/  ' 

(3)  vJ-«i--««i^-«n«+c,+  4,l+Ä-«)-A«+U-eila-dla 


sn« 


(4)  2A  -f  rä  •  /.4  •  sncj,  •  sn  ej,  —  «)  =  , 


2  •  u 


(5)  2/.  +  c,  •  jt«  •  sn  w4  •  sn  wä  —  «)  =  — 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  aber,  dass  c4  =  4 .  sn« 
sein  muss,  denn  wäre  dasselbe  nicht  der  Fall,  so  erhielten  wir 
nur  einen  Werth  von  /.  und  das  ist  gegen  die  Annahme.  Dann 
aber  zeigen  Betrachtungen  einfachster  Art  die  Richtigkeit  der 
Gleichungen : 

(6)  ct  =  4  •  sn  «  . 

(7)  c4  =  8  •  cn«  •  du«  , 

(8)  c5=-2, 

/nx  i»  /«      2cn«-dn«\4  i 

(10)  2  k*  •  sn4  a  •  ?/,  =  /.  •  öt  +  2  A4  ■  sn  « .  cn  « .  dn  «  .  sn4  w.  —  «  •  2  . 

n 

(I  I)  2  /.4-  sn4«  •  Mj  =  /.  •  dt+  2  /,*  •  sn  «  •  cn  ö  ■  dn  «  ■  sn* oi4  +  u  •  ^  . 

(1 2)  „  •  P  •  sn4 a  =  2  A  —  /, 4 .  sn4 «  ■  s  (/.  —  2  cnc^nof\  . 

Die  vierte  Gleichung  drückt  .v,  rational  durch  /.  ans.  wobei 
zu  erwilgen  ist,  dass  r3  willkürlich  bleibt.  Wir  wollen  ver- 
suchen, zunächst  .v,  rational  durch  /.  auszudrucken. 

Dazu  (juadriren  wir  die  rechten  und  linken  Seiten  der 
Gleichungen,  die  wir  soeben  gefunden  und  mit  den  Nr.  10  und 
\  I  bezeichnet  haben. 

Wir  erhalten. 

(13)  d*.Af  ±$H  d.Be  -  uM«  =  0  , 
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Af=  —  A4-{-sn4w#(4A4-  sn4«-f- A4-  /.-*•  sn4a  —  4A  •  A4  -  sn«  •  cn«-dn«) 

—  4/, 4  •  sn4«  •  sn*<at  , 
Be=l —  sn4  io f  •  k*  (A  -  sn4  a  —  2  •  so  « •  cn  «  •  dn  er)  ,    €=1.2  . 
Durch  Subtraction  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
(U)  cP-r-t-  3u4.A4.Sn4«  =  0  , 

wobei  gesetzt  ist: 

r  =  4A4-  sn4«  +  A4- A4-  sn4«  —  1/  •  A4  -  sn« « cn«  •  dn«— 4Älsn4ff-s1 . 

Durch  Addition  ergiebt  sich : 

(\  5)  rfi  [_  2  A4  -f  r«,  +  8  •  A4  sn« «  .  f  J 

—  2 </ •*/* •  A4  i  A4  •  sn4a  —  2 sn  «  •  cn  «  •  dn  a)—  //*  2 — A2-sn4«  •  s, )=  0. 

Die  Elimination  von  »/*  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 
zunächst  die  Relation : 

12  -Aft  •  sn*«-5t  =  3M  Ä*-  sn*  «(Asn4«  —  2sn«  •  cn«  •  dn«) 
-f  3  A4  •  A4  •  sn4«  —  r(J  +  A4  •  sn4« .  tt) 

oder  nach  einigen  Rechnungen: 

1 6)  3  •  A4  •  sn4 «  •  si  =  /j,  +  pt  •  s,  , 

_        n .    cn««dn«  .  — _ 

y,,  =  2r3  +  6/.  g—  -  +  8(1  +  *f)  —  1 7 •  sn4«  , 

pt  =  A4  •  sn4 «(—  c,  -  (1+  h*)  +  4A4  .  sn4«)  . 

Damit  ist  auch  dieses  Problem  gelöst.  Setzen  wir  den  ge- 
fundenen Werth  von  s{  ein,  so  erhalten  wir  auch  als  ganze 
rationale  Function  von  /..  Somit  bleibt  jetzt  nur  noch  das  Problem, 
für  A  eine  quadratische  Gleichung  aufzustellen. 

Durch  Quadrirung  der  rechten  und  linken  Seite  der  Glei- 
chung (12): 

u  .  A4  •  sn4 a  =  2  A  —  A4  •  sn4«  •  s.  (a  —  2cna  ^nft\ 

4  \  sn«  / 

erhalten  wir  nach  einigen  Rechnungen: 
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4  k9 

v  A4-sn4«        1        *  1 

,   cna-dna     ...  ... 

3  sna  ' 

c*  =  c3  —  4  A4  •  sn*«  . 

Ferner  können  wir  r  in  die  Form  bringen: 

r  =  A*  •  sn*  a{c3  +  4  (4  +  A4 ,  —  4  A4  .  sn4  ff  —  3*»  •  *f )  . 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  Gleichung  (44): 

(/4-r4-3t(4-  A4-sn4a  =  0 

ein,  indem  wir  erwägen,  dass: 

f/*  =  .s4  —  4s4 

ist.  Dann  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

(4 8)  st  ■  A4  •  sn* a(c,+  4 (1  +  A4)  —  4  •  A4  •  sn4«) 

+  5,  •  A4-sn4  «(c3-f 4  (1+A4)  — 7A4sn4«)  —  3/4  =  0  . 

Das  ist  aber  die  gesuchte  quadratische  Gleichung  mit  der 
Unbekannten  /.,  da  s{  und  st  ganze  rationale  Funtionen  2ter  Ord- 
nung von  l  sind,  die  wir  soeben  bestimmt  haben. 

Somit  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.  Als  vierler  Typus  der  in  Frage  stehenden  Diffe- 
rentialgleichungen ergiebt  sich  die  Gleichung: 

-.'      +  4  A4  •  sn «  •  sn  w  •  sn  [w  +  a)  — P— 
d  w*  v  dw 

=  (p  (v)  (c3  -f-  8  A*  •  cn  a  •  dn  a  •  sn  w  •  sn  (w  -f  a  —  2  A*  •  sn*  w)  , 

wobei  c3  eiYw  willkürliche  Constante  bedeutet.  Die  beiden  Integrale 
können  mit  Hülfe  einiger  einfachen,  vorhin  entwickelten  quadra- 
tischen Gleichungen  bestimmt  werden. 

Hiermit  haben  wir  das  in  der  Einleitung  fixirte  Problem 
vollkommen  gelost. 
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Sophus  Lie,  Neuer  Beierts  des  zweiten  Fitmlamentalsatzes 
in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen. 

Der  Satz,  dass  r  von  einander  unabhängige,  infinitesimale 
Transformationen  XKf A,./  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige 
Gmppe  erzeugen,  wenn  alle  Xf  paarweis  Relationen  von  der 
Form 

erfüllen,  in  denen  die  c,^.,  Constanten  sind,  ist  bekanntlich  der 
wichtigste  Satz  in  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen. 
Leider  ist  es  jedoch  schwierig,  einen  auf  einmal  kurzen,  ein- 
fachen und  durchsichtigen  Reweis  für  diesen  grundlegenden  Satz 
zu  finden.  Da  es  nun  aber  für  die  Verbreitung  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  sehr  förderlich  sein  wird,  wenn  für 
diesen  Satz  eine  klare,  ich  möchte  sagen,  völlig  einleuchtende 
Regrllndung  gegeben  werden  kann,  so  habe  ich  wiederholt  ver- 
sucht, möglichst  einfache  Beweise  des  Satzes  zu  construiren. 
Soweit  ich  es  beurtheilen  kann,  sind  meine  Bestrebungen  nicht 
ohne  Erfolg  geblieben. 

Ausdrücklich  hebe  ich  hervor,  dass  ich  nicht  danach  ge- 
strebt habe,  diese  Theorie  in  so  knapper  Form  wie  möglich  dar- 
zustellen. Wahrend  in  den  Paragraphen  I  und  2  zusammen 
eine  wesentlich  analytische  Begründung  meines  Theorems  ent- 
wickelt wird,  giebt  §  3  eine  bemerkenswerthe  synthetische 
Beweisführung  für  dasselbe,  die  von  den  Betrachtungen  der 
§§  1,2  unabhängig  ist.  Auch  will  ich  bemerken,  dass  §  2  nicht 
dieKenntniss  des  §  I  voraussetzt.  Leser,  die  nicht  daran  gewöhnt 

Math.-phys.  Chsi«.  1*90.  30 


Digitized  by  Google 


454 


SüPHlS  LlE, 


sind,  mit  dem  Begriff  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  zu  ope- 
riren,  wie  dies  in  §§  1  und  3  geschieht,  beschränken  sich 
vielleicht  am  besten  auf  §  2  oder  fangen  jedenfalls  am  besten 
mit  diesem  Paragraphen  an.  Dagegen  dürfte  der  §  3  solche  Leser 
am  meisten  befriedigen,  welche  an  synthetische  Betrachtungen 
gewohnt  sind. 


Wie  bekannt  erzeugt  eine  Schaar  von  r  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  A,/'...  Ar/'T  wo 

h  f  =2  Ski  (*.••■  «J         (*  =«.2...  r) 

ist ,  oor  endliche  Transformationen.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation 

Vl/  ==cVV,A+eäAi/  +   -  -+e,Xrr 

nämlich,  in  der  eK...er  Constanten  sind,  erzeugt  eine  Ein- 
gliedrige Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen  die  Form  haben 

yi  =  a?f-Ma?j+  (  ?  AAx{  H  

(1=  \.i...r 
oder  ausführlich  geschrieben : 

//•  =  xi  +^  *  ek  Xk  x,  +  —  V  ek  ej  \k\j ar,  H  

(j  =  1 .  2  •  ■  •  »)  . 

Da  e{ , .. .  <v  willkürlich  sind,  so  stellen  diese  Gleichungen  gerade 
oor  Transformationen  dar.  Die  Frage,  welche  nachstehend  be- 
antwortet werden  soll,  ist  die  nach  einem  notwendigen  un<l 
hinreichenden  Kriterium  dafür,  dass  sie  eine  r-gliedrige  Gruppe 
bilden. 

Noch  eines  sei  vorausgeschickt:  Bezeichnen  wir  unsere 

oor  Transformationen  symbolisch  mit  Ta  respective  Th  oder  Tt  

so  können  wir  sagen,  dass  sie  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe 
bilden,  wenn  jede  Transformation  TaTh  (Reihenfolge  von  Ta  und 
TV  selbst  eine  Transformation  Tr  ist.  Beachten  wir.  dass  sich 
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unter  den  T  auch  die  identische  Transformation  befindet  und 
dass  demnach  dir»  Schar  der  T(l  Tfj  in  jedem  Fall  die  der  7'(J  .  .  . 
umfasst,  so  können  wir  die  Definition  der  Gruppe  so  fassen: 

Eine  Schar  von  oor  Transformationen  Ta  .  . .  bildet  dann  und 
nur  dann  eine  Gruppe,  wenn  auch  alle  Transformationen  Ta  Tb  nur 
von  r  wesentlichen  Parametern  abhängen. 

Denn  alsdann  müssen  sie  sich  auf  die  T  selbst,  die  schon 
eine  Schar  von  oo'  Transformationen  bilden,  reduciren. 

Diese  Definition  zu  Grunde  zu  legen,  wird  sich  in  §  3  als 
zweckmassig  erweisen. 

§  '■ 

Zunächst  werden  wir  einige  particulare,  aber  doch  bemer- 
merkenswerthe  Resultate  ableiten. 

Liegen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen A,/'  Xrf  in  n  Veränderlichen  .r,  .  . .  xn  vor  und 

deutet  man  die  Veränderlichen  als  Punktcoordinaten  in  einem 
//-fach  ausgedehnten  Räume,  so  ertheilen  die  endlichen  Trans- 
formationen 

r 

0)  'O/ =  ^ <VV>  H  

1 

/,  =  4,2...// 

einem  bestimmt  gewühlten  Punkte  [xt  .  .  .  Xn)  unendlich  viele 
Lagen,  deren  Inbegriff  eine  continuirliche,  etwa  p-fach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit  bildet.  Wir  wollen  nun  zunächst  die 
Dimensionenzahl  p  der  so  erzeugten  Mannigfaltigkeit  bestimmen. 

Man  bemerke,  dass,  wenn  zwei  infinitesimale  Transforma- 
tionen Xf.f  und  Xjf  den  Punkt  [xi  •  ••2*)  in  Ruhe  lassen,  dann 
dasselbe  für  jede  infinitesimale  Transformation  Const.  A,-/  -f- 
Const.  Xjf  gilt.  Da  es  unter  den  vorgelegten  infinitesimalen 
Transformationen  et  X{  f  +  •  •  •  -f-  er  Xrf  im  Allgemeinen  auch 
solche  geben  wird,  welche  den  Punkt  [a\  . . .  ./„  invariant  lassen, 
so  können  wir  also  ohne  wesentliche  Beschränkung  der  Allge- 
meinheit annehmen,  die  A,/'  seien  so  gewühlt,  dass  etwa 
Xf.+lf .  .  .  Xrf  den  betrachteten  Punkt  i  \  .  .  .  r„  in  Ruhe  lassen. 

wahrend  dies  mit  keiner  infinitesimalen  Transformation  f^/H  

4-  ''7  Xf/f  der  Fall  ist.  Alsdann  sind  alle 

80» 
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gleich  Null,  und  daher  (vgl.  die  Fussnote,  S.  463)  werden  alle 
Lagen  x[...xn') ,  welche  der  bestimmt  gewühlte  Punkt  rt ...  jtJ 
annehmen  kann,  durch  die  Gleichungen 

i 

(2  >'k  =  •'•/,•  -f-J£*  ei  Y«  rk  H   =  1,2..«) 

gegeben,  in  denen  die  Summationen  sich  nur  noch  über  die  <[ 
ersten  A,-  erstrecken.  Die  Gleichungen  enthalten  nur  noch  «; 
willkürlich  zu  wühlende  Constanten  ex  ...t\  und  demnach  kann 
unser  Punkt  (xl...xH),  von  dem  wir  voraussetzten,  dass  er 
gerade  r  —  q  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen aus  der  Schar  der  <*,  Xlfr{~  •••  +  erXrf  gestatte, 
jedenfalls  nicht  mehr  als  oo?  Lagen  annehmen,  wenn  auf  ihn 

alle  endlichen  Transformationen  elXif-\-  h  erXrf  ausgeübt 

werden. 

Dass  der  Punkt  ;./;4  . . .  .rn)  aber  auch  nicht  weniger  als  oov 
Lagen  erhalt,  folgt  aus  dem  Nichtverscbwinden  einer  Functional- 
determinante  ;  denn  wenn  etwa 

ist,  so  können  nicht  alle  Determinanten  der  Matrix 

?n    ?u    '  *  ' 

hl     Sa     •  •  '  Sin 

•  •        •  •  •        •  ! 

$Qi     Sqt     '  •  '  Sqn 

versehwinden,  weil  sonst  gegen  die  Voraussetzung  eine  infini- 
tesimale Transformation  e4  Xtf-\-  •  ■•  •  -+  Bg Xqf  existirte,  welche 
den  Punkt  [xt  . . .  <rt)  invariant  liesse.  Wir  können  daher  an- 
nehmen, dass  etwa  die  Determinante 

m  2±  ft«    •  •  •  *»« 

für  unseren  Punkt  (./•,  r„)  nicht  verschwindet.    Nun  aber 

geht  die  Functionaldeterminante 

V7  -4-       ö,r*  .  ÖJY 
~*  ~  de,  deä  öef 
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der  7  ersten  Gleichungen  (2)  hei  der  Substitution  c{  =  0  ...e(f  =  0 
gerade  in  die  Determinante  (3)  über,  d.  h.  diese  Functional- 
determinante  ist  für  den  Punkt  [x{  . . .  xn)  sicher  nicht  identisch 
Null  für  alle  Werthe  von  e{  . .  et/.  Die  q  ersten  Gleichungen  (2 
sind  folglich  von  einander  unabhängig  hinsichtlich  t\  .  .  eq,  d.  h. 
es  ist  die  Dimensionenzahl  o  b  q  und  unsere  Gleichungen  lassen 
sich  nach  >\  . .  eq  auflösen.  Durch  Substitution  dieser  Auflösungen 
in  die  n  —  q  letzten  Gleichungen  (2)  ergeben  sich  alsdann  gerade 
n  —  q  Relationen  zwischen  xt  . .  •  <rÄ,  X[ . . .  xn',  welche  bei  ge- 
gebenen j\  . . .  xn  die  q-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der 
transformirten  Punkte  (x[  rN')  darstellen. 

Unsere  Voraussetzung,  dass  der  betrachtete  Punkt  [xt  . .  xn) 
von  den  infinitesimalen  Transformationen  e.  X.  f  -f-  •  •  •  -f-  erXrf 
gerade  nur  r  —  q  von  einander  unabhängige  gestattet,  lüsst  sich 
auch  so  aussprechen:  Die  infinitesimalen  Transformationen 
elXlf'-\-  •••-{-  er\rf  ertheilen  dem  Punkte  (x{  ...  xn)  gerade  q 
von  einander  unabhängige  Fortschreilungsrichtungen.  Demnach 
hat  sich  ersehen : 

Satz  1.  Ein  bestimmter  Punkt  (x{  ...  xn) ,  welchem  die  infini- 
tesimalen Transformationen  eiXlf-\-  •  •  •  -{-erXrf  gerade  q  von 
einander  unabhängige  Fortschreilungsrichtungen  zuertheilen,  erhalt 
durch  Ausführung  aller  von  ihnen  erzeugten  endlichen  Transfor- 
mationen gerade  oof*  Lagen. 

Verstehen  wir  nunmehr  unter  [xx  ...ar*,,)  einen  Punkt  all- 
gemeiner Lage,  so  werden  wir  den  Satz  so  aussprechen  können : 

Satz  2.  Wenn  unter  den  Gleichungen  Xxf  =  0,  .  .  Xrf=  0 
gerade  q  von  einander  unabhängige  vorhanden  sind,  so  ertheilen 
die  von  den  infinitesimalen  Transformationen  elXlf-\-  •  •  •  +erXrf 
erzeugten  endlichen  Transformationen  jedem  Punkte  (x{  . . .  xn) 
allgemeiner  Lage  insgesammt  gerade  oor/  Lagen. 

Jedem  Punkte  (xx  rn)  von  allgemeiner  Lage  ordnen  also 

die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  A,  /'. . .  X,.f 
eine  gewisse  7-faeh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Mf{  zu.  Nehmen 
wir  in  der  Mannigfaltigkeit  MfJ,  die  einem  Punkte  j>  zugehört,  einen 
Punkt  //  von  allgemeiner  Lage  an,  so  wird  im  Allgemeinen  die 
dem  Punkte  //  zugeordnete  Mannigfaltigkeit  Mf{  sich  nicht  mit  der 
früheren  M,{  decken.  Es  ist  aber  doch,  der  Fall  denkbar,  dass  allen 
Punkten  einer  solchen  Mannigfaltigkeit  M,}  eben  diese  Mf/  zuge- 
ordnet ist ,  mit  anderen  Worten,  dass  der  Raum  durch  unsere 
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Zuordnung  in  nur  oo"""'  «7 -fach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keiten Mq  derart  zerlegt  wird,  dass  ein  beliebiger  Punkt  p  einer 
derselben  bei  Ausführung  aller  oor  endlichen  Transformationen 

el.Y,^+  h  erXrf  stets  in  ihr  verbleibt. 

Wir  werden  zeigen ,  dass  dies  insbesondere  stets  eintritt, 
wenn  A, /'.... Vr/'  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen  und  dabei 
unter  den  Gleichungen  A,  f  =  0  ,  •  •  •  Xrf  =  0  gerade  q  von 
einander  unabhängige  vorhandeu  sind.  Es  ist  dies  sehr  Leicht 
einzusehen:  Sind  niimlich  Ta  . ..  die  endlichen  Transformationen 
der  von  A,  /  . . .  V,./  erzeugten  Gruppe,  so  ist  wegen  der  Gruppen- 
eigenschaft jede  Reihenfolge  T„  Tf}  eine  Transformation  Tr  der 
Gruppe  äquivalent,  also: 

Ta  T h  —  T r  . 

Bezeichnet  p  einen  Punkt  allgemeiner  Lage,  so  ist  daher  auch 

H  t«  n  =  (/-)  t,.  . 

Deuten  wir  dies  geometrisch.  Die  Transformationen  T  führen 
den  Punkt  p  in  alle  Lagen  p)  T  Uber,  welche  in  der  dem  Punkte 
/>  zugeordneten  Mannigfaltigkeit  M,  gelegen  sind.  Demnach  ist 
(p)  Ta  irgend  ein  Punkt  p  dieser  Mf,  auch  [p]  Tc  gehört  ihr  an 
und  wir  schliessen  aus  der  letzten  Gleichung,  dass 

p')Tb  =  (p)Tv 

ist,  d.  h.  die  Punkte  //  Th,  in  welche  der  Punkt  //  der  Mannig- 
faltigkeit Mg  von  allen  Transformationen  der  Gruppe  übergeführt 
wird,  liegen  sämmllich  ebenfalls  in  dieser  Mannigfaltigkeit  J/,/T 
mit  «indem  Worten:  Jedem  Punkte  //  von  M(J  ist  eben  diese  J/7 
zugeordnet. 

Wir  können  dies  Ergebniss  noch  etwas  anders  formuliren: 
Betrachten  wir  nämlich  die  einem  Punkte  p  von  allgemeiner 
Lage  zugeordnete  Mannigfaltigkeit  M(J  als  Ganzes,  so  ergiebt  sieb, 
dass  sie  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  sich  überge- 
führt wird,  also  invariant  bleibt. 

Die  bei  der  Gruppe  vorhandenen  co"~~''  9 -fach  ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeiten  stellen  demnach  eine  bei  der 
Gruppe  invariante  Zerlegung  des  Baumes  dar.  Analytisch  wird 
dieselbe  definirt  durch  n  —  q  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen : 
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in  denen  ai ,  af  ...  «H_f/  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
Wühlt  man  diese  Constanten  in  bestimmter  Weise,  so  stellen  die 
Gleichungen  eine  jener  M(/  dar.  Dass  alle  diese  Mq  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleiben  sollen,  kommt 
analytisch  darauf  hinaus,  dass  alle  Ausdrücke 

e,  V,  (Pj  +  e%  X.  (fj  -\  h  er  X,.  <fj  =  0 

0  =  l,2...n  —  q) 

für  alle  Werthe  von  (\  ,..er  identisch  versehwinden  müssen, 
oder,  was  dasselbe  aussagt,  dass  jedes 

[k  ss  4 , 2  . . .  r  ;  j '<  =  \ ,  2  . . .  n  —  q) 

sein  muss.  Die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

AV=0,    ...  A-/=0  , 

von  denen  nach  Voraussetzung  nur  q  von  einander  unabhängig 
sind,  und  welche  n  unabhängige  Veränderliche  a?,  . . .  xn  ent- 
halten, besitzen  demnach  nothwendig  die  //  —  q  von  einander 
unabhängigen  Losungen  */■,,  tpt . . .  q>n„q,  d.  h.  sie  bilden  ein 
q-gliedriges  vollständiges  System. 
Hiermit  haben  wir  gefunden  : 

Satz  3.  Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  X{f .  .  .  Xrf  in  n  Veränderlichen  x{  .  .  .  ,th  eine 
r-gliedrige  Gruppe,  so  bilden  die  unter  den  Gleichungen  X{f  =  0, 
. . .  Xrf *=  0  Vorhandenen  von  einander  unabhängigen  Differential- 
gleichungen —  deren  Anzahl  etwa  q  ist  —  ein  q-gliedriges  voll- 
st ün  diges  System . 

Ein  vollständiges  System  bilden  die  (ileichungen  Xj.f  =  0 
aber  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Gleichungen  (XjA'fr)  ==  0 
blosse  Folgen  derselben  sind,  d.  h.  wenn  jedes  (.V,-  Xk)  sich  linear 
durch  die  Xf  ausdrücken  lässt : 
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r 

i 

Daher  sagen  wir: 

Satz  4.  Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infinites imnla 
Transformationen  Xtf  .  .  .  Xrf  in  n  Veränderlichen  .  .  .  u \ 
eine  r-yliedrifje  Gruppe,  so  erfüllen  alle  Xkf  paar  weis  Relationen 
von  der  Form : 

r 

(Vi  AA-)  ^]£>  (fibs(xi  •  •  •  xn)  '  Xsf  • 
l 

Im  Folgenden  benutzen  wir  die  Salze  3  und  i  nur  für  den 
einfachen  Fall  7  =  r.  Indem  wir  sie  für  diesen  Fall  als  er- 
wiesen betrachten,  gelingt  es  uns  leicht  nachzuweisen  nicht 
allein,  dass  sie  auch  im  Falle  q  <[  r  gelten,  sondern  zugleich, 
dass  die  Coelficienten  tfibs  ;ds  Constante  gewühlt  werden  können. 

Um  dies  zu  erreichen,  fassen  w  ir  nicht  allein  einen  Punkt 
(./•,  .  .  .  xn),  sondern  den  Inbegriff  von  r  -f-  I  beliebigen  Punkten 
lxi*  '»  [*rit)  •  •  •  W"*"1  »  sagen  wir  kurz  ein  (r  +  ins  Auge. 

Eine  beliebige  Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen  so  lauten 
mögen : 

^  =  /i^i  -'xn,  <'»  '••<',)  1      /  =  1,2  -  - .  #1)  , 

wo  ./*,  . .  .  rn  die  ursprünglichen  und  yt  . . .  yn  die  transformirten 
Veränderlichen  bedeuten,  führt  jeden  der  Punkte  [x^  , . . .  (a/*1) 
in  unendlich  viele  Lagen  über  und  demnach  auch  das  'r-{-  \)-t'H 
f.Tj'  .  . .  -//"•"')  in  unendlich  viele  neue  Lagen.  Diese  Lagen 
•••///  +  l  )  u*es  +  ^  -Keks  bestimmen  sich  durch  die  (r-f-  1  ;i 
Gleichungen : 

{/=  1,2-..  7?)  . 

Sie  enthalten  (r  +  '  "  ursprüngliche  Coordinaten  :r\  ...  aV  — 
x/**  ...  .r/+l  und  [r  +  i)n  transformirle  Coordinaten  y\  ...»/„'. 
.  .  .  ,  vlr+l  .  .  .  //nr"H.  Die  ;/•}  .  .  .  rnl  werden  für  sich  in  die 
y\  .  .  .  ynx  tibergeführt,  die  für  sich  in  die  ?/f  .  . .  y,1 

u.  s.  w.  und  deshalb  ist  es  offenbar,  dass  die  Gleichungen  } 
ebenso  wie  die  Gleichungen  (3)  eine  r-gliedrige  Gruppe,  aller- 
dings in  (r-f-  \)n  Veränderlichen,  darstellen. 
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Da  die 

■Vt/'s^liK  •■•■••„)  ^   (/•  =  1,4  •••') 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  (3) 
sind,  so  hat  die  Gruppe  4)  entsprechend  die  r  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen : 


[k  =  1,2  ...  r) 

oder  kurz  geschrieben: 

(A-  =  1,2  ...  r)  . 

Hierin  sollen  natürlich  die  Indices  1,2  . ..  r  +  1  andeuten,  dass 
als  Veränderliche  statt  der  xt  die  a?/,  die  a,* die  at»|r*1  zu 
benutzen  sind.  Die  Satze  3  und  4  gelten  nun  für  jede  r-glied- 
rige  Gruppe,  deren  infinitesimalen  Transformationen  keine  lineare 
Relation  erfüllen,  also  auch  für  unsere  jetzige  Gruppe  (4)  und 
demgemäss  bilden  die  r  Gleichungen 

vkf  =  V  f  +  v/'  +  •  •  •  +  y  y  =  o 

(t  =  1 , 2  •  •  •  ;•) 

t 

ein  vollständiges  System  in  den  (r-J-  l)»  Veränderlichen  .r,\ 
./y,  •  •  •  x^r+i)  oder  auch  es  bestehen  zwischen  den  f/j/ Rela- 
tionen von  der  Form : 

r 

in  denen  die  cjiks  zunächst  Functionen  der  (r  +  l)n  Veränder- 
lichen sein  werden.  Nun  aber  ist  offenbar: 


462 
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In  5;  treten  also'  — -  ,  •  •  •  links  nur  in  [X}Xk%)  auf  und 

sonach  muss  insbesondere: 


(6) 


r 

analog :        (X,Ä  V)  =  ^5  w,*,  A*Ä*  , 


(i,*=4,2..r) 


sein. 


Man  kann  nun  diese  r  +  1  Gleichungssysteme  (0)  als  Be- 
stimmungsgleiehungen  für  die  Functionen  w,^.,  auffassen.  Nach 
einem  l>ekannten  Satze1)  genügen  schon  die  r  ersten  Systeme 
zur  Bestimmung  der  w,^.,.  Da  diese  r  ersten  Systeme  frei  von 
•  •/*nr+l  sind,  so  enthalten  infolge  dessen  die  «.•?..  eben- 


i 


falls  die  .rJ•'",",  nicht.  In  derselben  Weise  kann  man  einsehen, 
dass  Ufa  auch  ./,'  nicht  enthalten,  indem  die  r  —  l  ersten  Glei- 
chungssystemc  und  das  letzte  zur  Bestimmung  der  ta^t  hin- 
reichen u.  s.  \\\,  kurz,  man  findet,  dass  die  tny.s  frei  von  allen 
,rf  . . .  /  /  +    d.  h.  nur  Constanten  sind: 

<°iks  =  ciks  • 
Folglich  bestehen  zwischen  den  \kf  die  Relationen: 

i 

in  denen  die  ciks  Constanten  sind. 
Also  hat  sich  ergeben  : 

Theorem  1.  Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  Xt  f  . . .  Xrf  in  n  Veränderlichen  eine 
r-gliedr ige  Gruppe ,  so  erfüllen  die  Xf  paarweis  Relationen  von 
der  Form: 


1}  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Leipzig  1SSS,  Seite  65, 
Zeile  1 — 3  oben. 
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XiXk  =2  ciksXsf  > 
l 

(j,  k  as  1 , 3  . . .  r)  , 
in  cfefte/i  die  ciks  Constanten  sind*), 

§2- 

In  diesem  Paragraphen  geben  wir  einen  Beweis  für  die 
Umkehrung  des  Theorems  1.  Wir  zeigen  also,  dass  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  XJ .  .  .  Xrf, 
welche  paarweise  Relationen  von  der  Form 

.' •*.■•**)  ciksX*f 
i 

(cjJt,  =  Const. ;  /,/,  =  1,2 ... /• 

erfüllen,  eine  /-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Der  Beweis,  den  wir  hier  entwickeln  werden,  ist  von  be- 
deutendem methodischen  Interesse.  Er  ist  absichtlich  rein 
analytisch  gehalten.  Man  kann  ihn  aber  durch  Verwerthung 
synthetischer  Betrachtungen  schneller  ableiten   vgl.  §  3  . 

Wir  finden  es  zweckmassig,  dem  allgemeinen  Beweis  die 
Betrachtung  zweier  einfacher  Falle  voranzuschicken. 

Nehmen  wir  also  zunächst  an,  dass  uns  r  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  \kf  vorgelegt  seien 
und  zwar  in  gerade  r  Veränderlichen  Zwischen  den 

Xf  bestehen  ferner,  so  setzen  wir  voraus,  die  Relationen: 

i 

 (/,t=l,8...r)  , 

I)  Wührcnd  des  Druckes  bemerke  ich,  dass  es  zweckmässig  ist  die 
Entwiekelungen  der  Seiten  433  (unten)  —  460  oben)  auf  den  einfachen 
Fall  ry=  r  zu  beschranken.  Hierdurch  werden  die  Betrachtungen,  welche 
zu  den  allerdings  auch  im  Falle  <?<r  gültigen  Sätzen  3  und  4  führen, 
nicht  allein  wesentlich  einfacher,  sondern  sogar  an  einer  Stelle  (S.  436  oben; 
strenger.  Die  Satze  3  und  4  werden  in  der  vorliegenden  Note  nur  für 
den  Fall  7  =  r  angewandt. 
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in  denen  die  f,j>.?  Con;»tanten  bedeuten,  und  überdies  sollen  iui 
jetzigen  Falle  die  r  Gleichungen 

XJ=0,  ...  A,/=0 

von  einander  unabhängig  sein,  d.  h.  es  soll  zwischen  den  Xf 

r 

keine  Relation  von  der  Forints  rpf.{xt  rP]  A*A/  =  0  identisch 

1 

bestehen. 

Unter  diesen  Voraussetzunsen  denken  wir  uns  die  A/  ausser 

in  den  apf  rf  noch  in  den  Veränderlichen  x[ . . . ./  ,/  geschrieben, 

sodass,  wenn 


ist,  auch  die 


gebildet  werden.  Die  r  Gleichungen: 

Ä  xkf+xk'f=o 

(Ä  =  1,2  ...  r] 

sind  alsdann  von  einander  unabhängig  und  stellen,  da  nach  I 
auch  jeder  Klammerausdruck 

A,/-f-V,7)-(V|.A,  +  VAV:=^r,.,5;AV+AV/ 

i 

ist,  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  2  /•  Veränderlichen 

'  dar,  welches  gerade  r  von  einander  unab- 
hängige Lösungen 

Qj  («r,  .  .  .  xr ,  j  [  .  . .  xr')     Ij  =  1 , 2  .  .  .  r 

besitzt.  Die  Lösungen  ilj  sind  Invarianten  gegenüber  den  infi- 
nitesimalen Transformationen  Xj-  f  in  .r\  . . . ./',.  ,    '  rr  . 

also  auch  Invarianten  gegenüber  jeder  endlichen  Transformation 
der  von  einer  infinitesimalen  Transformation 

[xj+  x;n  +  xx  +  ■■■  +  >;■  [Xrf+  .v,v 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 
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Wenn  nun 

(3  //,•  =    >,  . . .  xr ,  <>,...  er) 

die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transfor- 

r 

matten  y*  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  sind,  so  ent- 

i 

halten  dieselben  r  Constanten  e{  ...  er  und  sind  nach  e,  . . .  cr 
auflösbar.  Hieraus  folgt,  dass  es  immer  eine  und  nur  eine 
Transformation  y^^tf^xe)  giebt,  welche  einen  beliebig  ge- 
wählten Punkt  ./*'  in  einen  andern  beliebig  gewühlten  Punkt  y' 
überfahrt.  Lassen  wir  dabei  die  x*  beliebig  variiren  und  er- 
theilen  den  //'  die  Werthe  y'  =  f  :r\e),  so  erhalten  wir  immer 
dieselben  Werthe  für  die  e,  dementsprechend  immer  dieselbe 
Transformation : 

Offenbar  sind  jetzt: 

Iii  ~  fi  :ri  •  •  •  rr  i  e\  •  •  •  er  i    Vi  =  Ii  {-r\  •  •  •  rr  i  e\  •  •  •  er) 

7=  1,2.../) 

die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 

r 

forma t ion cs  [X$f  +  -V/'J  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 
i 

Da  die  Losungen  Qj  Invarianten  gegenüber  dieser  Gruppe  sind 
so  ist  vermöge  (4)  identisch 

(5)     P.j  xt  . . .  jy  ,  J'l . . .  •/>'  =  üj  */,  ...yri  y't...  yr') 

U  =  *,2...  r: 

oder  also  es  ist 

Qj  .rr...rrJ.r[....rr')=nj(f{  .iy>  . .  •  /',•  (.r ,  e) ,  /;(./•',<.  ../>r(a''i«})i 

'j=  1,2...  r)  , 

wo  rechts  die  Argumente  .#■,  rr  ,  jrj  .  .  .  ./•/,  et  ...  cr  nur 

angedeutet  sind. 

Die  Gleichungen  (5)  wollen  wir  jetzt  anders  auffassen:  wir 
wollen  unter  ./,'  />',  y[  .  .  .  ?//  willkürliche  Constanten,  Para- 
meter, verstehen.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  5)  unendlich 
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viele  Transformationen  der  ./ ,  .  .  .  ./,.  in  die  //,  . . .  yr  dar.  Da 
unsere  Gleichungen  2  r  Parameter  enthalten:  x[  ...  ar4',  y[  ...  yr . 
so  liegt  es  nahe  zu  vermuthen  ,  dass  sie  ooir  verschiedene  Trans- 
formationen darstellen.  Dies  ist  indess  nicht  der  Fall.  Wir 
werden  sehen,  dass  sie  nur  oor  Transformationen  und  zwar 
i  gerade  die  Transformationen  ?/,  =  /,(  '',  . .  •  t\  ...  er)  liefern 
Man  führe  io  der  That,  wie  gestattet,  statt  der  Parameter 
./',  ;/  die  neuen  Parameter  a',  er  ein.  Unsere  Transforuiations- 
gleichungen  erhalten  hierdurch  die  Form 

(5';  Qj(.r%  . . .  ./•,. ,  x[  . . .  ay'  ]  =  üJ(yl . ..»/,.,  A  !•'*'>  <')•••  Ar  (•'"'•  «") 

fj  =  1 . . .  * ;  . 

Dieselben  werden  identisch  erfüllt  durch  die  Substitution 
yk  =  f'j.  (fifj  e)  und  also  sind  die  Gleichungen  (ö'j  sowie  die  äqui- 
valenten Gleichungen  5)  mit  den  Gleichungen:  y%  =  /\(jc.  ?, 
äquivalent.  Hierin  liegt,  dass  die  Gleichungen  (5')  absolut  un- 
geUndert  bleiben,  wenn  die  Werthe  der  x  beliebig  geändert 
werden. 

Jetzt  erkennen  wir  leicht,  dass  die  Gleichungen  5)  eine 
Gruppe  bestimmen.  Führen  wir  nämlich  nach  einander  die 
Transformationen : 

fij  (;rt  .  .  .  .r,.,  .Tt'  .  .  .  ,rt.  )  =  •  •  .  gfr,  !/[>••  //,•  ) 

und 

(ü/i  •  •  •  !/)•■>  J'\  •  •  •  rr  )  =  -■•/  r  i  •  •  •  zri  Iii  •  •  •  Vi- 
aus,  so  können  wir  in  den  letzten  Gleichungen  ohne  Beschränkung 
annehmen,  dass  die  £r&"  =  yb'  sind.  Daher  kommt 

Qj  (.Tj . .  .  xr ,  x[ . . .  «t,. )  —  llj  z{  .  . .  zr,  y,  . . .  //,.  ) 

(y  =  i . . .  /•  . 

womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Satz  5.  Erfüllen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  XJ  .  .  .  Xrf  in  r  Veränderlichen  .r,  .  .  .  xr 
paarweise  Relationen  von  der  Form 

r 

l 

(#,  Ä  =  l ,  2  .  .  .  r)  , 


Neuer  Beweis  des  zweiten  Fi  \»amk\talsatzes.  467 
in  denen  die  c^9  Constanten  sind,  und  besteht  überdies  keine  Relation 

r 

(flc  /',  .  .  orr)  Xtf'  =  0,  so  bestimmen  die  endlichen  Transfor- 
mationen aller  eingliedrigen  Gruppen  e{X{f-{-  •  •  •  -\-  er\rf  eine 
r-rjliedriy  Gruppe. 

Setzen  wir  jetzt,  um  einen  zweiten  etwas  allgemeineren  Fall 
ins  Auge  zu  fassen,  voraus,  dass  wieder  r  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  A,  f .  .  .  Xrf  gegeben 
seien,  welche  paarweis  Relationen  von  der  Form 

r 

iXiXk  ciksXsf 
l 

[#,  k  —  1 ,  t  . .  .  r  :    rlks  =  Const.) 

erfüllen,  dass  aber  die  Zahl  n  der  Veränderlichen  xt  ...  ,rn  grösser 
als  /•  sei,  und  dass  wie  im  obigen  Falle  auch  jetzt  keine  Relation 

von  der  Form  9k%kf  =  0  bestehe.  Bedeuten  wiederum 
\[f '. .  A',.'/*die  infinitesimalen  Transformationen  A,  f. .  Xrf,  aber 
geschrieben  in  n  Veränderlichen  bilden  die  Glei- 

chungen 

AÄY4-AV/  =  0 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  genau  so  wie  oben.  Aber 
jetzt  ist  die  Zahl  der  vorkommenden  Veränderlichen  in  und 
demnach  besitzt  dies  System  2  n  —  r  von  einander  unabhängige 
Losungen.  Man  bemerke  nun,  dass  die  r  Gleichungen  \{f  =  0, 
. . .  Xrf  =  0  in  r,  . . .  in  für  sich  ein  r- gliedriges  System  in  n 
Verilnderlichen  bilden  und  daher  n  —  r  von  einander  unab- 
hängige Lösungen  J{  .r,  .  .  .  xn)  .  .  .  Jn-r(iVi  rn)  besitzen.  (Im 

obigen  Falle  war  n  —  /•  =  0.)  Diese  n  —  r  Functionen  sind 
natürlich  auch  Lösungen  des  vollständigen  Systems 

Aa7  '+  a,Y  =  o 

(/»  =  1 ,  2  . . .  ;•)  , 

das  ausserdem  die  n  —  r  Lösungen  Jx  ./•,' ...  ./•„') ...  Jtl_r  ... ./,,') 
besitzt.  Endlich  giebt  es  noch  2»  —  r  —  2  (n  —  r)  =  r  Lösungen 
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£l<  [«z?«  .  •  >  -  ffi  y  «z*|  •  •  •  n  )  j  •  •  •  ^r['^  i  •  •  •  *^ n  ?  i  •  •  •  *^ti )?  die  l>en 
Arten  von  Veränderlichen  x  und  x'  enthalten  und  zwar  derart 
dass  die  Vertauschung  der  x  mit  den  x  die  Ü.  nicht  ändert. 
Alle  diese  Lösungen  J{  (x) . . .  Jn_r(x),  Jx  (x) . . .  Jn_r(o?'),  ß4  (~r\  «r 
. ..  ßr(.r,.r')  sind  nun  Invarianten  gegenüber  den  infinitesimalen 
Transformationen  V*./  +  ^VA  a'so  auch  gegenüber  jeder  end- 
lichen Transformation  der  von  einer  infinitesimalen  Transfor- 

r 

mation^k  ck{Xkf-\-  <Vf)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe, 
i 

Wie  oben,  mögen  auch  hier  die  Gleichungen: 

(7)  =  /,•  xt  . . .  xn  ,  <? ,  . . .  er) 

(i=  1,2...») 

die  endlichen  Gleichungen  einer  beliebigen  eingliedrigen  Gruppe 
^£ek  \k  f  sein .  A lsdann  sind  : 

(«!        —  /<  (  ri  •  •  •  ri. »      •  •  **r)  i    !/«'  =  fi«  •  •  •  rn':  *t  •  •  •  *r) 

(|sss  4,2...») 

die  endlichen  Gleichungen  einer  beliebigen  eingliedrigen  Gruppe 

V7*  ek(Xk/ '  +  A'a'/  ),  und  da  die  ß  und  J  Invarianten  jeder  solchen 
i 

Gruppe  sind,  so  ist  vermöge  (8)  identisch 

Qj{xt  . . .        ./•;  . . . ./,/:  =  -Q/f.y,  . . .  yni  y[ . .  .  yn')  , 

(9)     \  h •      ••••'*>)  =  40/,  ...//«;  , 

hij\  •  ••  •'•»')  =  a- (//:•••//„')  • 

(A-  =  1 ,  *  —  w  —  r)  . 

Diese  2/?  —  r  Gleichungen  fassen  wir  nunmehr  anders  auf. 
Sie  bestimmen  //,  . . .  yn  als  Functionen  von  und  von 

in  Parametern  x[  /•„',  y[ . . .  //„',  welch  letztere  aber  durch 

die  n  —  r  Gleichungen  Jk{x')  =  Jk  y  )  gebunden  sind.  Durch 
Variation  der  x}  y  unter  Rücksicht  auf  die  letzten  n  —  /•  Glei- 
chungen gehen  also  unendlich  viele  Transformationen  der  .r  in 
die  y  hervor. 
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Anscheinend  enthält  diese  Gruppe  in  —  in  —  r)  =  n  -f-  v 
Parameter,  aber  in  Wirklichkeit  sind  n  desselben  überzählig. 
Um  dies  einzusehen,  beachten  wir,  dass  die  Gleichungen  (9) 
vermöge  der  Substitution  der  Werthe  (8)  der  //  und  //'  in  Iden- 
titäten übergehen.  Insbesondere  sind  die  Constanten  y[  . . .  yn' 
durch  die  Constant  sdrückbar,  sodass 

sich  die  Gleichungen  (9)  unserer  Gruppe  auf  diese  reduciren : 


Qj (a?4 . . . ./  „ ,  ./•; . . .  rn  )'=  Üj (yt . . . ;/n,    [x,  e) ,  ...fn [j\  e  ) 

Jk  r{  ...  rn)  =  Jk{g,  ...yn) 
(k  =  I ,  %  . . .  n  —  r)  . 


In  dieser  Form  enthält  die  Gruppe  anscheinend  die  n  +  r  Para- 
meter .r[ . . .  :rn',  e,  . . .  er.  Nun  aber  werden  diese  Gleichungen 
Identitäten,  wenn  auch  für  die  iji  ihre  Werthe  8)  oder  (7)  in 
./-,  ..  ..rn,  <?,  ...er  gesetzt  werden,  d.  h.  die  Gleichungen  (7) 
sind  die  Auflösungen  der  Gleichungen  unserer  Gruppe  nach 
//,  ...//„;  die  kommen  somit  in  (9'  nur  formal  vor.  Mithin 
stellen  die  Gleichungen  (7  ebenfalls  unsere  Gruppe  dar.  Sie 
ist  r-gliedrig,  denn  diese  Gleichungen  enthalten  gerade  r  wesent- 
liche Parameter  et  .  .  .  er.  Da  wir  nachher  gerade  wie  im 
vorigen  Falle  erkennen,  dass  die  Gleichungen  (9)  eine  Gruppe 
bestimmen,  so  folgt  der 

Satz  6.   Erfüllen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 

Transformationen  A,  /' . .  .  Xrf  in  n  7>  r  Veränderlichen  xt  rH 

paarweis  Relationen  von  der  Form 

r 

==2^  CiksSsf 
I 

(#,  k  =  1 , 2  . . .  r)  , 

in  denen  die  c^s  Constanten  sind,  dagegen  keine  Relation  von  der 
Form  ^J<Pic  [xt  .  .  .  acj  Xkf  =  0,  so  bilden  die  endlichen  Trans- 
formationen  aller  eingliedrigen  Gruppen  eKXxf  -f"  •••-+-  erXrf 
eine  r-gliedrige  Gruppe. 

Schliesslich  kommen  wir  jetzt  zum  allgemeinsten  Fall :  Es 
seien  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
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A,  / " . . .  A,./*in  n  Veränderlichen  ./•,  rn  vorgelegt,  welche  paar- 
weise Relationen  von  der  Form 

r 

i 

V.  /.  =  1 .  2  . . .      cn.s  =  Const. 

erfüllen.  Ob  dieselben  Relationen  von  der  Form  gf<pkX%f =0 

erfüllen  oder  nicht,  ist  uns  jetzt  gleichgültig. 

Diese  allgemeinste  Annahme  liisst  sich  nun  auf  den  soeben 
betrachteten  besonderen  Fall  reduciren.  Zu  diesem  Zwecke 
schreiben  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  statt  in  r, . .  .rn 
in  jtJ  .  .  ferner  in  .rj . . .  .iM*,  . . .  endlich  in  r,r*H  . . .  •T,llr*"1. 
Bezeichnen  w  ir  die  so  erhaltenen  intinitesimalen  Transformationen 
mit  A/.*/",  A/,4/  . . .  Ay^/i  so  bestehen  zwischen  den 

vfj=  wr+xtr+.-.+xff 

(/,  =  1,8...  r] 
wieder  paarweis  Relationen  von  der  Form: 

[Vt  Vk)  =j$  Cfi,  U,f  . 

1 

Ferner  ist  die  Zahl  der  Veränderlichen  .r^.',  (rtf  . . .  aJ$r"H  gleich 

(r  +  1)«,  also  >>  r,  und  ausserdem  besteht  zwischen  den  f^f 

»• 

keine  Relation  von  der  Form       'fk^kf  =  0?  denn  sie  zerfiele 

i 

in  die  r  -|-  I  einzelnen  Forderungen 

r 

^n-V7*=°  ■:./  =  1.2...  r+r  , 
i 

von  denen  schon  die  /•  ersten  zur  Bestimmung  der  <f  k  genügten, 
sodass  die  tf  ]:  frei  von  den  r,'"*"'  .  .  .  r„r"M  wären.  Analou 
müssten  die  ff  }.  frei  von  den  ./  ,''  rnr  u.  s.  w.,  kurz  nur  Con- 
stanten sein,  was  ausgeschlossen  ist,  weil  A,  /  . ..  \rf  und  dem- 
nach auch  Uxf ...  Ur[  von  einander  unabhängig  sind. 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen  UKf .  .  .  Urf  in 
((r  +  I)»  >  r)  Veränderlichen  opJ  . . .  ./•„'>  •'*?  •  •  •  rn*  >  •  •  •  - 
/   /  /'H  erfüllen  also  alle  Voraussetzungen,  die  in  Satz  6 
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an  die  infinitesimalen  Transformationen  gestellt  waren.  Mitbin 
bilden  die  endlichen  Transformationen  aller  eingliedrigen 
Gruppen  ex  L\f  -\-  •  •  -f-  erUrf  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Diese 
hat,  wenn  y\  . . .  //„',  y\  . . .  //n4,  . . .  ,  y4r*'1  . . .  gnt  +  i  die  transfor- 
mirten  Veränderlichen  und  i\  ...  er  die  Parameter  der  Gruppe 

bezeichnen,  offenbar,  da  bei  den  Ukf  die  xj . . .  crj  nur  von  den 

er/  rnJ  abhangige  Incremente  erfahren,  die  Form: 

(10)  .Vi^/iW- '»i  V^i  —  — /iK1^')  •••'V"*1-  V'*r) 

7=4,2...«)  . 

Dabei  sind  die  n  ersten  Gleichungen 

y«1  =  /.(•'•!  •  ••*•»  i  ^,  *..*r) 

(t  =  1 ,  2  . . .  n) 

die  endlichen  Gleichungen  aller  eingliedrigen  Gruppen  P,.Y,/*-f- 
•  •  •  -f-  t'j.  V,./*  oder  also,  wenn  wir  die  oberen  Indices  streichen, 
die  //  Gleichungen 

//,•  =  / ,  (./•,  . . .  rn ,  eK  . . .  rr) 
{S  am  4,2...«) 

die  endlichen  Gleichungen  aller  eingliedrigen  Gruppen  e4.Yt/'-f- 
••■-}-  cr  \rf.  Sie  stellen  aber  eine  r-gliedrige  Gruppe  dar,  weil 
die  Gleichungen  (10)  eine  solche  darstellen  und  die  r,' . . .  xn*  in 
(10)  für  sich  in  die  //]  . . .  //„'  transformirt  werden. 

Also  sind  wir  zu  dem  allgemeinen  Theorem  gelangt: 
Theorem  2.   Erfüllen  r  von  einander  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  XKf ...  Xrf  in  n  Veränderlichen  paarweis 
Belationen  von  der  Form 

r 

(-*!**)  =£•  Ciks*sf 
i 

(/,/.  =  1, 2. ..r)  , 

in  denen  die  ciks  Constanten  sind,  so  bilden  die  endlichen  Trans- 
formationen alter  eingliedrigen  Gruppen  t't  A,  A+ '  • '  ~f- 'V  W 
eine  r-gliedrige  Gruppe. 

\\\* 
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Es  ist  möglich,  durch  wesentlich  synthetische  Betrachtungen, 
welche  sehr  durchsichtig  erscheinen,  auf  einmal  die  beiden 
Theoreme  1  und  2  zu  beweisen.  Dies  soll  jetzt  geschehen. 

Es  seien  vorgelegt  alle  oor  Transformationen  Ta  .  .  . ,  welche 
von  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xtf. . .  Xrf  in  n  Veränderlichen  ./•,  rn  erzeugt  werden. 

Wir  suchen  ein  Kriterium  dafür,  dass  sie  eine  Gruppe  bilden. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Transformationen 
Ta  .  .  .  auf  ein  wj-Eek.  d.  h.  auf  den  Inbegriff  von  m  Punkten 

x\  !•„'.   rni  •••  rim  rnm  ausgeführt.     Da  jeder 

Funkt  bei  Ta  in  einen  neuen  Punkt  übergeht,  so  wird  auch  ein 
solches  m~Eck  von  Ta  in  ganz  bestimmter  Weise  transformirt, 
jedes  m-Eck  geht  in  ein  //<-Eck  Uber.  Natürlich  ist  hier,  wie  in 
allem  Folgenden,  immer  nur  von  ?«-Ecken  allgemeiner  Lage  die 
Rede. 

Betrachten  wir  ein  einzelnes  m-Eck.  Indem  wir  auf  die 
m  Punkte  desselben  alle  oo'  Transformationen  der  vorgelegten 
Schaar  von  Transformationen  ausüben,  nimmt  dasselbe  sicher 
nicht  mehr  als  oor  Lagen  an.  Nimmt  es  gerade  oo>  Lagen  an. 
so  ist  also  q  Wir  werden  erkennen,  dass  ein  r-Eck  iinmer 

gerade  oo'  Lagen  annimmt. 

Zunächst  werfen  wir  die  Frage  auf.  was  im  Besonderen 
geschlossen  werden  kann,  wenn  ein  ^-Eck  und  ein  (</  -f-  1  -Eck 
allgemeiner  Lage  beide  gleichviel,  etwa  00^  Lagen  bei  Aus- 
führung aller  Transformationen  7' annehmen,  wo,  wie  bewiesen, 
q  i'  ist.  Denken  wir  uns  ein  r/-Eck,  bestehend  aus  den  7 
Punkten  /»,,  pt  .  . .  pf{,  vermöge  Ta  in  die  Lage  pi  . . .  p  über- 
geführt. Da  das  9-Eck  insgesammt  00?  Lagen  annehmen  kann, 
so  wird  es  jedesmal  von  oor~"  Transformationen  Tin  dieselbe 
Lage  gebracht.  Es  giebt  demnach  oo'  ~^  Transformationen  aus 
der  Schaar,  welche  das  7-Eck  />,...  pq  in  die  Lage  />,...  pq  über- 
führen. Nun  fügen  wir  zu  den  q  Punkten  p{  ...  pf/  einen  Punkt 
Prf  +  i  allgemeiner  Lage  hinzu.  Der  Inbegriff  der  q  -f-  !  Punkte 
PuPf'  P,i  +  l  «st  ein  [q  -f-  1)-£ok  und  dies  wird  —  da  es  im 
Ganzen  auch  00^ Lagen  annehmen  soll  —  ebenfalls  durch  00'  ~iJ 
Transformationen  Ta  in  dasselbe  (7+  I  )-Eck  verwandelt,  dessen 
q  erste  Ecken  />,  ...p,{  sind,  wahrend  die  letzte  pfJ  +  x  sei.  Also 
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folgt:  Die  oo' —  9  Transformationen,  die  />,...  pq  nach  /),  ...  />, 
bringen,  führen  einen  Funkt  Pq+l  allgemeiner  Lage  bei  den 
gesuchten  Voraussetzungen  siimmtlich  in  nur  einen  ganz  be- 
stimmten Punkt  ])fl  +  l  über.  Diese  oor~iJ  Transformationen 
müssen  sich  also  auf  nur  eine  reduoiren,  d.  h.  es  ist  q  =  r,  mit 
andern  Worten: 

Satz  7.  Ertheill  eine  Schaar  von  oo'"  Tran  s/'orvui  Honen  einem 
q-Eck  und  einem  (q  -f  i)-Eck  allgemeiner  Lage  gleich  viele  und 
zwar  oo?  verschiedene  Lagen,  so  ist  q  =  r. 

Dies  Ergebniss  wenden  wir  in  dieser  Weise  an :  Ein  Punkt 
allgemeiner  Lage,  d.  h.  ein  \  -Eck,  erhält  bei  unserer  Schaar 
natürlich  mindestens  oo'  Lagen.  Ein  2 -Eck  muss  mindestens 
oo4  Lagen  annehmen ,  sobald  r  >  \  ist ,  denn  andernfalls 
nähme  das  2-Eck  gerade  oo1  Lagen  an  und  das  J-Eck  natürlich 
nicht  mehr,  sondern  eben  so  viele  und  nach  dem  eben  gefun- 
denen Satz  7  müsste  r  =  4  sein.  Ein  3-Eck  erhält  mindestens 
oo-*  Lagen,  sobald  r  >>  2  ist.  Denn  wir  wissen,  dass  ein  2-Eck 
mindestens  oo4  Lagen  annimmt.  Erhielte  nun  das  3-Eck  nur 
oo*  Lagen,  so  wäre  r  =  2,  u.  s.  w. 

In  dieser  Weise  erkennen  wir,  dass  ein  9-Eck,  sobald  nur 
9  <  r  ist,  bei  den  oo'  Transformationen  Ta  ...  mindestens  oo'' 
Lagen  annehmen  muss.  Andererseits  wissen  wir  aber,  dass  es 
höchstens  oo'*  Lagen  erhält.  Demnach  muss  es  einen  Werth  m 
der  Zahl  q  geben,  der  §  r  ist,  sodass  ein  m-Eck  gerade  oor 
Lagen  erhält.  Alsdann  erhält  ein  (//{  -+-  1)-Eck  u.  s.  w.  eben  so 
viele  Lagen,  also  auch  ein  r-Eck. 

Also  setzen  wir:  Unsere  oo'"  Transformationen  Ta  ertheilen 
einem  r-Eck  gerade  oor  Lagen,  ebenso  einem  r  -f-  \)-Eck. 

Wir  fragen  uns,  wann  die  oor  Transformationen  Ta  .  .  . 
eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden.  Sie  enthalten  die  identische 
Transformation  und  daher  kommt  diese  Frage  nach  dem  in  der 
Einleitung  Bemerkten  auf  die  Frage  hinaus  ,  wann  die  Schar 
von  Transformationen  Tn  7)„  die  durch  successive  Ausführung  je 
zweier  T  entstehen,  von  gerade  r  Parametern  abhängt. 

Fassen  wir  zu  dem  Ende  ein  (r  +  i)-Eck  ins  Auge  und  be- 
trachten wir  die  Lagen,  welche  ihm  von  allen  Transformationen 
Ta  Tb  ertheilt  werden.  Sind  dies  oor+l  oder  noch  mehr  Lagen, 
so  ist  natürlich  die  Zahl  der  Parameter  der  Schar  der  Ta  Th 
grösser  als  r  und  die  Ta  bilden  keine  Gruppe.  Ertheilen  die 
Ta  Tb  aber  dem  \r  -f-  1)-Eck  gerade  oo'  Lagen  weniger  können 
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es  nicht  sein  ,  so  ertheilen  sie  auch  einem  /-Eck  gerade  oor 
Lagen,  denn  ein  r-Eck  erhHlt  ja  auch  schon  bei  den  Ta  seihst 
oo''  Lagen.  Demnach  ertheilt  die  Schar  der  Transformationen 
Ta  Th  dem  r-Eck  und  dem  (r  -f-  4)- Eck  gleich  viele,  nämlich  oor 
Lagen.  Hierauf  wenden  wir  Satz  7  an :  An  Stelle  der  Tn  sind  die 
'/'„  Th,  an  Stelle  von  q  und  q  ist  r  getreten.  Also  folgt  :  Es  müssen 
gerade  auch  oo'  Transformationen  Ta  Tb  vorhanden  sein.  d.  h. 
die  oor  Transformationen  Ta  hilden  eine  r-gliedrige  Gruppe. 

Wir  bemerken,  dass,  wenn  die  TaTh  einem  (r  -f-  i  -Eck 
nur  oo'"  Lagen  ertheilen,  dies  Factum  auch  anders  ausgesprochen 
werden  kann:  Das  (r  -f-  1)-Eck  nimmt  ja  bei  Ausführung  der 
Tn  selbst  oo'"  Lagen  an.  Da  es  bei  den  Ta  Th  nicht  mehr  an- 
nimmt, so  ist  die  Schaar  der  oo'*  (r  -f-  1)-Ecke,  in  die  es  bei  den 
Ta  übergeht,  gegenüber  jeder  Transformation  Th  invariant. 
Dies  lüsst  sich  auch  umkehren,  und  somit  ergiebt  sich  der 

Satz  8.  Eine  Schur  von  oo''  Transformationen  Ta  bildet 
eine  r-yliedrige  Gruppe  dann  und  nur  dunn1  wenn  alle  r  -f-  \)- 
Ecke  sich  in  Scharen  von  je  oor  (r -f-  i)- Ecken  in  solcher  Weise 
vertheilen  ,  dass  jede  dieser  Scharen  für  sich  bei  allen  Transfor- 
mationen Ta  invariant  bleibt. 

Dies  begriffliche  Kriterium  soll  nun  ins  anal\  tische  über- 
tragen werden. 

Seien  also  /•  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen XJ *. ..  A'r/  in  n  Veränderlichen  r,  /  „  vorgelegt. 

Die  endlichen  Gleichungen  der  allgemeinen  eingliedrigen  Gruppe 
(',A,/  +  erXrf  seien: 

(1)  ,/.=/;.(./•,  e,  ...er) 

(t  =  1,2...r)  . 

Sie  enthalten  r  wesentliche  Constanten. 

Nun  mögen  ./  [  . .  .  ./•„',  ./•*  r,,*,  r|''+'  ...  .r,/"+l  die 

fr  -{-  i  n  Coordinaten  der  Punkt  eines  r  -f-  1  -Ecks  sein  und 
A^.1  f,  .  . .  V// '"*"  */  bedeuten  wieder  wie  früher  die  V/./,  aber  ge- 
schrieben in  den  ./;',  ...  .7-,'""H.  Alsdann  werden  die  Ecken  des 
(r-j-  1)-Ecks  bei  der  Transformation  (1)  durch  die  Gleichungen: 

(-)    //i'—  /     \  — rnt  ei'"eri  •  ••//ir+,=Ai       +    '  *iVn*\  (\  •••tY) 

[imm  1,2...r;  • 
in  die  Ecken  ;/,'.  ... //I'+'  übergeführt  und  die  (r  +  Vn  Glei- 
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chungen  (2)  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  allgemeinen 
eingliedrigen  Gruppe 

2"*  ek(Xk'f+  Xk*f+...+X,r'f) 
1 

oder,  wenn  wie  früher 

ukf=xk*r+ ...+  V+7 

gesetzt  wird,  der  eingliedrigen  Gruppe  W'H-  H 

Jedes  (r+  i)-Eck  .r,1,  r(.r*'  ist  nunmehr  abgebildet  in 

einen  Punkt  eines  Raumes  von  r  -f-  1  /i  Dimensionen  mit  den 
Coordinaten  .rj  . . .  :*•„',  j-J  rM*,  . .  .  ,  flr1r*1  . . .  fir^1.  Die  in- 
variante Zerlegung  der  (r-f-l)-Ecke  in  Schaaren  von  oor(r+  '  )- 
Kcken,  von  der  Satz  7  spricht,  stellt  sich  in  diesem  Räume  dar 
als  eine  gegenüber  den  U{f...  Urf  invariante  Zerlegung  des 
Raumes  in  Mannigfaltigkeiten  von  r  Dimensioneu.  Eine  solche 
Zerlegung  wird  durch  (r  -f-  1  n  —  r  Gleichungen  von  der  Form 

(fj(r\  ...  -V"*"1)  =  Const. 

dargestellt  und  es  muss,  da  sie  den  Ukf  gegenüber  invariant 
ist,  jedes  Uk<pj  =  0  sein,  d.  h. :  Die  Gleichuugen  (1)  unserer 
oo'  Transformationen  stellen  dann  und  nur  dann  eine  r/-glied- 
rige  Gruppe  dar .  wenn  die  v  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen 

UJ'=  0  ,   Utf=  0,  ...    /',./  =  0 
oder  also  diese: 

(/.■  =  1,2...  r) 

gerade  (r  -f-  i)n  —  r  gemeinsame  von  einander  unabhängige 
Lösungen  besitzen.  Nun  aber  enthalten  diese  sicher  unabhängigen 
Gleichungou  (/• -f-  I)'n  unabhängige  Veränderliche  und  die  Zahl 
der  Gleichungen  ist  r.  Sie  haben  also  überhaupt  (r  -j-  \)  n  —  r 
gemeinsame  Lösungen  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  ein  voll- 
ständiges System  bilden,  d.  h.  wenn  jedes 

1 

ist.  Dies  aber  liefert: 
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1 

und  zerfallt  in  die  einzelnen  Forderungen: 

VV)  =^5  <«,„.,  v/' 

1 

(/,/,  =  1,2...r:  ..r-J-  I!  • 

Dieselben  sagen,  wie  wir  schon  in  §  1  bemerkten,  aus,  dass  die 
wtt.,  nur  Constanten  sind : 

und  somit  folgt  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Gleichungen  (\)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden: 
Es  müssen  die  Xf  paarweis  Relationen  erfüllen  von  der  Form 

r 

1 

Also  ist  bewiesen : 

Theorem  3.  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen A,  /' . . .  Xrf  erzeugen  dann  und  nur  dann  eine  r-glied- 
rige Gruppe,  wenn  die  Xf  paarweis  Relationen  von  der  Form 

1 

mit  constanten  Coefficienten  ciks  erfüllen. 

Dieses  wichtige  Theorem  bezeichne  ich  gern  als  den  zweiten 
Fundamentalsatz  in  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen. 
Als  den  ersten  Fundamentalsatz  bezeichne  ich  das  Theorem:1) 

Stellen  r  Gleichungen  cd/  =  /*,•  (  i\  vr ,  aK  . . .  ar)  eine  r-gliedrige 

Gruppe  dar,  so  bestehen  Gleichungen  von  der  Form 

Ü  =  gs  *w  ■  wo ;  fcw  =^  «*  w  •  g  • 

Endlich  als  den  dritten  Fundamentalsatz  bezeichne  ich  das 
\)  Theorie  <ler  Transformationsgiuppen  Leipzig  4  888),  Seite  33. 
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Theorem:  r3  Constante  Cjj.s  bestimmen  die  Zusammensetzung  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Relationen 


bestehen. 

Ich  bezeichue  diese  Satze  als  Fundamentalsätze,  da  sie  die 
Grundlage  für  meine  siimmtlichen  gruppentheoretischen  Unter- 
suchungen sowie  für  die  Arbeiten  meiner  Nachfolger  bilden. 
Herr  Killixg,  der  mit  grossem  Erfolge  meine  Untersuchungen 
über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  weiter  geführt  hat,  be- 
zeichnet irrthümlieher  Weise  meinen  dritten  Fundamentalsatz 
als  Jacob r  sehe  Identität  oder  Jacob? sehe  Relationen .  Ich  finde  mich 
dazu  veranlasst,  ausdrücklich  diesen  Irrthum  zu  berichtigen,  ob- 
gleich Herr  Killing  in  liebenswürdigster  Weise  anerkannt  hat, 
dass  dieser  tiefliegende  Satz  von  mir  herrührt. 

Schliesslich  kann  ich  nicht  unterlassen,  an  die  werthvollen 
funetionentheoretischen  Untersuchungen  zu  erinnern ,  durch 
welche  Herr  Scbir  die  Richtigkeit  von  meinen  Fundamentalsützen 
bestätigt  hat.  Es  war  vorauszusehen,  dass  die  Behandlung  dieser 
bekannten  Theorien  nach  neuen  Methoden  auch  zu  neuen  Resul- 
taten führen  würde.  In  der  That  ist  Sem  r  besonders  in  seiner 
letzten  Note  (diese  Berichte)  zu  wichtigen  neuen  Resultaten 
gekommen. 


i 
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Sophus  Lie,  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  transitiven  Trans- 
formationsgruppen durch  ausführbare  Operationen. 

Die  Aufgabe,  alle  Transformationsgruppen  mit  /Parametern 
und  in  n  Veränderliehen)  zu  bestimmen,  findet  zunächst  ihren 
analytischen  Ausdruck  in  mehreren  complieirten  Functional- 
gleichungen,  die  einer  directen  Behandlung  kaum  zugänglich 
sein  durften.  Es  war  daher  eine  überraschende  Entdeckung, 
als  ich  seinerzeit  fand,  dass  die  Erledigung  dieser  Functional- 
gleichungen  sich  auf  die  Integration  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen zurückführen  lässt.  Nach  meiner  Auffassung  ist 
diese  Bemerkung  ebenso  wichtig  wie  Pfaffs  Entdeckung,  dass 
alle  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sich  auf 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  zurückführen  lassen. 

Indem  ich  nun  versuchte,  alle  Transformationsgruppen  der 
geraden  Linie,  der  Ebene  und  des  Raumes  zu  bestimmen,  ergab 
es  sich  dass  diese  Bestimmung  sich  vollständig  durchfuhren  Itess, 
dass  sich  also  die  betreffenden  Differentialgleichungen  sämmtlich 
integriren  Hessen.  Dabei  gelang  es  immer  durch  passende  Wahl 
der  unabhängigen  Veränderlichen  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen jeder  hierher  gehörigen  transitiven  Gruppe  als  ganze 
Functionen  von  den  unabhängigen  Veränderlichen  und  gewissen 
lixpontialgrössen  darzustellen  *). 

4)  Dass  ein  so  einfaches  Gesetz  nicht  für  alle  intransitiven  Gruppen 
gelten  kann,  folgt  schon  daraus,  dass  dieselhen  arbiträre  Functionen  von 
den  Invarianten  der  Gruppe  enthalten  können.  Dagegen  leuchtet  ein,  das» 
alle  Inf,  Transformationen  einer  intransitiven  Gruppe  der  Ebene  oder  des 
Raumes  sich  als  ganze  Functionen  von  den  unabhängigen  Veränderlichen, 
gewissen  Kxponentialgrösscn  und  gewissen  Invarianlcn  der  Gruppe  «lar- 
steilen lassen. 
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Da  schon  in  der  Ebene  und  umsomehr  im  dreifachen  Räume 
unendlich  viele  wesentlich  verschiedene  Transformationsgruppen 
vorhanden  sind,  müssen  die  beiden  gefundenen  Gesetze  als  be- 
merkenswert!) betrachtet  werden.  Durch  verschiedenartige 
Ueberlegungen  wurde  ich  auf  die  Vermulhung  geführt,  dass 
diese  Gesetze  für  jeden  «-fach  ausgedehnten  Raum  Gültigkeit 
besitzen.  Schon  in  meiner  Arbeit  in  den  Mathematischen  An- 
nalen  Bd.  25  (1885)  kündigte  ich  an.  dass  das  erste  Gesetz  auch 
für  n  Dimensionen  Gültigkeit  besitzt,  dass  also  alle  r-gliedrigen 
Gruppen  in  n  Veränderlichen  durch  ausführbare  Operationen 
bestimmt  werden  können.  In  einer  späteren  Note  in  diesen  Be- 
richten präcisirte  ich  diese  Behauptung  dahin,  dass  für  alle 
Gruppen  ohne  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
der  Beweis  des  angekündigten  Theorems  ganz  einfach  war, 
wahrend  für  Gruppen  mit  ausgezeichneten  inf.  Transfor- 
mationen mein  Beweis  so  complicirt  war,  dass  ich  denselben 
nicht  als  definitiv  zu  betrachten  wagte',  wenngleich  derselbe 
mir  absolut  streng  schien. 

In  der  vorliegenden  Note  werde  ich  durch  einfache  Be- 
trachtungen zeigen,  dass  das  erste  Gesetz  wirklich  allgemeine 
Gültigkeit  besitzt.  Hierzu  füge  ich  mehrere  andere  wichtige 
Bemerkungen. 

Wende  ich  diese  meine  allgemeine  Methode  auf  specielle 
Beispiele  an,  so  erscheinen  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  betreffenden  Gruppen  als  rationale  Functionen  von  gewissen 
Exponentialgrössen ,  deren  Exponenten  algebraische  Functionen 
von  den  Veränderlichen  sind;  ebenfalls  sind  die  im  Zahler  und 
Nenner  eingehenden  Coefficicnten  algebraische  Functionen  von 
den  unabhängigen  Veränderlichen.  Hiermit  wäre  also  ein  be- 
merkenswerthes  Gesetz  gefunden,  welches  mit  dem  oben  als 
Vermuthung  aufgestellten  zweiten  Gesetz  eine  gewisse  Aehnlich- 
keit  besitzt,  wenn  es  auch  complicirter  ist.  Doch  halte  ich  an 
der  Ueberzeugung  fest,  dass  auch  das  zweite  aufgestellte  Gesetz 
allgemeine  Gültigkeit  besitzt. 

Gelingt  es  einmal  auch  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung 
nachzuweisen ,  so  ist  es  wahrscheinlich,  dass  man  gleichzeitig 
für  jedes  n  alle  transitiven  (sowie  intransitiven)  Gruppen  auf- 
stellen kann.  So  kühn  auch  diese  Vermuthung  erscheinen  mag, 
so  geben  doch  meine  ausgedehnten  Untersuchungen  mir  ein  ge- 
wisses Recht  dazu,  dieselbe  zu  formuliren. 


4m 


So  PIUS  LlE, 


1.  Um  alle  r-gliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  suche  ich 
zuerst  die  Zusammensetzung  von  allen  r-gliedrigen  Gruppen. 
Dieses  Problem  ist  ein  rein  algebraisches  und  verlangt  also  nach 
meiner  gewöhnlichen  Ausdrucksweise  nur  ausführbare  Opera- 
tionen; mein  drittes  Fundamentalgesetz  sagt  ja,  dass  r3  Con- 
stante  c(js  dann  und  nur  dann  die  Zusammensetzung  einer  r- 
gliedrigen  Gruppe  bestimmen,  wenn  die  Formeln 

r 

2*  {ciltscVT  +  ckjscsit  +  cjiscskz}  =  0  i   ciks  -h  Ckis  =  0 
t 

bestehen.    Ebenfalls  verlangt  die  Bestimmung  aller  wesentlich 
verschiedenen  Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen, 
wie  ich  an  einer  anderen  Stelle  nachgewiesen  habe ,  nur  aus- 
führbare Operationen. 
Es  seien  nun 

jp|  =  ffjo?!  •'•  •  xni  a{  •  •  •  o;.)    (/'  =  1  •  •  •  n) 

die  endlichen  Gleichungen  und  A,/*-  •  •  Xrf  r  unabhängige  infi- 
nitesimale Transformationen  einer  bekannten  oder  unbekannten 
Gruppe  mit  der  gegebenen  Zusammensetzung  ciks . 

Denken  wir  uns  nun  ausgeführt  zuerst  eine  Tränsformation 
mit  den  Parametern  a{  •  •  •  arJ  sodann  eine  mit  den  Parametern 
bt  •  • «  bn  so  entsteht  bekanntlich  eine  neue  Transformation  d^r 
Gruppe  mit  den  Parametern  ct  •  •  •  cr  und  dabei  ist 

Mi  U  =  '/,  K  •••«,.,",•••  6r) 

[i :  =  \  •  •  •  r)  . 

Diese  letzten  Gleichungen  bestimmen  nun.  wenn  die  ai  und  Cf. 
als  Veränderliche,  die  />,  als  Parameter  betrachtet  werden, 
meine  erste  Parametergruppe ;  dagegen  liefern  dieselben  Glei- 
chungen, wenn  die  bi  und  cj  als  Veränderliche,  dagegen  die  n} 
als  Parameter  aufgefassl  werden,  meine  zu  eite  I*arametergru})j»e. 

Im  Folgenden  spielen  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  beiden  Parametergruppen  eine  wesentliche  Rolle. 

Um  die  infinitesimalen  Transformalionen  der  ersten  Para- 
melergruppe  zu  finden  setzen  wir,  wenn  a^  die  Parameter- 
werthe  der  identischen  Transformation  sind : 

bh  =  ak»  +  «*   A  =  1  •  •  •  r) 
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und  lassen  dabei  «Jk  unendlich  kleine  Grössen  bezeichnen.  Dann 
werden  die  ct.  unendlich  wenig  von  den      verschieden : 

vk  =  ak  H~  ü(lk  i 
und  dabei  haben  die  dak  die  Werthe  : 

Diese  Gleichungen  liefern  die  «iiigemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation der  ersten  Parametergruppe.  Setzen  wir  daher 

 007   ■*  *  *  * ' '  "  ' 

so  liefern  die  r  Gleichungssysteme: 

&ak  =  *rk(at  '  •  '  °r)  <*' 
sss  4  ...  r) 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  Para- 
metergruppe. 

Zur  Bestimmung  von  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  zweiten  Parametergruppe  bilden  wir  die  Gleichungen 

bk  -f-  £6*  =  f/  ,,  >#;  -f      •  ■  •  a/  +        '  '  *  *r)  » 

woraus 


i 


da/ 


r 


hervorgeht.  Diese  Gleichungen  liefern  die  allgemeinste  in- 
finitesimale Transformation  der  zweiten  Parametergruppe. 
Setzen  wir 

 —  Pt*  (°i  •  •  •  V  1 

so  liefern  die  Gleichungen 

r  =  I  •  •  •  v)  [k  =  I  •  •  •  rj 
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r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  zweiten  Para- 
metergruppe. 

Ist  nun  eine  Gruppe 

mit  der  Zusammensetzung  ciks  gegeben,  so  leuchtet  ein,  dass  wir 
die  infinitesimalen  Transformationen  der  beiden  Parameter- 
gruppen berechnen  können. 

Es  liisst  sich  aber  zeigen,  dass  es,  sobald  nur  eine  Zu- 
sammensetzung vorliegt,  ohne  dass  eine  Gruppe  mit  dieser  Zu- 
sammensetzung bekannt  ist,  doch  immer  möglich  ist,  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  beiden  Parametergruppen  zu 
berechnen.  Hierzu  führt  eine  Methode,  die  ich  im  dritten  Bande 
des  norwegischen  Archivs  1878)  entwickelt  habe. 

Seien  V,/'«  •  •  Xrf  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
unbekannten  Gruppe  von  der  verlangten  Zusammensetzuni;. 
Dann  ist 

»,-VH  Mr-V 

das  Symbol  einer  ganz  bestimmten  endlichen  Transformation, 
nilmlich  der  Transformation: 

r  |     1  . . .  r 

f(x\ .  • .  a?;j  =  f  l.r)  -f-^T  av  Xrf  +y^2  (li  ak  *<  hf  • 
Bezeichnen  /,  •  •  •  ).r  unendlich  kleine  Grössen,  so  ist 

i  i 

das  Symbol  einer  unendlich  benachbarten  Transformation.  Die- 
selbe lässt  sich  ersetzen  durch  die  Reihenfolge  von  der  Trans- 
formation^ aA.  \/./'und  einer  gewissen  unendlich  kleinen  Trans- 

r 

fonnatioiO^  (///. \A./\  die  wir  berechnen  können,  obgleich  wir 
i 

die  Gruppe  A'^./  nicht  kennen. 

Um  diese  Berechnung  durchzuführen,  denken  wir  uns  statt 
ar,  •  •  •  r„  neue  Veränderliche  //,  •  •  •  yn  eingeführt,  welche 

;iU^  die  form  ^  und  andererseits  A/-/'auf  die  Form 
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r  v  v 

^  *lki  (//,  '  '  '  Uni  ^ 

bringen.  Alsdann  nimmt  die  eingliedrige  Gruppe 
div  Form  an 

nnd  dabei  gehen  die  zugehörigen  endlichen  Gleichungen  hervor 
durch  Integralion  des  simultanen  Systems: 

<^'  =  (l+J^*n  (//'•-.  yn')dt  , 
mit  deu  Anfangswerthen  /  =  0,  yk'  =  yk  und  den  Endwert hen 

t  =  >,     =  iiu  • 

Wir  brauchen  diese  Integration  nicht  vollständig  durchzu- 
führen. Es  genügt  in  den  Integralgleichungen,  geordnet  nach 
den  Potenzen  der  Aj  die  Glieder  nullter  und  erster  Ordnung 
zu  berechnen. 

Eine  erste  Annäherung  liefern  die  Gleichungen 

Vi  =  .'/,  i 

sodann  eine  zweite  die  Gleichungen 

//„'  =  .'/„  +  *  +j  2 ■  ■     *■ + Q dt »  I 

//,'  =  //,       +  /  riki  [yr  •  •//„_,  //„  +  0  dl ,  | 

o 

welche  auch  folgendermassen  geschrieben  werden  können  : 

.'/»'  =  .'/„  +  t  +2»  **  /  (•'/.  '  •  '  //n-i  .'/n  +  l)(lt  » 

1  » 

«  0 


4S4  Sophls  Lie, 

■ 

Diese  Gleiebungeu  liefern  von  den  Reihenentwickelungen  der 
gesuchten  Integralgleichungen  nach  den  Xj  die  Glieder  nullter 
und  erster  Ordnung. 

Es  ist  jetzt  möglich,  die  in  den  Gleichungen  (2)  eingehenden 
bestimmten  Integrale  exact  zu  berechnen.  Es  ist  nämlich,  wie 
wir  jetzt  zeigen,  möglich,  solche  Grössen  cpk  I]  zu  finden,  dass 
Gleichungen : 

bestehen.  Setzen  wir 

so  handelt  es  sich  darum  nachzuweisen,  dass  Grössen  <^-(/  vor- 
handen sind,  welche  die  Gleichungen : 

J£h*lki  (?/«  *  *  *  //«-<  Vn)  =J£V*  (0  flwfo  "  *  '  J/n-i  //»  —  ' 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichungen 

•  r 

ji2klfk  M  ■  flw  ('/.  •  ■  •  //«-.  //„  —  0  =  0 

für  jedes  /  erfüllen.  Diese  Forderung  erhült  durch  Ausführung 
die  Gestalt : 

l3)  ^ff  ''A>('/l  '  '  '  !/n"i  [tn  ~~  '* 

Nun  aber  ist 

und  dementsprechend 
oder 

Unsere  Gleichung       erhalt  folglich  die  Form 
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und  zerlegt  sich  somit  in  die  äquivalenten  Gleichungen : 

Dieses  simultane  System  von  linearen  Differentialgleichungen 
mit  constanten  Coefficienten  können  wir  nun  immer  durch 
Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  integriren. 

Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir  nach  der  bekannten  Regel  die 
vorangehenden  Gleichungen  mit  Constanten  ft,  addiren: 


— ji  ~J>9*«ifr 

O.I.S 


«o* 


und  versuchen  endlich  die  Grössen  ft  in  solcher  Weise  zu  wählen,  dass 
die  letzte  Gleichung  die  Form 

 --•Jt/i* 

annimmt.  Dies  giebt  uns  zur  Bestimmung  von  den  Constanten  fx . . .  fr  und 
io  die  Relation  *  ■ 

die  sich  in  die  folgenden  zerlegt: 

....  . 

l,...r 

(«  =  1  ...  r)  . 

Diese  letzten  Gleichungen  können  folgendermassen  geschrieben  werden: 
»  ciu  tti  —  io)  <pt  +  (JS^Cfti  «,)  <p2  H  h         c»»       Vr  =  0  » 


f  y  ein-  «•)  <jpi    +  +  f  civ, — <?v= °- 

Zur  Auflösung  derselben  bildet  man  bekanntlich  die  algebraische  Gleichung 

yj'  c<i  t « « — w    ein  «» •  •  *    c»  i  •! 1 

Snu-"i  S  c*rr«i 

Matb.-pby«  Ciasse.    IM».  32 
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Sind  vt,  v2  ...  die  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  sind  die 
gesuchten  Crossen  <fk  t  bekanntlich  ganze  Functionen  vou 

t ,  e ,  e'V  

Dabei  sind  die      algebraische  Functionen  von  «,-•••  or. 

Auf  die  Gleichungen  \K)  sowie  auf  die  Gleichungen  (5)  kommt  man 
auch  in  anderer  Weise. 

Gesetzt  wir  wollen  zu  einer  gegebenen  inf.  Transformation  «,  XJ 

...-+-  arXrf  in  allgemeinster  Weise  eine  solche  weiter  etXtf-\  \-erXrf 

hinzufügen,  dass  die  beiden  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  und  dabei 
insbesondere  die  Relation 

und  also  auch  die  Gleichung 

l...r 

I,  k  I 

besteht.  Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  folgenden 

(5=4...  r) 

oder  ausfuhrlich  geschrieben: 

«.'  mi  —  w)  e,  H  h  (^a,c,Vi)  <*,  =  0  , 

welche  in  bekannter  Weise  auf  die  Gleichung 


=  0 


S*"«  c»tr ^  Wirr—  " 

führen.  Von  derselben  hat  bekanntlich  Killing  grossen  Nutzen  gezogen. 

Dabei  wühlen  wir  die  Intetzrationsconstanten  in  solcher 
Weise,  dass  die  tpa  für  /  =  0  dieWerthe  /.j.  annehmen.  Die  hier- 
mit bestimmten  Grossen  (fs{t)  erfüllen  die  Gleichung 

In  Folge  dessen  erhalten  die  Gleichungen  (A)  die  Gestalt: 

Iii  =  .'/,        +  / ^  <A  W  •  *}ki  (•'/.  * '  '  .'/n-,  //J  i 
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t 

Un  =  Un  +  *  *  '  '  .'/n_t  Un)  f d  '  ' 

o 

9i  =  !li       +]£k  ><ki  fax  "-Uti-i  !/n)fffk  (0    '  . 

0 

oder  endlich,  wenn  wir 

.  f9k(t)dt=yk(t) 
o 

setzen, 

Un  =  Un  +  '  ://«  *  *  *  //»)  '  > 

///  =  .Vi        +2tf  9W  (.Vi  '  '  *  i/n)  '  *ftr  W  • 
Hiermit  ist  ein  wichtiges  Resultat  gewonnen. 
Fuhren  wir  zuerst  die  unendlich  kleine  Transformation 

Üi  =  Vi  +2*1?«  (//,  •  • '  Un)  *l'k  (') 
[i  =  4  •  •  •  n)  , 

darnach  die  endliche  Transformation  aus 

yr'  =  //».  + '  j    !/:  =  Ui-"  y*-l  =  » 

so  entsteht  die  Transformation  (7),  oder,  tras  an/*  dasselbe  hinaus- 
kommt,  die  Transformation 

«7e  s/c/i  t/i  den  a/ten  Veränderlichen  folgender  massen  schreiben 

läSSt: 

Um  die  Bedeutung  des  gewonnenen  Resultates  klar  zu 
machen,  fügen  wir  noch  die  folgenden  Bemerkungen  hinzu. 

Die  (fk{t)  sind  ganze  Functionen  von  /,  c"^,  vl'^n  .. .,  wo 
vv  vt ...  die  Wurzeln  der  früher  besprochenen  algebraischen 
Gleichung  sind  und  somit  algebraische  Functionen  von  al  ...ar 
darstellen.  Im  Uebrigen  billigen  die  tpk  von  den  X  ab  und  zwar 
sind  sie  lineare  homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  den 

etwa  <yA=QjTct>A,-  [t)  %v  Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  die 
Quadraturen 

3i« 


488  So ph is  Lie, 

tfjk  = j  n  t)dt 

0 

wirklich  durchgeführt  werden  können.   Dabei  erscheinen  die 
als  ganze  Functionen  von  t,  r,,*'4,  ..  .       eVtt          Wir  er- 
halten in  dieser  Weise  gewisse  Ausdrücke  von  der  Form 

r 

'  l 

und  durch  Auflösung  nach  /.,♦••  ).r  ergiebt  sich,  dass  die  /.,•  line- 
are homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  den  \p  sind  : 

während  die  Coefficienten  0  rationale  Functionen  von  /,  r, ,  *\, 
. . .  e*1,      . . .  sind. 

Indem  wir  nun  die  vorangehenden  Ergebnisse  zusammen- 
halten, erkennen  wir,  dass 

</i(j  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  zweiten  Para- 
metergruppe ist.  JJs  stellen  daher 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  zweiten  Ihira- 
metergruppe  dar. 

Jetzt  findet  man  auch  leicht  in  explieiter  Form  die  infinite- 
simalen Transformationen  der  ersten  Paramelcrgruppe. 

Wir  suchen  r  Grössen  y{  .  ..%rt  welche  die  Gleichungen 

2$*  'ikii'Ji       yn)  =  y?Zk  *)kiÜi  •  '  •  Vn-i'/n  +  fl 

erfüllen.  Ks  leuchtet  dabei  ein,  dass  die  yj.  ganz  ebenso  von 
der  i/j,  abhangen,  wie  die  alten  lk  von  den  rpit  Ueberdies  er- 
kennt man  unmittelbar,  dass  man  zur  Bestimmung  von  den  xk 
(resp.  kk)  als  Functionen  von  den  ipi  (resp.  tpft  ein  System  line- 
arer Differentialgleichungen  von  der  bekannten  Form 
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zu  integriren  hat.  Es  besitzen  daher  die  Xk  die  Form : 

Unsere  Integralgleichungen  (7  können  daher,  wenn  von 
Gliedern  zweiter  Ordnung  in  den  h  abgesehen  wird,  auch  in 
der  Form 

Vn  =  yn  +  *  +2"    (Ui  -  -  -  v—  i  *•  +  0  *  xh  » 

.V/  =  //,•  tffrfo  • ' '  Vn-i  Vn  +  0  •  Xk 

dargestellt  werden. 

Führt  man  daher  zuerst  die  endliche  Transformation 

y't  =  //, ,  •  •  •  ;/*'-,  =  //»-  ii  yn'  =  //« -f- 1 

und  darnach  die  infinitesimale  Transformation 
aus,  so  entsteht  die  endliche  Transformation : 

die  in  den  alten  Veränderlichen  die  Form 
besitzt.  Nun  bestehen  die  Formeln 

also  wird 

woraus  durch  Auflösung 

Die  allgemeinste  inf.  Transformation  der  ersten  Parameter- 
gruppe hat  somit  die  Form : 


Digitized  by  Google 


490  Sophls  Lie,  Bestimmung  aller  t-gliedr.  Transformation^  r. 

insbesondere  sind 


/•  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  zweiten  Para- 
metergruppe1}. Am  besten  erlheilt  man  t  den  Werth  1. 

Aus  dem  Vorangehenden  fliesst  nun  unmittelbar  das  folgende 
äusserst  wichtige  Theorem : 

Theorem.  Ist  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe, 
dagegen  keine  Gruppe  von  dieser  Zusammensetzung  bekannt ,  so 
ist  es  immer  möglich,  durch  ausführbare  Operationen  die  infinite- 
simalen Transformationen  der  beiden  zugehörigen  Parameter- 
gruppen in  endlicher  Form  zu  berechnen.  Dabei  erscheinen  die 
Coefficienten  dieser  infinitesimalen  Transformationen  als  rationale 
Functionen  von  gewissen  algebraischen  Functionen  der  unabhän- 
gigen Veränderlichen,  sowie  von   gewissen  Exponentialgrössen 

e»i  f  eVt  .  .  . 

Nachdem  hiermit  die  inf.  Transformationen  der  beiden 
Parametergruppen  ohne  Integration  in  endlicher  Form  gefunden 
sind,  bestimmt  man  durch  Quadratur  die  endlichen  Gleichungen 
der  beiden  Parametergruppen4).  Sodann  liefert  meine  alte 
Theorie  ohne  Quadratur  die  endlichen  Gleichungen  jeder  gleich- 
zusammengesetzten transitiven  Gruppe. 

Theorem.  Kennt  man  die  Zusammensetzung  einer  r-glied- 
rigen Gruppe,  so  findet  man  durch  ausfuhrbare  Operationen  die 
endlichen  Gleichungen  einer  jeden  gleichzusammengeselztcn 
transitiven  Gruppe. 

Verbinde  ich  hiermit  eine  wichtige  Bemerkung  Schi  r's  in 
seiner  neuerdings  in  diesen  Berichten  erschienenen  Note3),  so 
können  die  im  Vorangehenden  besprochenen  Quadraturen  ver- 
mieden werden. 


Ich  erinnere  an  die  wichtige,  in  dieser  Arbeit  allerdings  nicht  be- 
nutzte Bemerkung  Engels,  dass  die  beiden  Parametergruppen  in  meinem 
Sinne  reciproke  Gruppen  sind. 

2]  Diese  Berichte :  Reduct.  einer  Gruppe  auf  ihre  kan.  Form. 

3)  In  dieser  Note  zeigt  Schur,  dass  jede  transitive  Gruppe  eine  solche 
Form  erhalten  kann,  dass  ihre  infinitesimalen  Transformationen  als  Quo- 
tienten von  beständig  convergenten  Potenzreihen  erscheinen. 
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A.  Mayer,  Allgemeine  integrirbare  Formen  von  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  und  ihre  Kriterien. 

Im  Folgenden  soll  der  Versuch  gemacht  werden ,  Kriterien 
zu  finden,  an  denen  sich  erkennen  lüsst,  ob  gegebene  allge- 
meine Farmen  von  Differentialgleichungen  f.  0.  in  endlicher 
Form  integrirbar  sind,  oder  nicht.  Es  handelt  sich  also  um 
Differentialgleichungen  von  der  Gestalt: 

in  denen  .Y  und  /  irgend  zwei  gegebene,  von  einander  unab- 
hängige Functionen  der  drei  Argumente 

und  selbstverständlich  nicht  beide  zugleich  frei  von  p  sind .  ip 
aber  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Dabei  gehe  ich  von  dem  Erfahrungssatze  aus,  dass  alle  all- 
gemeinen Formen  von  Differentialgleichungen  /.  0. ,  die  man  mit- 
telst blosser  Quadraturen  hat  intcgriren  können,  solche  sind,  die 
schliesslich  auf  die  lineare  Differentialgleichung  zurückkommen, 
wobei  natürlich  die  separirte  Differentialgleichung 

als  ein  specieller  Fall  der  linearen  betrachtet  wird.  In  einer 
jedenfalls  sehr  wichtigen  Abhandlung  scheint  es  Herrn  W.  Maxi- 
mowitsch  sogar  gelungen  zu  sein,  streng  zu  beweisen,  dass  jede 
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allgemeine  Differentialgleichung  1.0.,  die  sich  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Quadraturen  integriren  lüsst,  nothwendig  in 
eine  lineare  Differentialgleichung  transformirbar  sein  muss.  Der 
Beweis  ist  aber  bisher  leider  nur  in  Russischer  Sprache  ver- 
öffentlicht worden ,  so  dass  man  vorläufig  auf  die  kurzen  An- 
gaben des  Verfassers  in  den  Comptes  Rendus  CI  p.  809  und  auf 
ein,  zum  Theil  erst  durch  diese  Angaben  verstandliches  Referat 
in  den  Fortschritten  der  Mathematik,  1885,  p.  305  angewiesen  ist. 

Durch  diesen  Satz  kommt  die  aufgeworfene  Frage  (wenn 
man  von  einem  in  §  1  angegebenen  besonderen  Falle  absieht 
darauf  zurück,  wann  eine  Differentialgleichung  von  der  oben 
angegebenen  Form  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  f.  0. 
zurückftthrbar  ist. 

Die  allgemeinsten  Transformationen  aber,  welche  eine  Diffe- 
rentialgleichung I.  0.  wiederum  in  eine  Differentialgleichung 
1.  0.  tiberführen,  sind  die  Berühr ungs-Transformationen  der 
Ebene.  Um  daher  allgemein  verstandlich  zu  sein,  schicke  ich 
zunächst  in  §  1  diejenigen  Satze  aus  der  Theorie  dieser  Berüh- 
rungs-Transformationen voraus,  welche  im  Folgenden  benutzt 
werden.  In  §  2  folgt  dann  die  Reduction  des  allgemeinen 
Problems  auf  eine  bestimmte  Form  und  seine  Specialisirung  für 
einen  besonderen  Fall.  Die  beiden  hieraus  entspringenden  Auf- 
gaben werden  in  den  §§  3  und  i  gelöst,  wahrend  der  letzte  §,  um 
den  Vergleich  mit  den  Angaben  von  Herrn  Maximowitsch  zu  er- 
möglichen, auch  noch  eine  andere  Lösung  des  zweiten  speciel- 
leren  Problems  auseinandersetzt. 

§<• 

Berührungs-  und  Punkttransformationen. 

Es  sei  X  (ac,  y,  ;>)  eine  gegebene  Function,  welche  p  wirk- 
lich enthalt. 

Damit  dann  die  drei  Gleichungen 

W     =  x    y,  p)  »   y'  =  Y   y>  p  >   v'  =  p  («,  y,  p) 

eine  Berührungsfransformation  bilden,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  F  =  Y  irgend  eine,  von  X  unabhängige  Lösung 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

^      rv  »1  ,     oX\hF     bX  ßF       bF\  . 
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und : 

(3)  t.ft 

sei,  oder  nur  anders  ausgedrückt,  es  muss,  sobald  man  eben  y 

d  i/ 

als  unbestimmte  Function  von  x  auffasst  und  p  =  ~  nimmt, 

bei  von  Ä  unabhängigem  )  aus  den  Gleichungen  (1)  folgen: 

d£ 
rix' 


(ly 


also : 

{  rix—' 

und  damit  wiederum  eine  blosse  Function  von  <r,  //,  p  sein. 

Ist  F  sm  U  irgend  eine  von  X  unabhängige  Lösung  der 
Gleichung  (2  ,  so  ist  hiernach  bei  willkürlichem  F: 

(5;  r  =  F(x,u) 

der  allgemeinste  Werth  von  ) ,  wahrend  andrerseits  die  Forde- 
rung, dass  F=  U  irgend  eine  von  A  unabhängige  Lösung  der 
Gleichung  (2)  sein  soll,  sich  auch  so  aussprechen  1888t:  Die 
Gleichung 

U  =  const.  =  b 
muss  ein  Integral  der  Differentialgleichung  \ .  0. 

(6)  X  =  const.  =  n 

in  dem  Sinne  bilden,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  1.0. 

X  =  a    und    II  =  b 

eine  gemeinsame  Lösung  y  zulassen.  Man  findet  daher  die  Func- 
tion U  entweder  direct  durch  Anwendung  der  Methode  der 
Integration  durch  Differentiation  auf  die  gegebene  Differential- 
gleichung (6),  oder,  wenn  diese  Methode  nicht  zum  Ziele  führt, 
dagegen  die  Integration  dieser  Gleichung  gelingt,  nachdem  man 
sie  durch  Auflösung  nach  p  auf  die  Form: 

(7)  p  =  0     y,  a) 
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gebracht  hat,  indirect  dadurch,  dass  man  mittelst  der  Gleichung 

(7)  aus  ihrem  Integrale : 

/'  x,  y,  a)  —  const. 

die  Constanle  a  eliminirt.  Auf  jeden  Fall  erfordert  die  Auffin- 
dung von  U  stets  eine  Integration. 

Aus  (4)  ergiebt  sich  sofort  der  eine ,  bereits  von  Lagraxge 
hervorgehobene  Fall,  in  welchem  eine  gegebene  Differential- 
gleichung von  der  Form : 

(8)  /  =  tf>  (X) 

einer  rein  algebraischen  Integration  ßlhig  ist.  Wenn  nämlich  für 
die  beiden  gegebenen ,  von  einander  unabhängigen  Functionen 
X  und  Z  von  x,  //,  p  das  Differentialverhaltniss 

äZ 
(IX 

sich  wiederum  auf  eine  blosse  Function  von  x,y,p  reducirt, 
wenn  also  [A,  Z]  =  0  ist,  oder  die  beiden  Gleichungen  x  =  Y, 
y'  =  Z  selbst  schon  eine  Berührungstransformation  bestimmen, 
so  erhalt  man  die  allgemeine  Integralgleichung  der  Differential- 
gleichung 8)  einfach  dadurch,  dass  man  p  aus  den  beiden  Gleich- 
ungen : 

X  =  a  ,    /  =  b 

eliminirt,  und  im  Eliminationsresultate  b  =  (p  (a)  setzt.  Diesen 
besonderen  Fall  schliesse  ich  daher  im  Folgenden  immer  von  der 
Betrachtung  aus. 

Man  erkennt  leicht,  dass  in  den  Gleichungen  1  einer  Be- 
rUhrungstransformation  die  drei  Functionen  V,  ),  P  stets  von  ein- 
ander unabhängig  sind.  Ueberdies  folgt  unmittelbar  aus  2  oder 
(4),  dass  mit  X  zugleich  auch  >  stets  die  Variable  p  enthalt. 

Ist  dagegen  X  frei  von  so  verlangt  die  Bedingung  (2)  oder 
•4),  dass  auch  )'  unabhängig  von  p  sei,  und  die  Bertthrungs- 
transformation  (1;  reducirt  sich  auf  eine  blosse  Pnnkttransfor- 
mation 

x  =  X  [xt  y)  ,   y  =  y  (x,  y)  ,   p  =  P(x,y,p)  , 

in  der  >  jede  beliebige,  von  X  unabhängige  Function  sein  kann, 
und 
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*x+P  by 

ist.  Nach  (2;  und  (3)  gilt  die  letzte  Formel  im  Allgemeinen  auch 
für  eine  wirkliche  Berührungstransformation  (1);  für  eine  solche 
wird  sie  jedoch  illusorisch ,  wenn  X  und  damit  auch  }  eine 
blosse  Function  von  p  und  xp  —  y  ist. 

§*■ 

Reduction  des  Problems  auf  eine  bestimmte  Form. 

Es  seien  nun  A  und  Z  zwei  gegebene,  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  x.  //,  p}  und  so  beschaffen,  dass  [X,  / 
nicht  Null  ist. 

Soll  sich  dann  bei  willkürlichem  (f  die  Differentialgleichung 
(4)  Z=<P(X) 

mittelst  blosser  Quadraturen  integriren  lassen,  so  können  diese 
Quadraturen  nur  nach  A  genommen  sein,  und  es  kann  folglich 
die  Zurückführung  auf  eine  integrirbare  Form  nur  durch  eine 
solche  Berührungs-  oder  Punkt-)  Transformation 

(A)  x'  =  L  ,    y*  =  M  ,    //  =  A 

bewirkt  werden,  in  der  L,  oder  31,  oder  A  =  X  (resp.  wenn  man 
die  gegebene  Gleichung  (1)  in  der  Form  A  =  \p(Z)  zu  Grunde 
legt,  =  Z)  ist. 

Nun  führen  aber  einerseits  die  beiden  Berührungstrans- 
formationen [A]  und : 

(B)  X=M  ,    /,'  =  /,,    //  =  i 

die  Gleichung  (lj  in  Differentialgleichungen  Uber,  die  sich  ledig- 
lich durch  die  Bezeichnung  der  Variabein  von  einander  unter- 
scheiden. Andrerseits,  wenn  die  Gleichung  (1)  durch  die  Be- 
rührungstransformation 

(Ci  x  =  L  ,    y  =  M  ,    p  =  X 

übergeht  in: 

M  y\i>')  =  <rlp)  , 

so  wird  sie  durch  die  aus  der  Verbindung  der  beiden  Berüh- 
rungstransformationen (C)  und 
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C  x  =//,   f  =  Sp'-,j,    p-  =  x' 

entspringende  Berührungstransformation : 

a  "  =  \  ,    //'  =  L  X  -  3/  ,    p"  =  /. 
übergeführt  in: 

•  Ii  'r*  f     II  II      II  n  II  \  I  II 

(I  )  Z{p  ,  x  p  —  y  ,  r  )  =  ff  {x  . 

Kann  man  daher  die  Gleichung  fl'  integriren.  so  gilt  immer  auch 
dasselbe  von  der  Gleichung  (1"  . 

Man  sieht  somit:  I>t  die  gegebene  Differentialgleichung 
überhaupt  durch  blosse  Quadraturen  integrirbar,  so  muss  sich 
dies  stets  durch  eine  Bertihrungstransformation  von  der  Form 
erreichen  lassen: 

V  x1  =  X  ,//'=>-,//  =  P  , 

in  der  X  eben  diejenige  gegebene  Function  ist,  welche  das  Ar- 
gument der  willkürlichen  Function  */  bildet. 

Nach  unserer  Grundhypothese  werden  wir  also  dann  und 
nur  dann  erwarten  dürfen,  die  Gleichung  {\  )  in  endlicher  Form 
integriren  zu  können,  wenn  dieselbe  durch  eine  Berührungs- 
transformation von  der  Form  [2]  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung zurückführbar  ist. 

Wird  nun  durch  Substitution  der  Werthe  von  xy  y,  p,  die 
sich  aus  der  Berührungstransformation  (2)  ergeben, 

so  dass  umgekehrt : 

(D)  Z-  X,  V,  P)  =  X(x,y,P) 

ist,  so  führt  diese  Berührungstransformation  die  Gleichung  \) 
über  in : 

tili    i    i  \        i  '  \ 
Z  [X  ,»/,/>)  =  (f  [x  )  . 

Soll  sich  aber  diese  Gleichung  für  jedes  (p  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  reduciren,  so  muss  ihre  Auflösung  nach 
d  u* 

//  =  —    nothwendig  die  Form  besitzen : 
und  dann  ist : 

P  =  Y(D  (  V,  Z)  -f-  V  (A,  2) 
die  Auflösung  der  Identität  (D  nach 
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Damit  also  die  gegebene  Gleichung  (4)  für  jede  willkür- 
liche Function  (p  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  zurück- 
führbar sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dassmeine  Berüh- 
rungstransformation von  der  Form  existire : 

3)   x*  =  X  ,    t/  =  Y  ,    p'  =  P=  )  <Z>(A,/)+  *P(X,Q  , 

und  es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  Bedingungen  zu  ent- 
decken, unter  denen  sich  eine  solche  Berührungstransformation 
aus  den  beiden  gegebenen  Functionen  A  und  Z  zusammensetzen 
lilsst,  und  zugleich  aus  diesen  Bedingungen  die  drei  Unbe- 
kannten )',  W  (A,  ZA  und  V  (Xt  Z)  der  Transformation  zu  be- 
rechnen. 

Sei  nun  zunächst  X  nicht  frei  von  p.  Dann  ist  die  fragliche 
Transformation  (3)  nothwendig  eine  wirkliche  Berührungstrans- 
formation ,  und  wenn  man  durch  Integration  der  Differential- 
glcichung 

X  =  const. 

irgend  eine  von  X  unabhängige  Lösung  F  =  U  der  Gleichung 
[X F]  =  0  gefunden  hat,  so  weiss  man,  dass  Y  die  Form  haben 
muss 

i)  K=  F(X,  U) 

und  dabei  nicht  frei  von  U  sein  darf.  Aus  (i)  folgt  zugleich: 

bY  bU  . 

bp      bF     bF  dp 
ÖA  bX^bUbX_. 

bp  bp 

Nun  kann  Z  keine  blosse  Function  von  X  und  II  sein,  du 
sonst  gegen  die  Voraussetzung  [XZ"\  =  0  wäre.  Mit  der  Auf- 
findung von  ü  hat  man  daher  drei  unabhängige  Functionen  von 
x,  //,  p  gewonnen,  die  Functionen  A,  /,  U.  Man  kann  also  durch 
bloss  algebraische  Operationen ,  die  ich  hier  als  wirklich  aus- 
führbar voraussetze,  umgekehrt  x,  y ,  p  durch  A,  T?,  Z  ;ius- 
drücken,  und  damit  auch  : 

bU 


(6) 

o  A 


bp 
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als  Function  von  A,  U,  Z  berechnen,  so  dass  im  Folgenden  R 
als  eine  gegebene  Function  von  A',  U%  Z  betrachtet  werden  darf. 
Und  zwar  ist,  weil  die  Gleichungen : 

x'  =  I  ,    //'  =  U  ,    //  =  /? 

selbst  eine  Berührungstransformation  bilden,  diese  Function  H 
keinesfalls  frei  von  Z. 

Nach  (3)  und  (ö)  ist  hiermit  unsere  Frage  auf  die  folgende 
zurückgeführt: 

I.  Unter  welchen  Bedingungen  und  auf  welche  Weise  lassen 
sich  die  drei  Functionen  F  (A,  U),  0  (A,  Z),  V  (X,  die  von  den 
drei  unabhängigen  Variabein  X,  U,  Z  je  nur  die  beiden  als  Argu- 
mente angegebenen  enthalten  dürfen ,  so  bestimmen  ,  dass  identisch  : 

h  F  F 

n  +  R  (X,  U,  X)  i  (J  =  F(X,  U)  O  [X,  Z)+V  (  V,  2] 

und  dabei  die  rechte  Seite  weder  von  U  noch  von  Z  frei  wird. 

Die  letzte  Forderung  fasst  die  beiden,  dass  die  Variable  i 
in  der  Function  F,  und  die  Variable  /  wenigstens  in  einer  der 
beiden  Functionen  0  und  lF  wirklieh  vorkommen  muss,  in  eine 
zusammen. 

Jedes  Tripel  von  Functionen  F.  tf>,  *F ,  welches  den  ange- 
gebenen Forderungen  genügt,  liefert  eine  Berührungstransfor- 
mation: 

-  *  ,    //  =  *  (•*,  V)  ,    //  =  F  |  A,  ü]  0  [X,  Z)+V  ( A\  Z)  , 

welche  die  gegebene  Gleichung  1)  in  die  lineare  Differential- 
gleichung transformirt: 

g  =  y'0(x,  cP  (x'))  +  lF  (*',  ff  {x'))  . 

In  dem  Integrale  dieser  transformirten  Differentialgleichung 
braucht  man  daher  nur  noch 

x=  \  ,  y'  =  F{X,U) 

zu  setzen,  um  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (I  ,  d.  h. 
eine  solche  Diflerentialßleichuns  1 .  0.  mit  einer  willkürlichen 
(konstante  zu  erhalten,  die  mit  der  gegebenen  eine  Lösung  //  ge- 
mein hat.  Ist  im  Besondern  0  ~  0,  so  reducirt  sich  dieses  Inte- 
gral einfach  auf 
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(7)  F{X}  U  -f  V(X,  (f  X  )  dX  =  const. 

Ist  dayeyen  zweitens  X  eine  blosse  Function  von  x  und  y,  so 
kann  die  verlangte  Transformation  (3)  nur  eine  Punkttransfor- 
mation sein.  Wir  können  dann  irgend  eine  willkürlich  ge- 
wühlte, von  X  unabhängige  Function  der  Variabein  x,  y  für  U 
nehmen,  damit  )*  die  Form  (4)  geben  und  wieder  uns  x,  y,  p 
durch  X,  17,  Z  ausgedrückt  denken.  Es  ändert  sich  dann  nur 
das,  dass  nunmehr  in  den  Gleichungen  3) 

p_bx+p  by 
6A   ,  hX 

wird,  und  daher  die  Formel  (6)  zu  ersetzen  ist  durch  die 

bU  bü 

ö  x  +  P  by 

Sonst  aber  führt  die  Forderung  einer  Punkttransformation  von 
der  Form  (3)  genau  wieder  auf  dasselbe  Problem  I  und  der  ein- 
zige wesentliche  Unterschied  ist  der,  dass  man  die  Function  U 
jetzt  willkürlich  wühlen  kann  und  nicht  mehr  erst  durch  eine 
Integration  zu  bestimmen  braucht. 

Das  dürfte  wohl  Alles  sein,  was  sich  über  den  Fall,  wo  X 
nur  von  .rund  y  abhängt,  sagen  lässt,  solange  man  über  die 
Form  der  Function  Z  keine  besonderen  Voraussetzungen  macht. 
Nimmt  man  aber  an,  was  in  diesem  Falle  gerade  sehr  häufig  vor- 
kommt, dass  Z  eine  linear  gebrochene  Function  von  p  sei,  also 
die  Form  habe : 

wo  V,,  ,  A'ä,  >'j  gegebene  Functionen  von  x,  y  sind,  deren 
Determinante 

X\  Yt  -  Xt  )  \  =|=  0 

ist,  so  erhalt  auch  die  Frage ,  ob  eine  Punkllransformation  von 
der  Form  (3)  exislirt,  ob  es  also  eine  von  X  unabhängige  Func- 
tion >'  giebt,  welche  die  Forderung : 
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—  +  — 

identisch  erfüllt,  eine  besondere  Form ;  eine  Form,  welche  zwar 
die  theoretische  Lösung  etwas  erschwert,  dafür  aber  zu  Formeln 
führt,  die  für  die  Anwendungen  weit  bequemer  und  geeigneter 
sind. 

Nach  (E)  ist  niimlich  dann  : 


daher  wird : 

IG) 


dx  ~  \  — ' 

wo : 

A«  =  A|  hx  +  }  «  hy  1        =  Xi  bx  +  Y*  ^  ' 
=  v  ^1  .  v  h-l         =  v  ör_L_  v  *r 

also: 

ist,  und  im  Besonderen  lK  und  Ä4  nicht  beide  gleichzeitig  Null 
sein  können.  Man  kann  daher  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dass  A,  =[=  0  sei,  oder  X  =  const.  kein  Integral  der 
DiH'erentialgleichung  X{p  —  )'t  =  0  sei,  und  kann  folglich  die 
Formel  G  einfacher  so  schreiben  : 

/tf\  dY.  .'»i  —  »hz—  u 


wo  : 


'".  =  A(  i  mt  =  fK  1    i  =  T{  ' 

also    w4  —  m{  /4  =|=  0  ist. 

Soll  nun,  nachdem  man  x  und  //  durch  die  beiden  unabhängigen 
Functionen  Y  und  )  ausgedrückt  hat ,  die  Forderung  (F)  erfüllt 
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werden,  so  muss  sich  3/  auf  eine  lineare  Function  von  )'  redu- 
ciren,  also  für  jedes  7, 

sein,  woraus  leicht  folgt,  dass  hi,,»is,  /4  die  Form  haben  müssen: 

»/,  =  )'  ^  (A)  +  f,  (X)  , 
(J  >  «,==  l>,(.V) +  , 

Die  Identität  fH)  aber  ergiebt: 

  r/V  —  //!,  r/A' 

/,(/  >'  —  röt"rf.V  ' 

und  wenn  man  hierin  die  Werthe  ;.I  einsetzt  und  sich  der 
Grundvoraussetzung  (E  erinnert,  so  sieht  man,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

A,  du  —  )\d.v 
\7dy 

in  der  X  —  const.  kein  Integral  der  Differentialgleichung: 

A,  (///  —  )\  d.r  =  0 

ist '),  bei  willkürlichem  tp  dann  und  nur  dann  durch  eine  Punkt- 
transformation auf  die  lineare  Form  gebracht  werden  kann, 
wenn  die  Transformation  möglich  ist: 

,     At  (/,//  —  \\d.r  _    dY  —  J&ijX)  +ri(A'j](iA 

'      X9  d  //  -  )  \  d.r'~  f(X)  d)  —[)&,  (A)  +  £f  PO  ]  ^  X  ' 

W  ährend  aber  das  allgemeine  Problem  I  nur  drei  Unbekannte 
enthält,  treten  hier  dagegen  fünf  Unbekannte  auf,  nämlich  >r, 
f[X),  #,(A),  £,(A";,  #,(A)  und  yt\X).  Dies  zeigt  unmittelbar  an, 
dass  die  Forderung  K)  noch  zu  viel  Unbekannte,  d.h.  mehr  ent- 
hält ,  als  durch  sie  bestimmt  werden  können.  In  der  That 
braucht  man  auch  nur 

I    Besasse  diese  Gleichung  zufallig  doch  das  Integral  X  =  const.,  so 
hätte  man  nur  die  Differentialgleichung  (8)  in  der  Form: 

Xtdy—  )\dx  i 
.V,  dy  —  Yxdx     (p  -Y) 

zu  Grunde  zu  legen. 
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an  Stelle  von  )'  als  neue  Variable  einzuführen.  Dann  nimmt, 
wenn  man  der  Symmetrie  halber  noch  u  für  X  schreibt  und  zu- 
gleich die  Coefficienten  linker  Hand  etwas  anders  bezeichnet, 
die  Transformation  K)  die  einfachere  Form  an : 

n         Xdy  —  Ydx,_  dv 


XK  dy  —     d  ./•  '   f(u)  d  v  —  (i;  i[>  (t#)  +  yju))  d  u  ' 

die  nur  noch  drei  unbekannte  Functionen  enthält. 

Kann  man  diese  Transformation  ausfuhren,  so  verwandelt 
sie  die  gegebene  Differentialgleichung 

Xdy  —  Yd.r  . 
A'.rfi/—  )\d.r  —  V^i 

in  die  lineare  Gleichung 

dv  vty[u)  -f-  X\u) 
du'    \  —  f[u)  (f>  (u) 

und  gestattet  also  sofort  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung 
hinzuschreiben. 

Es  sind  nunmehr  die  beiden  Probleme  I  und  II  nach  ein- 
ander zu  lösen. 

§3. 

Allgemeine  Kriterien  der  Integrirbarkeit. 

Bevor  wir  an  die  allgemeine  Lösung  des  Problems  I  gehen, 
wird  es  zweckmassig  sein,  zuerst  denjenigen  speciellen  Fall 
desselben  zu  erledigen ,  der  der  Annahme  0  =  0  entspricht, 
weil  dieser  im  allgemeinen  Probleme  gewissermassen  als  Aus- 
nahmefall auftritt. 

Es  fragt  sich  also  zuerst,  wann  und  wie  lassen  sich  die 
beiden  Functionen  FX.U)  und  *P(X\,Z)  so  bestimmen,  dass 
identisch  : 

(i >  '  +  « ix,  v,  z)  *W2  =  v(x,  z) 

und  zugleich  weder  F  von  U}  noch  W  von  Z  frei  wird  ? 
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Damit  es  nun  eine  von  U  freie  Function  lV  gebe,  für  welche 
die  Gleichung  (1)  eine  Identität  wird,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  identisch: 

VF    t  p  b*F  t  bR  b£ 


oder,  wenn  man : 

(«)  log  |J  =  r 

setzt,  dass: 

&r 

sei.  Damit  ferner  der  hierdurch  bestimmte  Werth  von  —  frei 

d  A 

von  Z  werde,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  ^j-.  frei  von 
Z,  und 

bR 

d.  h.  weil  r-=  e|eO  ist,  dass 
oZ 

M  iR 


und: 

(5) 


a1  »°s  >4 

ÖLr  DZ 


sei.  So  oft  also  die  Bedingung  (5)  erfüllt  ist,  sind  die  rechten 
Seiten  der  Gleichung  (4  und  der  aus  (3)  und  (4)  folgenden 
Gleichung : 

Rl  *Z* 

(6)  bV  ö/<  gö.Y 

bX  bC~T~  bU 

frei  von  Z.  Damit  es  aber  eine  Function  V  gebe,  welche  diese 
beiden  Gleichungen  erfüllt,  müssen  dieselben  überdies  noch 
der  Bedingung : 

33* 
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V  V        b 4  V 


bübX  bXbU 


genügen,  muss  also 


b 


b  log 


bn 
bz 


Mog 


bR 


bX 


bU 


sein. 


Sind  die  beiden  Bedingungen  (5)  und  7]  erfüllt,  so  be- 
stimmt sieh  V  durch  eine  Quadratur  aus  (4)  und  6) ,  worauf  F 
selbst  durch  eine  zweite  Quadratur  aus  2)  erhalten  wird,  und 
zwar  als  eine  Function,  die  niemals  frei  von  U  sein  kann.  Da 
endlich  der  aus  (4)  und  (6)  gewonnene  Werth  von  V  die  Be- 
dingung 3  erfüllt,  so  wird  für  den  aus  ihm  erhaltenen  Werth 
von  F  die  linke  Seite  der  Gleichung  ;1)  frei  von  U  und  diese 
Gleichung  bestimmt  also  unmittelbar  die  Unbekannte  /}. 
Sie  ergiebt  überdies,  nach  Z  ditterentiirt, 


also  enthalt  «F  stets  die  Variable  Z. 

Die  beiden  Bedingungen  (5)  und  (7)  sind  demnach  gleichzeitig 
notluvend  ig  und  hinreichend  für  die  Möglichkeit  unseres  Problems. 

Da  es  für  unsern  Zweck  genügt,  nicht  die  allgemeinsten, 
sondern  nur  irgend  zwei  Functionen  F  und  lF  zu  kennen,  welche 
die  Forderung  (I  erfüllen,  so  wird  man  die  willkürliche  Con- 
stante,  die  bei  der  Berechnung  von  T,  und  die  willkürliche 
Function  von  .V,  die  bei  der  Berechnung  von  F  additiv  hinzuge- 
fügt werden  kann,  einfach  weglassen. — 

Kommen  wir  nunmehr  zu  dem  allgemeinen  Probleme ,  die 
drei  Functionen  F(X,  U),  Qi  .V,  Z  und  lP '(.Y,  Z)  so  zu  bestimmen, 
dass  identisch  : 


(8)     If  +  H  V,  L\  Z)  \l  =  F(X,  V)  0  (X.  /.)  +  V(X,  7. 


und  dabei  die  rechte  Seite  weder  von  U  noch  von  Z  frei  werde! 

Zur  Identität  8  ist  zunächst  nolhwendig  und  hinreichend» 
dass  Cfi  frei  von  U.  und  identisch: 


cVF      bli  bF 

b  z  ~~bzbu  ' 
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VF       n  VF     bli  ÖF      „  ÖF 


oder 

ÖA      ^        bi'     ^  bU 
sei,  und  hier/u  wieder  ist  die  Bedingung 

Nil     ÖF  m 

*a"M7  "mim         ^ar/  ' 

oder: 

(10)  öl0^_ 

d  C  ' 

gesetzt : 

Mi!  LL-aiI-i*r-™ 

1  ÖA  ÖC     H'  ar4 

nothwendig  und  hinreichend.  Damit  weiter  dieser  Werth  von 
frei  von  Z  sei.  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  ~.  und 
V  frei  von  Z,  und 

bli  bV       VR   „  WH 

 V  A  =  0  , 

bZ  bU^  bl'bZ    ^  bU*bZ 

also: 

(12  ö/ —    bH\bUbz  +  U'*dzJ 

bZ 

sei,  und  dieser  Ausdruck  endlich  ist  frei  von  Z.  sobald  V  seihst 
frei  von  /  ist  und  die  Relation  besteht: 

(13        bzlbii  bi  bzy  bz  ha  bi  'bz) 

Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  dass 


506 


A.  Mayer, 


(U) 


ÖZ  [bR  öt/ÖZJ 


ö*  log 


bR 
ÖZ 


UÖZ 


sei.  Dann  ergiebt  die  Bedingung  13) 


I 


o3/< 


(15)  V'=- 


öZlö/[  öf/*oZ 
 W 

azl 


ö*  log 


5fl 


ÖZ  / 


bU 


Die  Forderung,  dass  V  selbst  frei  von  Z  sei,  verlangt  daher: 


(16) 


dl/oZ 


log 


,  log 


öZi 


ö  t/oZ 


0 


Ueberdies  muss  aber  der  Werth  (15)  von  V  den  beiden  Gleich- 
ungen (12)  und  (41)  identisch  genügen.  Dies  giebt  zusammen 
</ret  Bedingungen,  die  bei  der  Voraussetzung  (I  i)  nothwendig  und 
hinreichend  sind  für  die  Möglichkeit  unseres  Problem*. 

Sind  sie  erfüllt,  so  liefert  die  Gleicbung  (15)  unmittelbar  V 

ö  F 

Durch  eine  erste  Quadratur  erhalt  man  hierauf  log  ft  ^  aus  (10) 

und  damit  zugleich  Q>  aus  (9).  Eine  zweite  Quadratur  führt  dann 

von  log  Yv  zu  F  selbsti  worauf  schliesslich  die  Gleichung  (8)  die 

Function  lF  unmittelbar  bestimmt.  Dabei  kann  nach  (10  F  sich 
niemals  auf  eine  blosse  Function  von  X  reduciren.  und  da  aus  8) 

Fbz  +  oZ  ~~~  öz  hü 

folgt,  so  muss  auch  von  den  beiden  Functionen  0>  und  ^  wenig- 
stens eine  die  Variable  Z  wirklich  enthalten. 

Die  additiven  willkürlichen  Functionen  von  A,  die  man 
jeder  der  beiden  Quadraturen  hinzufügen  kann,  können  wieder 
=  0  gesetzt  werden. 
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Ist  dagegen : 

V  log  »* 

w  _  iz  =  ft 

hat  also    die  Form : 

(.V)  «  =  #(.Y,2)0(.Y.  &')+©,(.¥,  ff}  , 

so  wird  die  Gleichung  (43)  für  jedes  V  eine  Identität.  Die 
Werthe  (12)  und  (I  I)  der  partiellen  Difforentialquotienten  von 
V  werden  also  jetzt  frei  von  Z,  sobald  V  selbst  frei  von  Z  ist. 
Setzt  man  aber  für  den  Augenblick : 

R  »«*    **  ö_«  _ 

bübZ      bZ  bU  ' 
so  geben  die  Gleichungen  (12)  und  (44): 


(47) 


bR*V       d*fl  b>R 
bZ  bU~*~  bZbU  ^bZbU* 

bZ  ÖA       V  Ö6r 


Daraus  folgt  durch  Differentiation  nach  X  und  U: 

bH   h*V        ö*/f  bV       b*Ii   b  V         Ö3R  ö'fl 


a/öf/ÖA  1  ÖZÖLrÖA  n  ÖZÖA  Öc7  ^  ö/öc/dA  ^ÖZdc/'öA 
bji   b*V         b*R    ÖF  _  n  bY  _  K>     _  b*Q^  _ 

und  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abzieht: 
Führt  man  also  noch  die  weiteren  Abkürzungen  ein : 

ölogöü     nUo*J2  bH 

+  K   TFT  =  P 


ÖA 

und : 
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aus  denen  sich  ergiebt : 

M8  S-  *H  4-Ä  -hH  *H=™P 

[  '      bZb\^~     bZbl      bZ  bU      b  Z  ' 


so  erhält  man 


und  wenn  man  hieraus  mit  Hülfe  der  ersten  Gleichung  (17)  — 
eliminirt : 


l*Ä        s  *  n  \  v    —  —    s  i-iL  -  o 

UiT  ÖL'      '  bZbUl    ~^bZ  ö r2     "  ÖZÖ6T| 
Nach  (1 8)  aber  ist : 

= er 


ök  b_s_       ö*/<  _  ibny  bp 

bZ  bU'       bZbV'    \bZl  Öl- 


Ware  also  der  Factor  von  V  in  der  letzten  Gleichung  Null,  so 
wäre  nothwendig  auch 

^  =  0 
bU  -  9 

d.  h.  aber  nach  der  Definition  von  P,  es  würde  mit  der  Beding- 
ung (5  zugleich  die  frühere  Bedingung  7)  erfüllt  sein,  und  man 
könnte  daher  die  erste  Methode  dieses  anwenden.  Wir 
können  daher  annehmen,  dass  jener  Factor  nicht  Null  ist,  und 
dann  ergiebt  die  letzte  Gleichung 

„       b      tbn  bs       b*n  \  . 


bR 


v  ,    b H  bR 
b\o9v%         bloHz  hR 


bx     '       bU  bi: 


Man  erkennt,  und  zwar  wohl  am  Leichtesten  aus  der  Form  (5') 
von  H.  dass  in  Folge  der  Voraussetzung  (5)  dieser  Werth  von  I 
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frei  von  7.  ist.  Daher  ist  im  Falle  (5)  nur  noch  erforderlich,  dass 
der  Werth  (19)  von  V  den  beiden  Gleichungen  (17)  oder  also  den 
Gleichungen  ^2)  und  (44)  identisch  genüge.  Auch  jetzt  wieder 
sind  also  drei  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend  für  die 
Lösbarkeit  des  Problems.  Sind  sie  erfüllt ,  so  ergiebt  sich  die 
Lösung  ganz  auf  dem  früheren  Wege. 

Damit  ist  die  allgemeine  Frage,  wann  und  wie  sich  die  ge- 
gebene Differentialgleichung 

(20)  Z  =  <p[\), 

in  welcher  [.Y,  Z]  =j£  0  ist,  bei  willkürlichem  rp  auf  eine  (separirte 
oder  lineare  Differentialgleichung  \  .  0.  zurtlckführen  lüsst,  voll- 
standig  erledigt. 

Allerdings  verlangt  die  gewonnene  Methode,  sobald  man 
sie  auf  einen  solchen  gegebenen  Fall  anwenden  will,  in  welchem 
X  nicht  frei  von  p  ist,  zunächst  die  Auffindung  einer  von  X  un- 
abhängigen Lösung  F  —  U  der  Gleichung  [Y,  F]  =  0,  d.  h.  die 
Integration  der  Differentialgleichung  \ .  0. 

A  =  const. 

Nur  in  dem  Falle  J"  wo  X  eine  blosse  Function  von  x  und  y  ist, 
kann  man  jede  willkürlich  gewühlte  Function  dieser  beiden  Vari- 
abein, sobald  sie  nur  unabhängig  von  X  ist,  für  V  nehmen. 

Hat  man  aber  Lr,  so  kommt  es,  um  zunächst  die  Möglichkeit 
oder  Unmöglichkeit  der  Zurückführung  zu  erkennen,  nur  dar- 
auf an : 

W 
bp 

resp.,  wenn  X  und  also  auch  U  frei  von  p  ist : 

bU  bU 

—  b  \  ÖA 
bx  +  r  ö// 

als  Function  von  X.  I'.  X  zu  berechnen.  Ist  dies  bewirkt,  so 
wird  man  zunächst  zusehen,  ob  der  erhaltene  Werth  von  H  den 
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Bedingungen  (5)  und  (7)  genügt.  Erfüllt  er  diese  Bedingungen, 
so  bestimmt  man  auf  dem.  im  Anfange  dieses  §  auseinanderge- 
setzten Wege  durch  zwei  successive  Quadraturen  die  beiden 
Functionen  F  X,  U)  und  *F(A,  /),  und  hat  nach  der  Formel  (7) 
des  vorigen  §  damit  zugleich  in : 


das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  gewonnen.  — 
Differentialgleichungen,  welche  sich  durch  diese  Methode 
inlegriren  lassen,  sind  z.  B.  die  folgenden : 


sind  merkwürdiger  Weise  überhaupt  alle  diejenigen  Differential- 
gleichungen 1.0.,  welche  Malmstbn  in  seinem  Memoire  Sur  Pinie- 
gration  des  equations  differentielles,  Liouville  J.  1862  auf  einem 
ganz  andern,  höchst  sinnreichen  Wege  inlegrirt  hat.  der  aber 
den  grossen  Nachtheil  besitzt ,  dass  er  in  jedem  einzelnen  Bei- 
spiele besondere  Kunstgriffe  erfordert.  — 

Genügt  aber  der  erhaltene  Werth  von  Ii  nicht  den  beiden 
Bedingungen  (5)  und  7) ,  so  wird  man,  je  nachdem  er  der  Be- 
dingung 5)  widerspricht,  oder  dieselbe  erfüllt,  untersuchen,  ob 
er  der  Bedingung  (16)  und  den  beiden,  aus  15),  12  und  (M) 
entspringenden  Bedingungen  Genüge  leistet,  oder  ob  er  die 
beiden,  aus  (19),  (12)  und  (11)  hervorgehenden  Bedingungen  er- 
füllt, Ist  das  eine  oder  andere  der  Fall,  so  bestimmt  man  nach 
der  im  Anschluss  an  die  Gleichung  (1 5)  auseinandergesetzten  Me- 
thode wiederum  mittelst  zweier  successiver  Quadraturen  die 
drei  Functionen  F (.V,  U),  0{X,  Z),  Hs (A,  Z),  und  braucht  dann 
nur  noch  in  dem  Integrale  der  linearen  Differentialgleichung 


für  ./  und  //'  zu  setzen  X  und  F{X,  T),  um  ein  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  zu  erhalten. 

Erfüllt  dagegen  der  erhaltene  Werth  von  H  weder  die  einen, 
noch  die  andern  Bedingungen,  so  bleibt  immerhin  noch  die  Mog- 


F[X,  U)  —  /V(A,  ff  (X))  dX  =  const. 


*p  +  «//  +  ß  ==  q>     pn)  i 


dtf 


7  =  y'0(x\fr(S))+n»'\vW) 


dxl 
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liebkeit,  dass  die  Metbode  nach  Vertauschung  von  X  und  Z,  d.  h. 
dann  zum  Ziele  führen  könnte,  wenn  man  die  gegebene  Gleich- 
ung in  der  Form 

zu  Grunde  legt.  Ist  aber  auch  dieses  nicht  der  Fall ,  so  ist  es 
überhaupt  unmöglich,  bei  willkürlichem  (p  oder  \p  die  gegebene 
Gleichung  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  \.  0.  zurückzu- 
führen. 

§*. 

Kriterien  der  Integrirbarkeit  für  DifTerentialgleichnngen 

von  der  Form: 

Wir  kommen  nun  an  die  zweite,  speciellere  Aufgabe  von  §  2 : 
zu  untersuchen,  welche  Bedingungen  zwischen  den  fünf  gege- 
benen Functionen  A,  V,  A\,     und  u  von  ,r,  y  bestehen  müssen 
damit  die  Transformation: 

H  Xdy—Ydx  dv 


V,  dy  —     dx '  ~  f(u)  du  —  (vip(u)  -f-  x  (>/))  du 

möglich  werde.  Dabei  ist  AT,  —  X{  K=|=  o  und  es  irwd  voraus- 
gesetzt, dass 

oder  u  =  const.  kein  Integral  der  Differentialgleichung  sei: 

Xdy  —  Ydx  =  0  . 

Auch  hier  wieder  ist  es  vortheilhaft,  zuerst  den  Fall  ip(u)  =0 
besonders  zu  behandeln,  also  mit  der  einfacheren  Transfor- 
mation: 

f  Xdy  —  Yd.v  _  rfi- 

A,      —  )',  d  x     /"(//)  dt?  —  x  M  3  M 

zu  besinnen. 

KJ 

Die  Forderung  (I   verlangt,  dass  identisch: 
(2)  dv  =  LiXdy-  Ydx) 
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und 

flu)  dv  —  z  M  äu  «=  L  [Xt  du  -  )*,  da;) 

sei.  Die  zweite  Bedingung  aber  verwandelt  sich,  wenn  man  dv 
mittelst  der  ersten  aus  ihr  wegschafft,  in  : 

(3)     %(u)  du  =  L  {(Xflu)  -  XJdy  -  (Yf(u)  -  l\)  dx) 

und  zerfallt  demnach  in  die  beiden  : 

z(«)~=  /-(-V /•(«)-  v.)  . 
zMg  — iffW-  »',)• 

Eliminirt  man  hieraus  einmal  ^(h)  und  einmal  f  [u]  .  so  erhalt 
man  die  folgenden  beiden,  zum  identischen  Bestehen  der  Re- 
lation (3)  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen: 

v  *"  +  )•  — 

X      .1-  Y 

bx  hy 

(5)  ^  =     M  , 
wo 

(6)  p  =     ^'  ¥ 

r  —    x  )  (  _  a,  )  ' 

von  denen  die  erste  bereits  in  den  Bedingungen  [J)  des  §  2  ent- 
halten ist. 

Die  Forderung  ;2)  ferner  verlangt,  dass  L  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung : 

»logt      y*Jo*L     iX  +  »»-==u 

genüge.  Substiluirt  man  aber  hierin  den  Werth  (5)  von  so 
folgt 

y  Mog/>      rMogP     6X  dl' 

d.r  ö// 
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Die  Möglichkeit  der  Transformation  (\ )  ist  also  an  die  beiden  Be- 
dingungen gebunden,  dass  die  beiden,  durch  (4),  (6),  (8)  definirten 
Ausdrücke  l  und  Q  sich  auf  blosse  Functionen  von  u  reduciren, 
oder  also  die  beiden  Functionaldeterminanten 

hl  bu  _  U  bu  bQ  bu      b_Q  bu 

hx  bg       bg  ba'  b.r  bg       bg  bx 

identisch  verschwinden  müssen.  Diese  beiden  Bedingungen 
sind  aber  auch  hinreichend.  Denn  hat  man  /  und  (J  mit  Hülfe 
der  gegebenen  Gleichung  »  (./  ,//)  =  u  als  Function  von  u  be- 
rechnet, so  liefert  die  Gleichung  [4]  unmittelbar  /  (m),  während 
/  u)  sich  aus  (8)  durch  eine  Quadratur  bestimmt.  Mit  %  [u  'sl 
aber  nach  5)  zugleich  auch  L  bestimmt  und  zwar  so .  dass  es 
der  Bedingung  (7  identisch  genügt.  Für  den  erhaltenen  Werth 
von  L  w  ird  daher  die  rechte  Seite  der  Formel  (2)  ein  vollstän- 
diges Differential  und  man  erhält  somit  die  Unbekannte  v  durch 
eine  zweite  Quadratur  aus  (2).  Willkürliche  Constanten  den 
Quadraturen  hinzuzufügen,  ist  unnuthig.  — 

Nachdem  somit  das  einfachere  Problem  (I)  absolvirt  ist. 
wenden  wir  uns  nunmehr  zu  der  allgemeinen  Transformation! I r.') 

Wir  zerfallen  dieselbe  zunächst  ganz  analog  wie  oben  in 
die  beiden: 

i)  de  =  l  Xdg  -  Yd.r)  , 

(9;   (vy[u)  +Z(w))rfii  =  £{(.\7(f/)  -  Y.Kv -(F/>)  -  YJdx)  , 

und  erfüllen  die  letzte  wieder  durch  })  und  durch  die  Formel : 
Schreibt  man  nun  die  letzte  Formel  in  der  Form : 

so  sieht  man,  dass  sie  sich  ersetzen  lasst  durch  die  Bedingung: 

*ÜL  JL  /     L     _    \  _  hu    b  I     L     _  \ 

bx  bg  \Py{u)       1      bg  b.r  \  !>*(,<)       l)—  » 

I)  Die  folgende  einfache  Losung  verdanke  ich  im  Wesentlichen  einer 
Seminararbeit  von  Herrn  F.  Hausdorff.  Feh  selbst  hatte  (vgl.  §  5)  das 
Problem  ursprünglich  weit  umständlicher  gelost. 
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oder: 

/  bL 

4    {  bu     P      bu     P)      bu  bv       bu  bv 
(10   \  /  =  . 

ip(u)   b.r  by       bf/  b.i'      b.r  by       by  b.i- 

Die  Forderung  (2)  aber  ergieht: 

b  v  b  v 

by  bj- 

Daher  kann  man  die  letzte  Bedingung  so  schreiben : 

Andrerseits  ist  es,  damit  (2)  ein  vollständiges  Differential  sei, 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  L  der  Gleichung 

(7)  X  ****  +  1- ^  +      +  *I  =  0 

lJ  &£C    ^        ö//  ^b.r^by 

genüge,  und  wenn  man  von  dieser  die,  nach  der  Definition  (8) 
von  Q,  identische  Gleichung  abzieht : 

so  erkennt  man,  dass  die  Bedingung  (7)  sich  ersetzen  lasst 
durch  die: 

><•>  »^+'^— CS+'jf)- 

Das  Problem  ist  also  gelöst,  sobald  man  die  Unbekannte  t}>(u)  so 
bestimmen  kann,  dass  die  beiden  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen (41)  und  (12)  eine  gemeinsame  Lösung  log  ^erhalten. 

Denn  für  den  durch  diese  gemeinsame  Lösung  bestimmten 
Werth  von  /,  wird  die  rechte  Seite  der  Formel  2)  ein  vollstän- 
diges Differential  und  man  erhült  daher  aus  dieser  Formel  v  durch 
eine  Quadratur.  Die  so  erhaltenen  Werlhe  von  L  und  v  genügen 
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zugleich  der  Bedingung  (10'),  daher  ergiebt  sich  schliesslich  /(»/) 
unmittelbar  aus  (10). 

Die  Gleichungen  (I I)  und  (12)  liefern  nun: 


(43) 


biC 


ö  log  T>  b 


Damit  sie  also  eine  gemeinsame  Lösung  zulassen,  ist  nothwendig 
und  hinreichend,  dass 


oder : 


( 


du  öp      öi/  bQ 


bx  by      by  ba 
sei.  Bemerkt  man  aber,  dass  nach  der  Definition  (8) 

bpx  ,  bpy 


=  o 


b.r 


ist,  und  setzt  noch  zur  Abkürzung : 


by 

=  Q 


olr  d//       ö.v  bx   

bu       „  duv 


so  wird  diese  Bedingung: 

(15)  +  p^(u)  =  S  . 

Wäre  nun  Q  eine  blosse  Function  von  i/,  so  würde  S  =  0  sein 
und  (15;  sich  erfüllen  lassen  durch  <^(m)  =  0,  wodurch  wir 
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wieder  zu  der  einfacheren  Transformation  I)  zurückkämen. 
Wir  nehmen  daher  an,  dass  Q  sich  nicht  auf  eine  blosse  Function 
t  on  u  reducire. 

Dann  ergiebt  die  aus  ( 1 5)  folgende  Bedingung : 

}\(Q  tp{u)  —  S)  *u  _  h{Qtl>[u)  —  S)  bu_  _  o 

sofort: 

b  $  bu       bS  bu 
und  hieraus  endlich  folgt : 


also: 


,  hu    (>r         ,  tu 

* "  rc  =  ^  •    •'' "  ry  - »?  ■ 


(IT)  »»  =  ->''         =  r,  . 

\  "  +  >  *" 

(V/-  (>// 

Für  das  allgemeine  Transformationsproblem  II  sind  demnach 
bei  der  Uber  {)  gemachten  Voraussetzung  nothwendig  und  hin- 
reichend die  folgenden  drei  Bedingungen: 

Es  müssen  die  durch  (4),  [6),  (8),  (14)  und  (16)  definirten  Aus- 
drücke l  und  T  sich  auf  blosse  Functionen  ton  u  reduciren,  und 
überdies  muss  die  Gleichung  (15)  identisch  erfüllt  werden  durch 
die  Werthe  (16)  und  (17)  ron  \p  [\C  und  ip'  u. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  erhält  man/»  und  \p[u) 
unmittelbar  aus  i  und  (16),  hierauf  findet  man  /.  mittelst  einer 
Quadratur  aus  den  beiden  Gleichungen  13  und  schliesslich  V 
und  damit  nach  10)  zugleich  %[u)  durch  eine  zweite  Quadratur 
aus  dem  vollständigen  Differentiale  2  ,  sodass  also,  um  alle  Un- 
bekannten zu  bestimmen,  nach  einander  zwei  vollständige  Diflo- 
rentialezu  integriren  sind.  Wiederum  kann  man  alle  Integral ions- 
constanten  weglassen. 

Hiermit  haben  wir  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  bei  will- 
kürlichem </  u  die  gegebene  Differentialgleichung: 


Digitized  by  Google 


hTKUKIRBARE  FORMEN  VON  DlFPKRENTI  ALOLElClll  XUEN  1.  O.  517 


durch  eine  Punktiransformation  auf  eine  separirle  oder  lineare 
Differentialgleichung  1 .  O.  zurückftthrbar  ist ,  das  folgende  Kri- 
terium gewonnen. 

Wir  bilden  zunächst  nach  der  Formel  (4  den  Ausdruck  /. 
Keducirt  sich  derselbe  nicht  auf  eine  blosse  Function  von  //,  so 
ist  die  verlangte  Reduclion  unmöglich.  Isl  aber 

hl  hu        ö  /  d  M   q 

so  berechnen  wir  weiter  /'und  (J  aus  den  Formeln  6   und  8). 
Wird  auch  (J  eine  blosse  Function  von  u,  so  bestimmen  wir  auf 
dem,  im  Anschlüsse  an  die  Gleichung  8  auseinandergesetzten 
Wege  f[n),  x  (")?  £  und  v  aas  den  Formeln  4  ,  (8),  ;5)  und  2 
und  haben  damit  nach  (1)  zugleich  das  Integral: 


der  gegebenen  Dillen  ntialgleichung    18  gewonnen. 

Reducirt  sich  dagegen  Q  nicht  auf  eine  blosse  Function  von 
//.  so  sind  weiter  die  Ausdrücke  N,  T  und  Tl  aus  ihren  Defi- 
nitionen (44;,  (16)  und  17  zu  berechnen.  Wird  T  eine  blosse 
Function  von  »/  und  zugleich  der  Bedingung  (15  entsprechend: 

7-,  +(>r=  s  , 

so  ist  wiederum  die  Gleichung  (18)  integrirbar.  indem  sie  sich 
in  die  lineare  Differentialgleichung  transformirt : 

flu  ^  1  -  (p{u)  f(»  ' 

deren  Functionen  auf  die  eben  vorhin  angegebene  zweite  Art 
zu  berechnen  sind. 

Genügt  die  vorgelegte  Differentialgleichung  181  weder  den 
einen  noch  den  anderen  Bedingungen,  so  bleibt  noch  zu  unter- 
suchen, ob  nicht  vielleicht  die  äquivalente  Gleichung 

V,  (1 tj  —  )\  (/./•  1 


[18') 


Xdy  —  17/ jc       tf  m) 
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sicli  diesen  Bedingungen  fügt ;  im  Besonderen  muss  von  vorn- 
herein die  gegebene  Gleichung  durch  die  Gleichung  (18')  er- 
setzt werden,  wenn  zufallig  u  =  const.  das  Integral  der  Gleichuug 

Xdy  —  Ydx  =  0 

sein  sollte. 

Entziehen  sich  aber  beide  Formen  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung unseren  Bedingungen,  so  ist  es  bei  willkürlichem 
tf  [u  überhaupt  unmöglich,  dieselbe  auf  die  lineare  Form  zu 
bringen. 

§5. 

Ander*»  Lösung  des  Problem«  II. 

Die  eben  gewonnene  Losung  des  Problems : 

Xdy  —  Ydx    dv 

X~dy  -  )\ d =  J(üfd v  —  Jv\p{ti)  +  / (" :.)rfM 

gestaltet  noch  keinen  unmittelbaren  Vergleich  mit  den  Angaben 
von  Herrn  MAxmownscn.  Zu  dem  Ende  müsslen  vielmehr  die 
Bedingungen  des  Problems  wenigstens  theilweise  erst  noch  um- 
geformt werden.  Dies  aber  durch  directe  Rechnung  zu  er- 
reichen, ist  jedenfalls  gar  nicht  leicht.  Aus  diesem  Grunde,  und 
um  damit  zugleich  zu  zeigen,  dass  man,  obgleich  zwei  verschie- 
dene Lösungen  sich  nur  durch  die  Werthe  der  Inlegrationscon- 
stanten  von  einander  unterscheiden  können,  die  Lösung  doch 
in  Art  und  Form  noch  ganz  anders  gestalten  kann,  lasse  ich  hier 
noch  eine  zweite  Lösuug  des  Problems  für  den  allgemeinen  Fall 
folgen ,  in  welchem  der  Ausdruck  sich  nicht  auf  eine  blosse 
Fuuction  von  //  reducirt. 

Ich  schicke  voraus,  dass  sich  die  Aufgabe  sehr  einfach  lösen 
liisst,  wenn  man  voraussetzt, dass  man  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Yd.r  ^  0 

bereits  integrirt  habe,  dass  also  ihr  Integral  w  —  const.  bekannt 
sei,  und  sich  dann  a:  und  //  durch  die  beiden  unabhängigen 
Functionen  w  und  fr  ausgedrückt  denkt,  und  dass  sich  auf  diesem 
Wege  sofort  ergiebt,  dass  zur  Möglichkeit  der  Transformation  II 
drei  und  nur  drei  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend 
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sind.  Sobald  man  daher  bei  irgend  einer  andern  Lösungsart  der 
Aufgabe  zu  drei  solchen  Bedingungen  gelangt  ist,  deren  Bestehen 
die  vollständige  Bestimmung  aller  Unbekannten  der  Transfor- 
mation ermöglicht,  so  braucht  man  sich  um  die  Bedingungen, die 
sich  etwa  sonst  noch  ergeben  sollten,  nicht  weiter  zu  kümmern, 
weil  es  klar  ist,  dass  dieselben  blosse  Folgen  der  drei  früheren 
Bedingungen  sein  müssen. 

Nun  sahen  wir  bereits,  dass  die  Forderung  II  sich  in  die 
vier  Bedingungen  auflöst: 

5  v  bv  - 

M  Bf—"'  -  ¥  = 

(*)        /(„)  =  -Ä(( — ii-at, 

und 

(3)  /,=  /<<*."(»)  +  x{u))  , 

wo  /'durch  §  k  ((>'  delinirt  ist. 

Die  Bedingungen  (I)  lassen  sieh  nun  ersetzen  durch  die 
beiden. 


(*) 


A\4,,+  >  *"  =0, 


d?i  "Äf          /  'Ä>/      ^  fc't  V 


&03  öy 

Ueberdies  folgt  aus  (1)  wieder: 

1  j  ^       dy    ^bx  ^  by 

und  indem  man  hierin  für  /.  seinen  Werth  (3)  substituirt,  er- 
halt man 

r»//«-|-x'w  da*  6//  fra; 

bx  by 


5»  A.  Mater. 

Ist  nun  O  keim-  blosse  Function  von  r/,  so  kann 

s»in.  und   (i   ergiYbt  daher: 

Führt  man  jetzt  die  Abkürzungen  ein  : 

I  ii/ufu-  X'uyru-=zft{u)  , 

so  darf  zunächst  /,  »  0  sein?  da  sonst*  N  =  C^(M  und  nach 
(7,  also  r  —  const.  würc. 

Berechnet  man  daher  aus  [7)  Jj  und  |^ ,  und  substituirt 

ihre  Werthe  nebst  dem  aus  (3]  und   7)  folgenden  Werth  von  7 
in  die  Weichlingen  (4),  so  kann  man  im  Resultat  durch  f  [u 
d.v.diren  und  erhalt  auf  diese  Weise  die  beiden  Bedingungen : 

.  0r/l°g/iM  ,  fAL.  hu  hu\ 
\fAu>+Q     du  )  (  äTr        ty) =  . 

Führt  man  aber  neben  dem,  durch  §  i,  (14)  definirten  S  noch 
die  folgende  Abkürzung  ein: 

so  ergeben  diese  beiden  (Beichlingen: 

/;    +v   du    -R-Q  , 
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die  letzte  Gleichung  ist  die  bereits  im  vorigen  §  unter  (15)  ge- 
fundene. 

Behandelt  man  nun  diese  beiden  Gleichungen  auf  dieselbe 
Weise  wie  dort  die  Gleichung  15),  so  erhalt  man  aus  ihnen: 

ÖS       _  ÖS 
ö  .r  ö  //       ö  //  ö  x 

</f/  ö^>  ÖM       ö(>  ÖJ/ 

ö  .t  by       by  bx 

Hiermit  haben  sich  für  unsere  Transformation  11  jetzt  als 
nothwendig  ergeben  die  drei  Bedingungen ,  dass  die  Ausdrücke 
/,  7",  U  sich  auf  blosse  Functionen  von  u  reduciren  müssen. 
Ueberdies  bestimmen  sich ,  sobald  diese  drei  Bedingungen  er- 
füllt sind,  alle  Unbekannten  des  Problems,  nämlich  f[u)  und 
ip(u)  unmittelbar  aus  (2)  und  (12),  /,(»)  durch  eine  Quadratur 
aus  (13)  und  hierauf  £  (u)  durch  eine  zweite  Quadratur  aus  der 
Formel : 


^M.  fAu) 


du 

womit  nach  7)  zugleich  auch  der  Werth  von  v  gewonnen  ist. 

Die  beiden  Bedingungen,  welche  jetzt  noch  daraus  ent- 
springen, dass  der  Wrerth  12)  von  ip{u)  der  Bedingung  (II),  und 

der  Werth  13)  von    ^°?t      »  verbunden  mit  dem,  durch  ihn 

und  durch  uj  [u]  bestimmten  Werthe  von 

/>L  =  j^rnog/>)  _  fit 

ft  M  ~»)      du  fo(ii))» 

der  Bedingung  10)  identisch  genügen  muss,  müssen  also  noth- 
wendig blosse  Folgen  der  drei  oben  angegebenen  Bedingungen 
sein  und  kommen  daher  nicht  weiter  in  Betracht. 
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Wie  man  sieht,  unterscheidet  sich  diese  zweite  Losung  des 
Problems  nicht  nur  in  der  Art  der  Bestimmung  der  Unbe- 
kannten, sondern  namentlich  auch  in  der  Form  der  dritten  Be- 
dingung sehr  wesentlich  von  der  ersten  Lösung,  wahrend  die 
beiden  ersten  Bedingungen  beiden  Lösungen  gemein  sind. 

In  den  Comptes  rendus  hat  nun  Herr  Maximowitsch  Kri- 
terien der  Integrirbarkeit  nur  angegeben  für  Differentialglei- 
chungen \  on  der  Form  : 


(14)  ■ 
Hier  ist: 


r/r 


(iilso  //  =  const.  das  Integral  von  V,  dy  —  )',  </./•  »  0,  sodass  die 
Gleichung  (Li)  nicht  durch  die 

thr   J_ 

V(///  —  )(/./"  /'(./• 

ersetzt  worden  darf  ,  nach  ,  2i  wird  also  /==0;  die  erste  Be- 
dingung der  Integrirbarkeit  ist  also  stets  erfüllt.  Weiter  wird 
nach  den  Formeln  (6)  und  (U)  des  vorigen  § 


/>=  -  1 


„4  H> 


und  daher  nach  den  Definitionen  6),  (9),  (12),  (13  dieses  §  : 
j  1 5 


(16) 


I  5/1 


log(^^'//) 
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Di«  Gleichung  I  i)  ist  daher  erstens  stets  integrirbar.  wenn  der 
Ausdruck  (15)  sich  auf  eine  blosse  Function  von  iE  redneirl.  Das 
ist  der  wohlbekannte  Fall,  in  welchem  die  Gleichung 

17)  Xdy  -  Ydx  =  0 

einen  von  y  unabhängigen  Multiplicator  zulässt. 

Ist  aber  Q  keine. blosse  Function  von  ./  ,  so  ist  die  Glei- 
chung [44)  zweitens  gleichfalls  noch  integrirbar.  wenn  die  beiden 
Ausdrücke  (161  frei  von  y  werden. 

Von  diesen  beiden  Bedingungen  Ulsst  sich  die  zweite  noch 
anders  aussprechen.  Nach  16)  und  (15)  ist  nilmlich: 

X\i:r^  by) 
und  das  kann  so  geschrieben  werden: 

Die  Gleichung: 

JL  t  v  L!?«  •"  +  > 8 !°«  "\  +  »  /  JL\  j.  a        -  o 

welche  ilen  Mullipliciitor  .1/  des  Ausdruckes: 

.\(Xrfy-rrfx) 

()a,  —^75— 

definirt,  liisst  sich  daher  also  darstellen: 

d  log  .1/      F  .t  log  J/_ 

und  die  Forderung,  dass  /  frei  von  //  sein  soll,  fallt  somit  mit 
der  zusammen,  dass  der  Ausdruck  (18  eine  blosse  Function  von 
:r  als  Multiplicator  zulasse. 

Herr  MAxmowiTscn ,  dessen  Hauptzweck  in  diesem  Theile 
seiner  Arbeit  entschieden  darin  besteht,  streng  nachzuweisen, 
dass  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  2.  0. 
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nicht  in  endlicher  Form  integrirbar  ist,  beschäftigt  sich  mm. 
wie  es  scheint,  mit  der  Gleichung  U)  nur  unter  der  Annahme, 
dass  )  selbst  noch  eine  zweite  willkürliche  Function  von  in 
linearer  Weise  enthalt,  also  die  Form  besitzt 

(19)  >•=),,,  (.,.)_. Yi  . 

Dann  müssen,  falls  die  Gleichung  integrirbar  sein  soll,  unsere 
Kriterien  im  Besonderen  auch  für  </>  (  r)  =  0  erfüllt  sein.  Wenn 
daher  bei  der  Annahme  4  9)  die  Gleichung  (14)  mit  ihren  beiden 
willkürlichen  Functionen  «/(  '  )  und  /  (  r)  durch  blosse  Quadra- 
turen integrirbar  sein  soll,  so  muss  zunächst,  nachdem  man 
)  —  —  A"4  gesetzt  hat,  entweder  die  Gleichung  (47)  oder  aber 
der  Ausdruck  18)  einen  von  //  unabhängigen  Multiplicator  zu- 
lassen. Und  das  sind  eben  auch  die  beiden  nothwendigen,  aber 
nicht  hinreichenden  Bedingungen,  welche  Herr  Maximowitsch  in 
der  Selbstanzeigo  seiner  Arbeit  mittheilt. — 


J»rucW  von  Rreitkopf  A  U&rlol  in  Leipsif. 
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